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Resumo: Esta nota salienta uma caracterizagao alternativa das matrizes
de Riordan baseada numa renovada abordagem simbélica do calculo umbral.

Abstract This note highlights an alternative characterization of Riordan
arrays based on a symbolic renewed approach to umbral calculus.
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1 Introduction

A Riordan array R is an infinite lower triangular matrix generated by
a pair of formal series, g(z) = 1+ g,z + g,5°/2 + g,#°/31 + --- and
f(z) = fiz + [,7%/20+ f,7°/30+ -+, such that R, = ["/n!] (g(2)()"/k1)
for n > k > 0. For example, the well-known Pascal array of binomial coeffi-
cients is a Riordan array generated by (e, z). If (g, f) is any Riordan array
and A = (ag,a1,az,...)T and B = (bg, b1, ba,...)T are column vectors with
corresponding generating functions A(z) and B(z), then (g, f)A = B if and
only if g(2)A(f(z)) = B(z). This result is known as the fundamental the-
orem of Riordan arrays. Furthermore, given any two Riordan arrays (g, f)
and (h,1), we can obtain another Riordan array as follows,

(9(), £(2)) (h(2),1U2)) = (9(=2) h(F(2)),1(F(2))) - (1)

The Riordan array (1, z) is the identity with respect to this multiplication.
Since 1 = gy # 0, the formal series g has multiplicative inverse g~ !. Likewise,
if f1 # 0 the formal series f has compositional inverse f(~». Under these
conditions, a Riordan array (g, f) is invertible with respect to and its
inverse is given by (g(z),f(z))f1 = (Vg(r1 (), f1(2)). The Riordan
group is the set of all invertible Riordan arrays, together with multiplication
as the group operation. The aim of this work is to give a brief account of
a promising symbolic approach to the theory of Riordan arrays [0 [6] using
a renewed umbral symbolic language [2] 4].
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6 RIORDAN ARRAYS FROM AN UMBRAL SYMBOLIC VIEWPOINT

2 The umbral symbolism

Let A be a collection of symbols (typically Greek letters), that we call um-
brae, together with a linear functional E : C[A] — C called evaluation such
that E[1] = 1 and E[aiy’ - w*] = E[a!|E[y/] - - - E[w¥], for a,7, ... ,w pair-
wise distinct. An umbra w is said to represent a sequence (wy)pen in C
if Elw"] = w,. We assume E[w’] = 1. Two umbrae w and v are said
to be umbral equivalent if E[w] = E[y], which is denoted by w ~ ~, and
similar if E[w"] = E[y"] for all n € IN, which is denoted by w = 7. The
generating function (g.f. for short) of an umbra w is the exponential formal
series €% 1= 1+ >, 5 w" % € C[A][[#]]. By linearly extending the action
of E, we shall write f,(z) = FE[e“?]; or equivalently, f,(z) ~ e“?*. Some
distinguished umbrae that play a crucial role in this symbolic method are:
the augmentation umbra, denoted by e, whose g.f. is e** ~ 1; the unity
umbra, denoted by v, with g.f. e"? ~ e*; the singleton umbra, denoted by
X, having g.f. eX* ~ 1 4 2z and the Bell umbra, denoted by 3, whose g.f. is
eP* ~ e¢"~1. Note that w = v if and only if f,(2) = f,(2). It is convenient
to assume that each monic sequence (wy,)nen in C (wg = 1) can be repre-
sented by infinitely many similar umbrae. This property is called saturation.
We further enlarge A by including auxiliary symbols obtained from formal
operations on umbrae. For instance, we define the dot product ~y.a of v and
aby fy.a(z) = fy(log fa(z)). We can readily verify that c.e = ¢ = e.cv and
a+e = o = e+a. Similarly, it follows that a+(—1).a = ¢ = (—1).a+«, that
a.v = a = v.a and that .y = v = x.5. Likewise, we call vy.5.a the com-
position umbra of y and «, since fy.5.0 = fy(fa(z) —1). The compositional
inverse of vy is denoted by v~ and satisfies v~V.8.y = x = v.5.7". More
auxiliary umbrae can be obtained by suitable operations on umbrae. For in-
stance, the derivative umbra o, of « is defined as the umbra that satisfies
all o~ na™ ', Appropriate combinations of these operations and auxiliary
umbrae yield useful umbral identities. For example, it can be checked that
(@ +7..0p)p = Vp-B-0p. In addition, setting £, = —1.7.8.a", we
have (£4,0)p = af" when v = a. In particular, it follows that £e, , = a.
For the sake of simplicity, we set £, 1= £q q-

3 Riordan arrays from an umbral point of view

Consider g(z) as in Sectiorfl] and, without loss of generality, consider f(z) =
2+ f,7° )21+ f,7* /314 - - . Let v and a be any umbrae such that g(z) ~ ¢7* and
f(z) =~ ze®. It follows that E[(}) (v+k.c)"*] = [2"/nl| g(z) F()*/k. Hence,
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JOSE AcCAPITO 7

we denote by (v, @) the (exponential) Riordan array whose entries are given
by (v, @)nx = () (y+k.c)" %, Observe that the binomial core of any Rior-
dan array is stressed by the umbral notation. In particular, the Pascal array
is now denoted by (v,€). As (v,a)n, = 1 for all n € IN, the corresponding
invertible Riordan arrays are called normalized. Note that not all invertible
Riordan arrays are normalized but any of them have a normalized version.
The fundamental theorem of Riordan arrays is correspondingly encoded by
(v, 0)n = v+ n.B.a,. This is equivalent, for all n > 0, to the expression

n

(+1B.0p)" = 3 (Z) (y + k)"t 2

k=0

Formula is a restatement of a direct, though far from trivial generaliza-
tion of Abel’s identity for polynomials; that is,

n

(Y+o) =) (Z) (v + k)" Fo(o + (—k).a)k_l

k=0

Likewise, the multiplication of Riordan arrays is now written as

(v,a)(o,p) = (v + 0.Beap, a+ p.B.ap). (3)

The identity is (¢, ) and the inverse of (7, a) is (v,a) ™! = (£, ., £,). By way
of illustration, we shall now describe three important Riordan subgroups.
Arrays of type (g(z), z) form the Appell subgroup and are umbrally encoded
as (v,e). Thus, (v,6)™' = (—l.ave) and (7,€)nk = (1)7"*. The Associ-
ated subgroup is formed by arrays of type (1, f(z)), which are umbrally
encoded as (g, ), so that (g,a)”! = (5, £.) and (e,a)pr = (}) (k.a)nfk.
Finally, arrays of type (g(z),zg(z)) form the Bell subgroup and are um-
brally denoted by (a,a), so that (a,a)”! = (£,,£,) and (a,a)pr =
(1) ((k +1).a)"%. The umbral notation simplifies the verification of many
aspects of the theory of Riordan arrays. For instance, a straightforward use
of (3) yields (v,¢)(o,e) = (y+0,¢) for the Appell subgroup, implying imme-
diately that it is an Abelian subgroup. Riordan arrays are also characterized
by recurrence relations. Direct nontrivial consequences of the umbral Abel
identity are the following results.

Theorem 1. For any umbra A and any integers m and n,k > 1, it holds

n—k i
(7, ), 5 = (Z) S ((m)Lan) (v (k=m)a, N,y

1=0
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8 RIORDAN ARRAYS FROM AN UMBRAL SYMBOLIC VIEWPOINT

Theorem 2. For any integers k > m, n > m such that n,k > 1, it holds

I(k —m)! b
l(n

o= e S (7T () i

. 7

4 Final Remarks

Specializing the umbrae v, @ and A in Theorems [l| and [2| we obtain, after
translating the resulting formulas into the language of generating functions,
exponential analogues of known recurrence relations for ordinary Riordan
arrays [3]. Much more can be said and unveiled using this symbolic ap-
proach. An extended discussion of Riordan arrays and other related topics
from this point of view is shown in [1].
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Resumo: Fixado M € N, escolhamos aleatoriamente a; € N e consideremos
M, = % Repita-se este procedimento, seleccionando ao acaso as e definindo

My = (1\/—;\1/[71(12»’ e assim sucessivamente. Dados M,n € N, qual é a probabilidade,

digamos P(n, M), de ser M,, = 1? Tem-se P(1, M) = 7; e a relagdo de recorréncia
Pn+1,M) = Zd‘M %P(n, d), onde ¢ é a fun¢do de Euler. O que implica que,
com probabilidade um, M, = 1 para algum n € N. O sistema dindmico discreto
associado & aplicagdo X : Q — Q dada por X(z) = z[z] simula o comportamento
deste processo aleatorio, tratando-se agora de saber se a érbita por X de qualquer
racional de [1,4o0[ entra em Z. Em [I], provou-se que o conjunto das fracgoes
irredutiveis com denominador M cujas Orbitas entram em Z no n-ésimo iterado é
uma unido disjunta de classes de congruéncia médulo M™*!. Este resultado sugeriu
um algoritmo eficiente para decidir se um racional estd nesta unido e, do ntimero
daquelas classes, deduzimos que, com probabilidade 1, a 6rbita de um racional de
[1,400[ entra em Z.

Abstract: Given M € N, suppose one randomly chooses a1 € N, sets M; = %,
then repeats the process by randomly sorting out as and letting My = (]\4]\14771(12), and
so on. Given M,n € N, what is the probability, say P(n, M), that M, = 1?
Clearly P(1,M) = -; and the numbers P(n, M) satisfy the recurrence relation
Pn+1,M) = Ed‘M #P(n, d), where ¢ is the Euler function. This implies that,
with probability one, M,, = 1 for some n. The map X : Q — Q given by X(x) =
x[x] induces a deterministic dynamical system modeling this random behavior.
The question we address now is whether the orbit by X of any rational bigger than
1 enters Z. In [I] we proved that the set of irreducible fractions with denominator
M whose orbits by X reach an integer in exactly n iterations is a disjoint union of
congruence classes modulo M™*+!. The proof of this result suggested how to build
an efficient algorithm to decide if an orbit fails to hit an integer before a prescribed
number of iterations have elapsed. Besides, from the number of those classes, we
deduced that, with probability 1, the orbit of a rational in [1, +oo[ enters Z.

palavras-chave: sistemas dindmicos discretos; fungdo tecto; densidade; cobertura.

keywords: discrete dynamical system; ceiling function; density; covering system.
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10 UM PROBLEMA DE GRANDES DENOMINADORES

1 Introducao

Consideremos o sistema dindmico discreto associado a aplicagdo X : Q — Q

dada por X(z) = z[z], onde [2] =min{z € Z: x < z}. Para L > 1, onde

p,g €Ne (p,q) =1, o j-ésimo iterado X/ (%) ¢ uma fraccao irredutivel Z—j,
onde gj41 divide gj. Por exemplo, os primeiros iterados de % sS40 %, %,
1305572, 681977556. O numero j de iteracbes de X necessarias para que se
tenha ¢; = 1 pode ser arbitrariamente grande, mas a andlise numérica desta
dinamica sugere que existe sempre um tal j.

Para z € Q, defina-se ordem de x como O(x) = min{k € Ny : X*(z) €
Z}, se este conjunto ¢ nao vazio, e O(z) = oo caso contrario. Note-se que:
O(x) = 0 se esésex e Z; O0,1]) = {oo}; se x < —1 entdo X(x) > 1.
Basta-nos portanto estudar a ordem dos racionais maiores do que 1.

Dado um natural fmpar a > 1, digamos a = 26+ 1 com k,b € N e

b impar, usando indugdo em k concluimos que O (%) = k. Logo a menor

~ . , ok .
fraccdo com denominador 2 e ordem k é 2—;1, que cresce exponencialmente
com k. A Figura [I] mostra que, pelo contririo, para denominador 3 h&
valores baixos de a com ordens elevadas.

[ ordem [ menor natural a “ ordem [ menor natural a “ ordem [ menor natural a ”

1 7 18 2215 35 6 335 903
2 4 19 6 151 36 1 180 939
3 13 20 8 653 37 1751 431
4 20 21 280 38 10 970 993
5 10 22 28 39 17 545 207
6 5 23 1783 40 66 269 497
7 29 24 81 653 41 27 952 480
8 76 25 19 310 42 60 284 614
9 50 26 114 698 43 203 071 951
10 452 27 18 716 44 191 482 466
11 244 28 196 832 45 144 756 173
12 830 29 15 214 46 45 781 445
13 49 30 7 148 47 1 343 664 136
14 91 31 273 223 48 223 084 774
15 319 32 3 399 188 49 1494 753 473
16 2639 33 398 314 50 20 110 862
17 5 753 34 6 553 568

Figura 1: Menor natural a tal que § tem ordem entre 1 e 50.

Apesar dos valores dos iterados de X crescerem muito depressa (por
exemplo, O (%) =22 e X?*(2) ¢ um natural com 4134726 digitos), estas
experiéncias numéricas foram possiveis pela natureza dindmica do problema
e pela caracterizacdo dos racionais com denominador dado e ordem fixada
como os elementos de uma classe de congruéncia médulo uma poténcia do
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A. AZEVEDO, M. CARVALHO e A. MACHIAVELO 11

denominador, o que tornou possivel lidar apenas com numeradores até essa
poténcia (e, por exemplo, verificar que O(a/3) < 56 se a < 2000000 000).

O problema que aqui consideramos tem alguma analogia tanto com o
problema de Collatz [2] como com a conjectura de Erdos-Straus [3]: embora
também correspondam a um subconjunto com densidade assimptética total,
nao sabemos se as classes de congruéncia que descrevem os racionais com
ordem finita formam uma cobertura dos inteiros.

2 Racionais com ordem finita

Por inducao, deduzimos em [1I] que, dados n € Ny e M € N,

s

Proposicao 1 O conjunto A, = {a€Z: (a,M)=1eO(55) =n} é
uma unido disjunta de A(n, M) classes de congruéncia médulo M™+1.

Consequentemente,

Corolario 2 A probabilidade, P*(n, M), de 57, com (a, M) = 1, ter ordem
;. A(n,M)
n, € igual a ST

Note-se que A(0,1) =1, A(n,1) =0sen € Ne, para M > 1, A(0,M) =0,
A(L, M) = o(M).

Teorema 3 Se M > 1 oun > 1, tem-se

M n—1
A(n, M) = (M) An—1,d) | —
a2 (7)

ou, equivalentemente, P*(n, M) = > gy %P*(n —1,d). Em particular,
n

sep € primo e k € N, A(n,pF) = ("ji;?) (go(pk)) )

Deste modo, a probabilidade de um ntimero racional 7, com (a, M) = 1 ter
ordem n é igual a probabilidade de, comecando com o inteiro M, o processo
aleatério descrito no Resumo terminar apds n passos.

3 Racionais com ordem infinita

Nao conhecemos nenhum racional no complementar de [0,1] com ordem
infinita. Contudo, se existirem, formam um conjunto pequeno. Usando a
Proposigao |1 e o Teorema (3| mostramos em [I] que a probabilidade de um
racional de [1, +o00[ ter ordem finita é igual a 1.
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12 UM PROBLEMA DE GRANDES DENOMINADORES

I 6 10 12 14 15 18 20
2 18 68 112 150 240 270 416
3 || 86 628 1424 2058 3872 5670 9952
4 || 354 5060 | 13952 | 24774 | 52800 | 93798 184576
5 1382 | 39124 | 120768 | 287466 | 668288 | 1396278 | 3048576

Figura 2: Valor de A(n, M) para 2 <n <5, M < 20, M ndo poténcia de primo.

4 O algoritmo

Consideremos 7 e a sucessao (an)nen, definida por ag = a, an41 =

M X (%%). Sabemos que, se O(7;) < N, entdo, dado 1 < s < N,
O(%) < N —s. Além disso, pela Proposigao |I, podemos substituir as
pelo resto da divisao de ay por MNH175. Assim, O(47) € o menor s € Ny tal
que as é um multiplo de M. Note-se que, neste procedimento, s6 lidamos
com naturais inferiores a MN1 e que, em cada etapa, este limite diminui.
Em resumo, o algoritmo actua do seguinte modo: dados M € N, a € Z e
N € N, considera 7, o resto rg da divisao de a por MN+1 e em geral, o

resto rp41 da divisdo de M X (%2) por MV 175 e conclui que

(’)<a) k, seexiste k< N: M |rye M¢trs para todoo s <k
> N, caso contrario.

Trabalho parcialmente financiado pela Fundacgao para a Ciéncia e Tecnologia
(FCT), através do Centro de Matemética da Universidade do Minho, do
Centro de Matematica da Universidade do Porto, do Projecto FCT UT-
Austin/MAT/0035/2008 e do Programa POSI.
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Resumo: Usando a teoria das agiformas de Reznick obtém-se condigoes
suficientes, faceis de testar, para uma forma ser soma de quadrados, uma
das quais é linear nos coeficientes do polinémio, tal como as de Lasserre,
mas obtida de modo completamente diferente.

Abstract Using the Reznick’s theory of agiformas one obtains sufficient
conditions, easy to test, for a form to be sum of squares, one of which is
linear in the coefficients of the polynomial, such as those of Lasserre, but
made quite differently.

palavras-chave: somas de quadrados; semidefinipositividade.

keywords: sums of squares; positive semidefinitness.

1 Introducao

A questao da representacao de polinémios homogéneos (formas) semidefi-
nidos positivos (sdp)(i.e., ndo negativos para todas as concretizagoes das
variaveis) como soma de quadrados (sdq) tem uma longa histéria, que co-
mecga com a tese de doutoramento de Minkowski, onde era afirmado ser
pouco provavel que toda a forma sdp positiva fosse sdq de formas. Contudo
os primeiros exemplos explicitos de formas que sendo sdp ndo sao sdq foram
dados por Motzkin, em 1967, e pouco depois por Robinson. Com o virar do
milénio o interesse nesta matéria aumentou consideravelmente, em boa parte
devido ao importante papel da optimizacdo. Se tivermos em consideragao
que Blekherman mostrou recentemente que para um dado grau a probabili-
dade de uma forma sdp ser sdq tende para zero a medida que o niimero de
variaveis aumenta, percebemos o interesse de encontrar uma classe infinita
de formas para as quais ser sdp é condicao suficiente para ser sdq.

E bem conhecido que no que diz respeito a semidefinipositividade e a
soma de quadrados é indiferente trabalhar com polinémios ou formas
Lema. Seja P(x1,...,2z,) um polinémio de grau m e Py(x1,...,Tn, Tni1)
a sua homogeneizagao relativamente a x,41. Entao

i. P é semidefinido positivo se e s6 se P}, for semidefinido positivo.

ii. P é soma de quadrados se e s6 se P, for soma de quadrados.
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14 FORMAS SEMIDEFINIDAS POSITIVAS E SOMAS DE QUADRADOS

Em [I] Reznick mostra que as formas F(a,z) = aj23? + -+ + a,z2¢ —

2dx{' -+ - xfn, com a; inteiros ndo negativos e de soma 2d, podem ser es-

critas como somas de, quando muito, 3n — 4 quadrados de polinémios.
Usamos um dos resultados de Reznick para as agiformas de Hurwitz, para

mostrar que formas diagonal menos cauda (dmc) semidefinidas positivas sao

soma de quadrados.

2 Formas diagonal menos cauda sdp sao sdq

A representacdo de um polinémio homogéneo como uma soma P = P; +
-+« 4+ P de formas ndo-nulas P;, tais que para todos os 1 < i < j <
k, wvar(P;) Nvar(P;) = 0 diz-se uma decomposi¢cio de P. Se uma tal
decomposicao obrigar a que k = 1, P é indecomponivel. Uma decomposicao
diz-se completa se os P; forem indecomponiveis.

Chamamos diagonal menos cauda, dmc, as formas

F(z) =" bixzzd — D el azgi, com b, a; >0,
onde I é o conjunto de n—uplos inteiros néo negativos com soma 2d e pelo
menos duas entradas nao nulas.

O lema seguinte mostra-nos que podemos reduzir o estudo ao estudo das
formas indecomponiveis.

Lema 2.1. a. Se F' = D—T for uma forma dmc sdp, entao var(1") C var(D).
b. Se F = Iy + Fy + - - - + F}, for uma decomposicao de F, entao

i. F' é dmc sse todo o F; for dmc;

ii. F' é sdp sse todo o F; for sdp.

Dizemos que uma forma dmc é elementar se a sua cauda consiste num
unico termo,

E(z) = 122 + -+ + bp22d — paft - 200,

Repare-se que estas formas sao generalizagoes das formas de Hurwitz
(agiformas de Reznick) F(a,z) = a122? + - -+ + a,229 — 2dz{t - 2l (a; in-
teiros nao negativos e de soma 2d), que sdo conhecidas por serem soma de
quadrados. De facto os coeficientes da parte diagonal ndo sdo necessaria-
mente os expoentes dos termos da cauda e os coeficientes da cauda nao sdo
necessariamente iguais a soma dos coeficientes diagonais.

Teorema 2.2. Sejam by,...,b, € R>o, d € Z>1, p € Re E(z) =
b2 4+ -+ bp2d — ' - 2% uma forma de grau 2d. Definindo pg =
n b a;/2d
2d H (Z) , sS40 equivalentes as seguintes condicoes:
S\
a; #0
i. E é sdp.
ii. [p] < pp ou ( todos os a; sdo pares e p < —pp).
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iii. £ é sdq.
Este teorema é uma versao bastante refinada da desigualdade aritmética-
geométrica, a1xy + -+ + apry — 27 xdn > 0, para todos os ag,x; >

0 com Y ;" a; = 1. Repare-se que os coeficientes da parte diagonal nao
sdo iguais & poténcias da cauda e o seu coeficiente nao é necessariamente
igual & soma dos coeficientes da parte diagonal.

A ideia para provar o resultado principal, relativo a representabilidade de
formas dmc sdp F'(z), consiste em determinar o respectivo minimo e escrever
a forma como soma de uma forma diagonal com formas F(z) que tém o
mesmo minimo. Para o conseguirmos usamos os dois resultados seguintes,
dos quais o segundo nos mostra como construir formas dmc elementares sdp
com uma cauda e um zero desejados.

Recorde-se que o (n — 1)-simplex é A,,_; = {z € R%,: >, z; =1} eo
seu interior (relativo) é int(A,_1) ={z € A,_1 : Viz; > 0}.

Lema 2.3. Seja F' uma forma sdp dmc indecomponivel de dimensao n > 2.
Entao existe um minimo local de F|A,_; em int(A,_1).

n
Proposigao 2.4. Seja u € int(A,_1), a1,...,an € Z>o, Zai =2d>2 e
@ > 0. Definam-se b;, i = 1,...,n e a forma E por =
b = 1% 'uclll"'uzn E _ - .2d al an  Enta b
i = ﬁaZT e E(z) f‘z;bza;i — px{t---xpr. Entdo os b
estdo bem definidos. Se E # 0 entao é uma forma dmc sdp indecomponivel
e tem um zero em u. Se dim(E) = n, u é o Gnico zero em A,,_1.
O teorema seguinte constitui um dos dois resultados mais importantes
deste trabalho
Teorema 2.5 Para toda a forma dmc indecomponivel F, de dimenséo n,
sdo equivalentes as seguintes condi¢oes:
i. F'é sdp.
ii. F' tem um minimo local u no int(A,_1) tal que F(u) > 0.
iii. F' tem um tnico minimo local u no int(A,_1) tal que F(u) > 0.
iv. F' é soma de formas dmc sdp elementares indecomponiveis
mais uma forma diagonal sdp.
v. F' é uma soma de quadrados.
Em particular toda a forma dmec sdp é uma soma de quadrados.
Repare-se que este resultado permite-nos estudar a semidefinipositivi-
dade de uma forma dmc usando processos de minimizacao classicos. As
provas dos resultados apresentados sdo construtivas, pelo que para decidir se
uma dada forma dmc F'(z) pode ser escrita como sdq, e em caso afirmativo,
encontrar uma representacao explicita pode ser feito através do algoritmo:
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16 FORMAS SEMIDEFINIDAS POSITIVAS E SOMAS DE QUADRADOS

1. Escreva a decomposicao completa de F, F = F} + - - -+ F} em formas
dmc indecomponiveis Fj;

2. Determine para cada uma das formas indecomponiveis F;, o Unico
minimo local u; no interior do simplex;

3. Se existir um ¢ tal que Fj(u;) < 0, entdo pare: Fj;, e consequentemente
F', nao pode ser sdq;

4. Caso contrario, para cada termo da cauda de F; use a proposi¢ao 2.4
para encontrar uma forma dmc sdp elementar indecomponivel que tenha
este termo na cauda e que se anule em u;;

5. Escreva cada um dos F; como soma de formas dmc nao-diagonais
elementares mais uma forma diagonal.

6. Escreva cada uma das formas dmc nao-diagonais elementares obtidas
no passo 5 como soma de quadrados de bindémios.

7. Somando as representagoes como sdq de todos os F; no passo 6 e as

respectivas formas diagonais do passo 5 obtemos uma representacdo de F'
como soma de quadrados de binémios.
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