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O cheiro da flor pode ser interceptado entre a flor
e o céu. E € ai que melhor o cheiro existe.

Na flor, em plena flor, € ainda uma poténcia;

e no céu, se chega ld, € jd elemento abstracto.
Mas hd entdo uns sequndos de ezisténcia

nesse percurso intermédio.

Goncalo M. Tavares, Uma Viagem d India

Resumo: A definicdo de continuidade nem sempre foi a que aceitamos
actualmente e, em particular, chegou a confundir-se com a propriedade do
valor intermédio. Esclarecidas as duas nocgoes, certo é que a segunda é
consequéncia da primeira mas ndo equivalente a ela. Este artigo aborda
em detalhe alguns resultados inspirados em exemplos que distinguem estes
dois conceitos, e dedica a ultima seccéo a aplicagoes. A bibliografia, sem ser
exaustiva, contém informacio complementar cuja leitura se recomenda.

Abstract: For real-valued functions whose domain is an interval, it was
thought at one time that a continuous function should be defined as one
such that the image of every interval in its domain is an interval. As it
turns out, this intermediate value property does not force a function to have
all those attributes that continuity conveys. However, although odd and
sometimes rather elaborate, the examples used to distinguish these two con-
cepts have been a powerful source of particularly interesting results, a sample
of which will be discussed in this article. We have not sought generality or
completeness, and resisted the temptation to insert a considerable number
of references, but the reader may still find significant material concerning
this subject on the selected bibliography.
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28 PROPRIEDADE DO VALOR INTERMEDIO VS. CONTINUIDADE

1 Introducao

Julgado como inerente a natureza, o conceito de continuidade viveu tem-
pos irresolutos enquanto se debatiam fenémenos fisicos, a estrutura da ma-
téria e as nocoes de limite e infinito. O atomismo, que sugeriu paradoxos a
Zendo, e a integridade dos pontos que compdem o espaco e o tempo, cuja
interpretacao fisica Galileu apoiou [12], vieram a conciliar-se, através dos
infinitésimos, com a homogeneidade do mundo natural que os fisicos obser-
vavam. Séculos antes, Aristételes [I], que defendia a divisibilidade infinita
em todos os objectos, naturais ou matematicos, formulava, para o movi-
mento, o que veio a entender-se como a propriedade do valor intermédio:

A thing that is in motion from one place to another cannot at
the moment when it was in motion both be in motion and at the
same time have completed its motion at the place to which it was
in motion: e.qg. if a man is walking to Thebes, he cannot be
walking to Thebes and at the same time have completed his walk
to Thebes: (---)neither was at rest nor had completed its passage
but was in an intermediate state.

A clarificagdo, porém, sé chegou com Cauchy [7] e Darboux [9]. Dados
um intervalo I e uma funcao f : I — R, diz-se que f tem a propriedade do
valor intermédio se, para quaisquer a,b € I e d no intervalo de extremos
f(a) e f(b), existe c € [a, b] tal que f(c) = d. Na versao impressa da andlise
que Cauchy ensinava na L’Ecole Royale Polytechnique, um dos primeiros
resultados sobre funcgdes continuas é o que hoje conhecemos como teorema
dos valores intermédios:

4¢. Théoréme. Si la fonction f(x) est continue par rapport d la
variable x entre les limites x = xg, x = X, et que l'on designe
par b une quantité intermédiaire entre f(xg) et f(X), on pourra
toujours satisfaire a l'équation f(x) = b par une ou plusieurs
valeurs réeles de x comprises entre xg et X.

Cauchy tenta convencer o leitor da validade deste enunciado, sugerindo-lhe
que siga pela curva que é o grafico da funcéo e, apelando a sua intuicao,
que aceite que a continuidade garante que a viagem se faz sem sobressaltos
— o que se traduz hoje pela conexdo por caminhos do grafico. Contudo,
prudentemente, acrescenta que, na adenda a obra (Note III), apresentard
uma demonstracao de que a imagem de f é um intervalo par une métode di-
recte et purement analytique. Assim faz, de facto, num argumento que gasta

Boletim da SPM 65, Outubro 2011, pp. 27{60]



MARIA CARVALHO e ALEXANDRE RODRIGUES 29

trés paginas mas é irrepreensivel, a menos de uma justificacdo da existéncia
de limite para qualquer sucessao limitada e mondétona em R. Essa explica-
¢do s6 surgiu meio século depois, com Dedekind e Weierstrass, aquando da
construgdo axiomaéatica dos niimeros reais como corpo ordenado completo, a
partir de uma ordem compativel com as operacoes algébricas e do axioma
do supremo que assegura a sua existéncia.

Todavia, até ao contributo de Darboux, que provou que a derivada de
uma fun¢do num intervalo tem a propriedade do valor intermédio e construiu
uma derivada em R que é descontinua em todos os racionais, a propriedade
do valor intermédio néao se distinguia da continuidade. Seguiram-se-lhe ou-
tros exemplos, como o de Volterra (de uma derivada que nao é Riemann-
integréavel, [28]), o de Lebesgue (de uma fung¢do com a propriedade do valor
intermédio e descontinua em todos os pontos, [16]) e o de Halperin (de uma
funcao com a propriedade do valor intermédio que néao é sequer mensuravel,
I13)).

Esclarecida a diferenga entre a continuidade e a propriedade do valor
intermédio, e explorado o seu caracter pratico, esquecemo-nos por vezes que
ndo sdo conceitos equivalentes. Este texto tem o propdsito de o recordar.
Aproveitando o pretexto, discutiremos algumas caracteriza¢des da continui-
dade e faremos uma digressdo breve por varias aplicacoes relevantes do 4¢
théoréme de Cauchy

yA4

f(b)

f(a)

Figura 1: Propriedade do valor intermédio: no caso de f(z) = 2% —2, garante
que existe um ndmero real cujo quadrado é 2.

'E atribuida a Bolzano [5] a primeira demonstracio deste teorema no caso em que
b=0.
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30 PROPRIEDADE DO VALOR INTERMEDIO VS. CONTINUIDADE

2 Preliminares

A propriedade do valor intermédio de uma funcao de varidvel real precisa
que o dominio da funcao seja um intervalo. Por isso, comegaremos com uma
revisdo breve sobre a nocdo de conexidade. Depois analisaremos alguns
exemplos que nos permitem distinguir a propriedade do valor intermédio da
continuidade.

2.1 Conexidade

Consideremos R”, n € N, com a métrica euclidiana usual. Diz-se que
um subconjunto K de R", com a métrica induzida, é conexo se e s6 se K
nao é unido disjunta de dois abertos nao vazios. Por exemplo, um con-
junto singular é sempre conexo porque nao contém pontos que cheguem
para formar dois abertos disjuntos e nio vazios. Por exemplo, R?\ {(0,0)} e
{(z,y) € R? : x = y} também sdo conexos; R\ {0} e [0,1]U[2, 3] ndo sdo. O
resultado cldssico seguinte indica que, em R, podemos identificar facilmente
todos os conexos.

Proposigao 2.1 Um subconjunto K deR € conexo se e s6 se é um intervalo.

Prova: Suponhamos que existe um subconjunto K de R conexo que nao é
um intervalo, ou seja, para o qual podemos encontrar reais a < b < c tais que
a,c € Keb¢ K. Assim, os conjuntos Uy = (—o0,b)NK e Uy = (b, +00)NK
sdo abertos, disjuntos, ndo-vazios (a € Uy e ¢ € Us) de K e, como b ¢ K,
U1UU, = K. O que contradiz a hipdtese de K ser conexo. Reciprocamente,
verifiquemos que todo o intervalo é conexo. Suponhamos que néo, e fixemos
um tal intervalo J e abertos nao vazios de J, digamos U e V, tais que J é a
unido disjunta de U e V. Tomemos a € U eb € V; como U e V sao disjuntos,
tem-se a < b ou a > b; prossigamos com o primeiro caso, o segundo trata-se
de modo anélogo. Defina-se C = {x € U : = < b}. Este conjunto é néo
vazio (a € C') e majorado por b. Logo, tem supremo, digamos s. Sabemos
que, por ser o menor majorante de C, s < b; e que s estd em J porque J é
um intervalo. Ora, se s € U, entdo s < b uma vez que b ¢ U; além disso,
como U é um aberto, existe € > 0 tal que [s,s +&) CU e s+ < b. Em
particular, s + 5 € C, o que contradiz a propriedade de s ser um majorante
de C. Concluimos deste modo que, como J = UUV, devemos ter s € V.
Estando s em V', deduzimos que s > a porque, como a € C, temos s > a,
mas a ¢ V. E, portanto, como V é um aberto de J e s nao é o extremo
esquerdo de J, existe € > 0 tal que (s —g,s] C V. Como nao hé elementos
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MARIA CARVALHO e ALEXANDRE RODRIGUES 31

de C' a direita de s, o nimero s — e é um majorante de C'. Contudo, isso nao
é compativel com o facto de s ser o menor dos majorantes deste conjunto.m

Dados dois pontos X e Y de R”, um caminho o de X para Y é uma
aplicacao continua « : [0,1] — R” tal que a(0) = X e a(l) = Y. Um
subconjunto K de R™ diz-se conexo por caminhos se e s6 se quaisquer X e Y
de K puderem ser unidos por um caminho dentro de K. Por exemplo,
[0,1] e R?\{(0,0)} sdo conexos por caminhos; {(z,y) € R* xR : y =
sin (%)} U {(0,0)} é conexo mas nao é conexo por caminhos ([29], pag.
201). Em R, estas duas nogdes coincidem pois os intervalos sdo conexos
por caminhos: se I é um intervalo, dados a,b € I, com a < b, a aplicacdo
a:[0,1] — I tal que a(t) = a + t(b — a) é continua e une a a b dentro de
I. Em geral, podemos apenas garantir que, se K é conexo por caminhos,
entdo é conero. De facto, dados U e V abertos, nao-vazios e disjuntos
de K cuja uniao é K, entdo, escolhendo a € U e b € V e um caminho
a :[0,1] - K tal que a(0) = a e a(1) = b, deduzimos que os conjuntos
I={te0,1]:a(t)eU}eJ={te]0,1] : a(t) € V} sao abertos de [0, 1]
(porque « é continua), nao vazios (0 € I, 1 € J) e disjuntos cuja unido é
[0, 1], o que néo é possivel pela Proposi¢ao anterior.

2.2 Propriedade do valor intermédio

Ea distincdo entre a continuidade e esta propriedade que se dedica esta
seccao: apresentaremos dois exemplos de fungdes que a verificam mas que
nao sao continuas. O primeiro servird também para, mais tarde, relacio-
narmos a continuidade com caracteristicas do gréafico da funcdo; o segundo,
de Lebesgue [16], descreve uma fungdo que verifica a propriedade do valor
intermédio mas é descontinua em todos os pontos.

2.3 Exemplo 1
Seja f a aplicagdo definida em R tal que

f(x):{ sin(%) se x#0

0 se =0

A imagem de f é o intervalo [0,1] e f verifica a propriedade do valor inter-
médio embora nao seja continua em x = 0 (figura [2).

O préoximo resultado revela que este exemplo, que nos parece bizarro, é
o que devemos esperar no contexto das fungdes com a propriedade do valor
intermédio mas nao continuas.
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32 PROPRIEDADE DO VALOR INTERMEDIO VS. CONTINUIDADE

Figura 2: Gréfico do Exemplo 1, obtido pelo Maple

Proposigao 2.2 Sejam I um intervalo e f : I — R uma fungdo que verifica
a propriedade do valor intermédio e nao € continua em algum ponto de I.
Entdo existe uma imagem d € f(I) tal que #{f~*({d})} € infinito.

Prova: Sejam zg um ponto onde f ndo é continua e € > 0 arbitrariamente
pequeno. Existe uma sucessdo (z,)neNn mondtona em sentido estrito que
converge para xg e tal que é valida uma das duas condigbes seguintes:

1. Vn e N f(xy) > f(xo) +e.
2. Vn € N f(z,) < f(zo) —e.

Suponhamos que a sucessao (z,)nen € estritamente crescente e que é a pri-
meira condi¢do que se verifica (o argumento para os outros casos ¢ intei-
ramente andlogo). Como f tem a propriedade do valor intermédio, fixado
d € ]f(xo), f(xo) + €[, existe z1 € |z1,x0] tal que f(z1) = d. Uma vez que
(zn)neN converge para zg, existe ny € N tal que

o > Tp, > 21

e, de novo pela propriedade do valor intermédio, podemos encontrar zo €
|y, xo| verificando f(z2) = d. Prosseguindo deste modo, construimos uma
sucessao injectiva de ntimeros reais (z,), cuja imagem, por f, é d (figura

). m

Corolario 2.3 Sejam I um intervalo e f : I — R wma fungdo que verifica a
propriedade do valor intermédio e tal que, para qualquer x € Q, o conjunto
#{f7L({d})} € finito. Entdo f é continua.
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Em particular, se f verifica a propriedade do valor intermédio e é injectiva,
entao é continua. Em geral,

Proposicao 2.4 Sejam I um intervalo e f : I — R uma fungdo que verifica

a propriedade do valor intermédio e ¢ mondtona. Entdo f € continua

YA

1) + £
%)

f(xo) - €

Figura 3: Infinitas pré-imagens

Prova: Suponhamos que f é crescente (se for decrescente, considere-se — f)
e descontinua em ¢ € I. Entdo a descontinuidade é de tipo salto: existem
e sao finitos os limites o = lim,_,.- f(z) e f = lim,_,.+ f(x), o primeiro
é estritamente menor que o segundo e o valor de f(c) situa-se no intervalo
delimitado por eles E Mas isso implica que existe § > 0 tal que a propriedade
do valor intermédio falha em [c, ¢ + d] ou [c — 6, c]. ]

2.4 Exemplo 2

Dado z €]0,1], seja 0.ajagas... a sua representacdo decimal infinita,
que existe e é tnica. Associemos a x o numero z; = 0.ajasas.... Defina-se
f:]0,1[— [0, 1] de acordo com as condigbes seguintes:

2Sem a propriedade do valor intermédio, podemos apenas afirmar que uma funcio
monétona definida num intervalo é continua no complementar de um conjunto numeravel,
e derivavel no complementar de um conjunto de medida zero [22]. Recorde-se que um
subconjunto M de R tem medida zero se, dado € > 0, existe cobertura de M por familia
numeravel de intervalos cuja soma dos comprimentos ndo excede €.

3Note-se que o = sup{f(z) : ¢ < c} e B = inf{f(z) : = > c}.
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34 PROPRIEDADE DO VALOR INTERMEDIO VS. CONTINUIDADE

e Se z, é dizima periédica com periodo que comega no digito as,_1,

zz = 0.a1a30a5 ... Q2n—102n+1 - - - Ok,
entdao f(x) = 0.a2,02n+202n+4 - - .-
e Caso contrario, f(z) = 0.
Por exemplo, f(@) = 0; f(%) = f(0.3) = 0.3; f(%) = f(0.49) = 0;
f(0.01) = §; £(0.10) = 0; £(0.009) = 1.
Lema 2.5 A funcdo f assim definida tem a propriedade do valor intermé-
dio.

Prova: Sejam a < b de0,1[ e yo = 0.b1ba... € 10,1 com b; € {0,1,...,9}.
Existe um natural n suficientemente grande tal que, em |[a, b], podemos en-
contrar uma dizima finita 0.cycy . . . ca,—1 (estas dizimas formam subconjunto
denso de [a,b]) de modo que

1
1021 < max {|0.cica...con—1 —al,|0.c1ca ... con—1 — b|}.
Assim sendo, todos os nimeros da forma 0.cico ... con_1dondonit - .., onde
d; € {0,1,...,9}, pertencem a [a,b]. Escolham-se doy+1, donyts, ... tais que

0.cic3...con—1dont1dongs ...
seja dizima periddica com periodo que comeca em co,_1. Entdo o niimero
Trog = 0.6162 e an,1b1d2n+1b2d2n+3b3 e
satisfaz a igualdade f(zo) = yo. n

Em resumo, a restrigdo de f a qualquer subintervalo de ]0, 1] é sobrejec-
tiva sobre [0, 1], e portanto o grafico de f é denso no quadrado [0, 1] x [0, 1].
Além disso,

Corolario 2.6 f ndo é continua em nenhum ponto.

Prova: Sejam ¢ € |0,1[ e € > 0 definido por

6:{1 se f(c)=0ou f(c) =1

2.
w caso contrario

Como vimos no lema [2.5] para todo o 6 > 0, f(Jc—d,c+d[N]0,1]) 2]0,1],
e portanto f(Jc — 6,¢+ 8[N]0,1]) €]f(c) — &, f(c) + €[ como deveria, para
algum 0, se f fosse continua em c. ]

Boletim da SPM 65, Outubro 2011, pp. 274601



MARIA CARVALHO e ALEXANDRE RODRIGUES 35

Em [I4] pode ler-se uma discussio sobre uma condigao necessaria e sufi-
ciente para que se verifique a propriedade do valor intermédio, e uma gene-
ralizagdo deste conceito.

3 Condicoes suficientes

No que se segue, recordaremos algumas consequéncias da continuidade
de uma funcdo definida num conexo. E, uma vez que a propriedade do valor
intermédio é condicdo necessaria mas nao suficiente para a continuidade de
uma fung¢ao definida num intervalo, procuraremos condi¢es adicionais sobre
a fungao (como a monotonia na secgdo anterior) que, com a propriedade do
valor intermédio, garantam a continuidade.

3.1 Fungodes continuas

Da seccao anterior, desconfiamos que a conexidade da imagem de uma
funcgdo e a propriedade do valor intermédio devem estar relacionadas. De
facto assim é.

Proposicao 3.1 Seja K um conjunto conexo e f uma fungdo continua de-
finida em K. Entao f(K)={f(z):2z € K} é conexo.

Prova: Sejam U e V dois abertos disjuntos de f(K) tais que f(K) =UUV.
Como f é continua, os conjuntos A = f~1(U) e B = f~1(V) sdo abertos;
além disso, sdo disjuntos porque U e V o sdo; e K = A U B, uma vez que
a unido de U e V é a imagem de f. Mas, como K é conexo, devemos ter
A =10, caso em que U = (), ou B = () e portanto V = ). O que significa que
f(K) é conexo. n

Em particular, como os conexos de R sdo os intervalos, podemos con-
cluir, por exemplo, que ndo existe fun¢do continua f : R — R que leve os
nudmeros racionais em irracionais e os irracionais em racionais. A lista de
consequéncias deste resultado é extensa; vejamos uma amostra, de demons-
tracao imediata.

Corolario 3.2 Sejam I um intervalo de R e f: I — R uma funcdo conti-
nua.

1. Dados a < b em I e yy um elemento do intervalo de extremos f(a) e
f(b), existe xg € [a,b] tal que f(zo) = yo.
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36 PROPRIEDADE DO VALOR INTERMEDIO VS. CONTINUIDADE

2. Sexy,x9, -+ ,x, sdo elementos de I, entdo existe t € I tal que f(t) =
fle)+f(@2)t+f(zn)

n

3. Se existem a < b em I tais que f(a) <0 < f(b), entdo f tem um zero
em |a, b|.

4. Se f € um polindmio de grau impar, entio a equagio f(x) = 0 tem
uma solugdo em R.

5. Se f ¢ injectiva, entdo € estritamente mondtonall

6. Ndo existe um natural n par tal que f toma cada valor da imagem
exactamente n vezes

O exemplo 1 mostra que a conexao do grafico de uma funcdo definida
num intervalo ndo basta para a continuidade. O grafico desse exemplo,
apesar de conexo, ndao s6 nao é conexo por caminhos como néo é fechado. E
estes dois defeitos tém origem na descontinuidade em 0.

Proposigao 3.3 Seja f : I — R uma fungdo continua num intervalo fe-
chado I. Entdo o grifico de f é um fechado de R2.

Prova: Seja (zn, f(2,)),cn uma sucessao de elementos do grafico de f con-
vergente para (c,d) € R?. Entao (Tn)pen converge para c e, como [ ¢ fe-
chado, ¢ € I, logo f ¢é continua em c. E, portanto, a sucessao (f(zn)),cn
converge para f(c). Como o limite é tinico, d = f(c) e o par (c,d) pertence
ao grafico de f ]

Podemos agora traduzir matematicamente a nocao intuitiva de continui-
dade, a que corresponde a possibilidade de percorrer o grafico da fungao sem
levantar o lapis.

Teorema 3.4 Seja f : I — R uma funcdo definida num intervalo fechado
1. Entdo f € continua se e s6 se o grdfico de f € conexo por caminhos.

4De facto, f é um homeomorfismo entre I e o intervalo imagem de f.

5Mas pode acontecer, como no exemplo flz) = z%, x € R, que exista n par tal que
cada elemento da imagem é atingido ndo mais de n vezes. Em geral, existe uma fungdo
continua de um intervalo em R que atinge cada valor da imagem exactamente n vezes se
e s6 se n é impar. Detalhes em [25] e [26].

60 reciproco deste enunciado é falso, como mostra a fungio g : R — R tal que g(z) = i
se x #0e g(0) =0.
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Prova: Suponhamos que f ¢é continua em I e designemos por G; o gra-
fico de f. Sejam (xo, f(x0)) e (21, f(x1)) dois elementos de Gy com
g < x1 e considere-se o caminho « : [0,1] — Gy definido por a(t) =
(xo + t(x1 — o), f(xo + t(x1 — 20))). A fungdo « é continua porque f o é,
e liga, dentro de Gy, os dois pontos.

Reciprocamente, suponhamos que o grafico de f é conexo por caminhos.
O lema que se segue prova que, para f ser continua, é suficiente que o seu
grafico seja fechado.

Lema 3.5 Seja I um intervalo fechado e f : I — R uma funcao cujo grdfico
¢ um fechado de R%. Entdo as afirmagdes sequintes sio equivalentes:

1. f € continua.
2. f tem a propriedade do valor intermédio.
3. O grdfico de | € conexo.

Prova: J4 vimos que (1) = (2), (3). Verifiquemos agora que, sendo o grafico
fechado, (2) implica (1) e que, mesmo sem se supor que o grafico é fechado,
(3) implica (2).

(2) = (1): Suponhamos que f tem a propriedade do valor intermédio mas
nao é continua num ponto ¢ € I. Entao, para algum € > 0, existe uma
sucessao (), cy convergente para c tal que

VneN f(x,) > f(c)+e ou VneN f(x,) < f(c) —e.

Prossigamos com a primeira alternativa, sendo o argumento analogo se valer
a segunda. Pela propriedade do valor intermédio, para cada n € N, existe
zp, entre ¢ e x, tal que f(z,) = f(c) +e. E, portanto, a sucessao do gréfico
de f definida por (zn, f(2n)),en converge para (c, f(c)+¢) que nao pertence
ao grafico de f, contrariando a hipdtese de o grafico de f ser um fechado de
R2.

(3) = (2): Admitamos agora que o grafico de f é conexo e consideremos y
entre duas imagens distintas de f, digamos f(a) e f(b), sendo a < b.

Lema 3.6 2 = {(z, f(2)) : a < 2 < b} é um conezo de R?.

Prova: Se assim nao fosse, existiriam conjuntos A e B ndo-vazios, disjuntos,
fechados de 2 tais que 2l = AU B. Entéo o gréfico de f seria a unido disjunta
dos quatro conjuntos seguintes

{(z, f(x)):xz<a}, A, B, {(z, f(x)):xz>0b}

e terlamos uma destas alternativas:
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o (a,f(a)) € Ae (b, f(b) € B.
Neste caso em que o grafico de f seria a unido disjunta dos fechados
nao vazios {(z, f(z)) : z < a} U Ae B U {(z, f(z)) : z > b}, o que
contradiria a hipétese de o grafico ser conexo.

Dualmente, se (a, f(a)) € B e (b, f(b)) € A, o argumento é idéntico.
e (a,f(a)) e (b, f(b)) estdo ambos em A.

Entéo o grafico de f seria a unido disjunta dos fechados néo vazios B
e AU {(z, f(x)) : ¢ [a,b]}, o que ndo é compativel com a conexao

do gréfico de f.

Se (a, f(a)) e (b, f(b)) estdo ambos em B, a prova faz-se de modo
analogo, com A no lugar de B. [

Finalmente, se y ndo pertencesse & imagem de f restrita ao intervalo
[a,b], entdo {(x,f(x)) :a < x <be f(z) < y}e{(z,f(z)) :a <ax <
be f(x) > y} seriam subconjuntos disjuntos, nao-vazios (a pertence a um
deles e b ao outro) e fechados do grafico de f|(5 cuja unido é . ]

Terminemos a prova de que, sendo conexo por caminhos, o grafico
de f também ¢ fechado. Seja (zn, f(24)),cn Uma sucessdo de Gy con-
vergente para um ponto (¢,d). Como I é fechado, ¢ € I; queremos
provar que d = f(c). De (2, f(%n)),en Podemos retirar subsucessao
(Tny,, f(%n,))pen estritamente mondtona (crescente, digamos). Por hipé-
tese, para cada k, existe um caminho 7 dentro de G¢ que liga (2, , f(zn,))
a (¢, f(c)). Como a sucessao (xn, )keN € crescente e f é uma fungao, devemos
ter Imagem (yx+1) C Imagem (7%), ou seja, podemos definir um caminho
5 [0,1] = Gy que liga (2n,, f(n)) & (¢ F(c)) e passa por (zg, f(zn,))
para todo o k. E, portanto, (¢, d) estd na aderéncia da imagem de 7;. Mas,
como 71 é fungdo continua definida num compacto, a imagem de v; é um
fechado de Gy. Em particular, isto implica que (c, d) pertence ao gréfico de

g n

Uma funcao f : R — R ¢é aditiva se, para todo o x,y € R, se tem
flx+y) = f(z)+ f(y). Uma tal fungdo ou é continua em todos os pontos
ou descontinua em todo o dominio. Isso tem a ver com o facto de ser uma
aplicacao linear do espaco vectorial R sobre o corpo dos racionais, o que
implica que, sendo continua num ponto, existe A € R tal que é(:ﬂ) = Az,
para todo o x € R. Usando uma base deste espaco vectoriall, digamos

"Cada z € R é combinacio linear finita, com coeficientes racionais, dos elementos desta
familia de vectores, e uma tal escrita é tnica.
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< a,B,7, - =, podemos construir fun¢des que mostram que a hipétese do
grafico ser fechado é essencial em algumas instancias do lema Nomea-
damente:

1. Existe uma funcao aditiva F' : R — R descontinua em todos os pontos,
nao limitada em nenhum intervalo nao degenerado, cujo grafico é denso
em R2, nio fechado e totalmente desconexo: basta indicar as imagens
dos elementos da base, que sdo F(a) = 1e F() = F(y) =--- = 0.
Deste modo, para cada * = aax + b 4+ ¢y + - - -, temos F(x) = a, logo
a imagem de F' é Q e, portanto, F' ndo tem a propriedade do valor
intermédio.

2. Existe uma funcdo aditiva G : R — R descontinua em todos os pontos
cujo grafico é um conexo de R? que intersecta cada intervalo aberto
horizontal de R?, e portanto G tem a propriedade do valor intermé-
dio. A construcao ¢é feita com uma base de Hamel, tal como no item
anterior para gerar F', e familias ordenadas de conjuntos perfeitos de
R? (detalhes em [15]).

3. Existe uma fungdo H : R — R descontinua em todo o dominio, com
a propriedade do valor intermédio mas cujo grafico ndo é conexo: se-
guindo [6], consideremos a circunferéncia S centrada em (0, 0) de raio
1 e defina~se H(z) = G(z) se G(z) ¢ Se H(z) = G(z)+3 se G(z) € C.
Deste modo, nao se destréi o facto de o grafico de G intersectar cada
intervalo aberto horizontal de R?, logo H tem a propriedade do valor
intermédio, mas o grafico de H tem pontos interiores e exteriores a &
embora ndo em S.

3.2 Fungodes primitivaveis
A derivada de uma func¢do pode nao ser continua, como mostra o exemplo
22 sin (l) se ze€R\ {0}
g(x) = v
0 se z=0

Contudo, as descontinuidades da derivada de uma funcdo néao sdo de qual-
quer tipo e, se definida num intervalo, ndo podem ocorrer em todos os pon-
tos. Por exemplo, a fun¢éo definida em R por

1 se x<0
flx)=4¢ 0 se =0
-1 se >0
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nao é a derivada de nenhuma funcdo em R. O que hé de especial numa
derivada é que ela pode ser representada como o limite pontual de uma
sucessao de fungoes continuas. De facto, se f : J — R é uma funcéo derivavel
num intervalo aberto J, entdo, para cada x € J, temos

r+1) - f(z
f'(x):limf( +n) it )

n=—oo 1
n

Por isso, o conjunto de pontos onde f’ é descontinua é topologicamente
pequeno: em [2I], pode ler-se uma prova de que o limite pontual de uma
sucessao de fungdes continuas é uma fungao continua excepto num conjunto
de primeira categorlaﬁ Em particular, porque J é um espaco de Baire [29],
o conjunto dos pontos de continuidade de f’ é denso em J. Além disso,
como provou Darboux em [9]:

Proposicao 3.7 f':J — R tem a propriedade do valor intermédio.

Prova: [20] Fixemos a < bem J e zy € |f'(a), f'(b)[; procuramos z¢ € Ja, b|
tal que f’(xg) = 2z9. Consideremos as fungoes continuas definidas por

| f(a) se t=a ] f) se t=10
Jalt) = { SNzt se t#a ¢ )= { 7f(t%:,{(b) se t#b

t—a

Note-se que fqo(a) = f'(a), fo(b) = f'(b) e que f,(b) = fp(a). Como
20 € |f'(a), f/(b)[=]fa(a), fo(b)[, pelo menos uma das seguintes afirmagoes
é valida:

1. 2 estd entre fy(a) e fu(b).

Neste caso, como f, é continua no intervalo [a, b], existe t € |a,b[ tal

que
f) — fla)

t—a

20 = fa(t) =
Por outro lado, pelo Teorema de Lagrange, existe xg € |a, b] tal que

O —5@

t—a

2. zp estd entre fy(a) e fp(b).

Prosseguimos como no caso anterior, usando f, em vez de f,. [

8Um conjunto diz-se de primeira categoria se for uma unido numerdvel de conjuntos
fechados de interior vazio. Recorde-se que um conjunto tem interior vazio se e sé se o seu
complementar é denso.
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4 Operacgoes com funcgoes

Como sabemos, a soma, produto e composicao de fungdes preservam a
continuidade dos factores e portanto, se a propriedade do valor intermédio
vem assegurada pela continuidade, ndo se perde quando efectuamos estas
operagoes. Além disso, da Proposi¢ao B.7 e da igualdade (f +g) = f'+ ¢/,
decorre imediatamente que, se f, g : J — R sdo duas func¢des derivaveis num
intervalo aberto J, entao f’ + ¢’ tem a propriedade do valor intermédio.
Mais: se I e J sdo intervalos, f : J — R e g : I — J fungdes com a
propriedade do valor intermédio, entao a composta fog: I — R herda essa
propriedade. De facto, dados a < b de I, seja d um elemento do intervalo de
extremos f(g(a)) e f(g(b)); como f tem a propriedade do valor intermédio,
existe z no subintervalo de J com extremos g(a) e g(b) tal que f(z) = d;
e, como g tem a mesma propriedade, existe ¢ € [a,b] tal que g(c) = z; logo
flg(c) = d.

Contudo, em geral, a propriedade do valor intermédio nao é preservada
pelas operagoes algébricas usuais entre fungoes. Por exemplo, as aplicagoes
f, g e h de dominio R dadas por

f(x):{sin(%) se :Uy_é() g(m):{sin(%) se T#0

0 se =0 1 se =0

-1 se =0

h(x):{sin<%) se z#0

verificam a propriedade do valor intermédio mas f —g e g X h niol E,
pois, natural perguntar se a soma de uma func¢do continua com uma funcao
que verifica a propriedade do valor intermédio herda esta propriedade. A
resposta estd no préximo exemplo.

4.1 Exemplo de Neuser e Wayment

No texto [I8], os autores construiram duas fungdes definidas em [0, 1],
digamos f continua e g com a propriedade do valor intermédio, tais que
f + g ndo satisfaz esta propriedade. Usaram de modo essencial a nocao de
conjunto ternario de Cantor; relembremos, por isso, sucintamente alguns
aspectos essenciais deste subconjunto de [0, 1].

90 que indica que, apesar de verificarem a propriedade do valor intermédio, alguma
das fungdes f, g ou h néo é a derivada de nenhuma funcéo em R.
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4.1.1 Escrita na base p

Seja p € N\{1}. Para cada = €]0, 1], existe uma sucessao (an)nen de

ndimeros inteiros de {0,--- ,p — 1} tal que
+o0
Qnp
3
n=1 p

Esta soma reescreve-se x = 0.ajaz - - -(,) e designa-se representagao de x na
base p. Se x é fracgao irredutivel 7 e o denominador s6 tem factores primos
comuns & base, entdo a sucessdo (an)neN ndo é unica: de facto, ha exacta-
mente duas, uma quase constante e igual a zer@, que chamaremos represen-
tacdo finita, e outra quase constante e igual a p — 1, que se diz representacao
infinita periédica de periodo p— 1. Todos os outros reais tém representagoes
tnicas na base p. Por exemplo, se p = 10, % = 0.2¢10) = 0.1§(10); se p =25,
% = 0.15) = 0.045); se p = 3, % = 0.0121(3y. Reciprocamente, se (an)neN ¢
uma sucessao de inteiros de {0,1,--- ,p—1}, entdo a série 37> ;—2
para um (nico) ntmero real de [0, 1]. Se (an)nen nao é identicamente nula
e algum dos seus termos ¢ distinto de p — 1, o limite estd em ]0,1[. (Mais
detalhes em [19]).

converge

4.1.2 Conjunto ternario de Cantor

Para obter o conjunto ternario de Cantor, comegamos por remover do
intervalo [0, 1] o ter¢o médio ]%, %[, depois, do que sobra, excluimos de novo
o ter¢o médio, isto é, retiramos os subintervalos ]%, %[ e ]g, %[; e assim su-
cessivamente. Note-se que, apesar de tantas exclusdes, o conjunto C que
resta no final é ndo vazio: por exemplo, 0 e % nao sao retirados em nenhuma
etapa. Por ser intersec¢do numeravel de fechados do compacto [0,1], C é
compacto. E tem medida zero uma vez que a soma total dos comprimentos
dos intervalos excluidos é %%—2 X %+4>< 2l7—|—- S 2 3,1%%—- -+=1. Logo C
nao contém nenhum intervalo ndo degenerado e, por isso, tem interior vazio
e & totalmente desconexdUl. Apesar disso, é um conjunto perfeito (todo o
seu elemento é ponto de acumulagéo) e infinito ndo numeravel. Além disso,

tem uma descricdo aritmética de vasto uso: é o conjunto de todos os nu-

YUma sucessio é quase constante e igual a w se os seus termos sdo iguais a w a partir
de uma certa ordem.
11 : 4 .
Um conjunto D é totalmente desconezo se, para qualquer ponto P € D, o maior
subconjunto conexo de D que o contém é {P}.
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meros reais de [0, 1] que admitem uma (e uma S(’) representagdo na base
3 onde s6 figuram os digitos 0 e 2. Por exemplo, ficamos assim a saber
imediatamente que % = 0.0_2(3) estd em C.

4.1.3 A escada do diabo

Sejam = € C e (an)neN @ sua representacdo na base 3 s6 com os di-
gitos 0 e 2. Defina-se f(x) = 0.biba by ---(2), onde a sucessdo (bn)neN
tem termo geral igual a b, = %. Note-se que, estando a,, em {0,2}, os
nimeros b, pertencem a {0,1} e 0.b1bg--- by, -+ pode ser entendida como
uma representagao na base 2. Temos assim uma funcao f : C — [0,1] que é
sobrejectiva: dado y € [0, 1] escrito na base 2 como y = 0.a1ag -+ ay, - - “(2) O
real z = 0.cico--- ¢ - - “(3)s onde ¢, = 2 X b, para todo o n € N, representa
um elemento de C tal que f(x) =y. O que indica que C nao é numeravel.

Se = ¢ C, denote-se por I, o maior intervalo aberto de (0,1) tal que
zel,el,NC = (7) Os extremos de [, sdo dois nimeros reais da forma
35, com r,s € N e r < 3% que pertencem a C e tém a mesma imagem
por f. O que nos permite estender f a I, mantendo a monotonia de f na
aderéncia de I,: a extensao é constante e igual ao valor de f num qualquer
dos extremos de I,. Por exemplo:

o f(3)=/(0.13) = f(0.023) = 0.0I(5) = 0.1(2) = 3.
o f(2)= {(0.2(3)) =0.1() = &, ¢ a extensdo de f a ], 2[ ¢ constante e
1

o f(3z) = f(0.01(3)) = f(0.002(3)) = 0.001(3) = 0.01 ()

. f(3%) = f(0.02(3)) = 0.0l = %, e a extensédo de f a]%,
igual %.

igual a

oo R

[ é constante,

Ou seja, a extensdo da fungdo f a [0, 1], que designamos por F, é cons-
tante em cada componente conex do complementar de C em [0,1]. E,
portanto, F'(x) = 0 num subconjunto denso de [0, 1], mas, apesar disso,
F nao é constante. A razao estd no facto de o complementar de C ser um

12H4 elementos de C com mais do que uma escrita na base 3, como é o caso de % =
0.13) = 0405(3); contudo, cada um deles s6 tem uma representacdo onde ndo aparece o
digito 1.

13Existe um tal maior intervalo. Porqué?

“Uma componente coneza de um conjunto de R™ é um seu subconjunto conexo que é
maximal para a relagdo de inclusdo.
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conjunto também grande: de facto, pela Proposi¢ao 3.7, se uma funcao é de-
rivavel num intervalo e tem derivada nula no complementar de um conjunto
numeravel, entao é constante.

Lema 4.1 F:[0,1] — [0, 1] é sobrejectiva, crescente e continua.

Prova: A sobrejectividade ja era valida, como vimos, para F' restrita a
C. Quanto a monotonia, comecemos por verificar que F' é crescente em C.
Fixemos dois elementos a < b de C, sendo a = 0.ajas - - ‘(3) € b=0.b1by - - “3)
as suas (dnicas) representagoes na base 3 s6 com os digitos 0 e 2. Uma vez
que a # b, podemos considerar o min{i € N : a; # b;}, que denotamos por
N. Em particular, devemos ter ay = 0 e by = 2. Entéo:

e se 1 < N, os termos de indice ¢ das representacoes binarias correspon-
dentes de f(a) e f(b) sdo iguais;

e 0s N-ésimos termos dessas representagoes bindrias de f(a) e f(b) sdo
0 e 1, respectivamente.

De onde se conclui que f(a) < f(b). Se a (ou b) ndo pertence a C, uma vez
que a fungdo F é constante em I, (ou I), repetimos o argumento anterior
para os pontos extremos de I, (ou Ip), que pertencem a C. Logo F'(a) < F(b).

Finalmente, como F' é uma fun¢do monotona (crescente), as desconti-
nuidades que poderia ter seriam de tipo salto. Se ¢ fosse um tal ponto de
descontinuidade, entdo, do intervalo |lim,_,.- F(z),lim,_,.+ F(x)[, s6 F(c)
estaria na imagem de F, o que contradiria a sobrejectividade desta fun-

an [ |

Observagao 4.1 Dados a < b, é possivel repetir a construgio de C em [a,b].
E também se pode definir uma fungio andloga a F' com dominio [a,b]: basta
compor F' com a aplicagio T : [a,b] — [0,1] dada por T'(z) = =2

~ b—a-

4.1.4 Construcgao de g

Considere-se o conjunto ternario de Cantor em [0, 1], que designamos por
Ci1. No intervalo de maior amplitude contido em [0, 1] que ndo intersecta
C11, isto é, ]%, %[, constroi-se um novo conjunto de Cantor Co1, nos mesmos
moldes do primeiro, removendo sucessivamente os tercos médios. Em cada

15H4 mais informacdes relevantes sobre este tipo de fungées em 22].
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[0} (i)

Figura 4: (i): Construgdo de C. (ii): Escada do diabo

um dos trés intervalos de maior amplitude contidos em [0, 1]\ UZ_; C;1, isto
6, 15,21, 13, 2[ e 1%, 8], construfmos um novo conjunto ternério de Cantor
Cs;, para cada j € {1,2,3}, e assim sucessivamente.

De seguida, para cada conjunto de Cantor ternério C,x, consideremos
uma fungao gk : Cpr — [0,1] continua, crescente e sobrejectiva, idéntica a

da seccao LT3l A funcdo g que procuramos é dada por:

_ gnk(x) se T € an
9(x) = { 0 se x€[0,1\ U;; Cij

Note-se que, qualquer subintervalo ]a, b[ de [0, 1] contém um conjunto de
Cantor C;; — logo a unido U; ;C;; é densa em [0,1] — e que g(C;;) = [0, 1].
Por isso, g verifica a propriedade do valor intermédio mas nao é continua
em nenhum ponto.

Desta construcao, resulta ainda que:

Corolario 4.2 Para toda a fungio H : [0,1] — R, existe G : [0,1] — R
com a propriedade do valor intermédio e descontinua em todo o dominio
diferindo de H apenas num conjunto de medida nula.

Prova: Considere-se a familia de conjuntos de Cantor (C;j), jen € a funcao
g definidas anteriormente. Seja G : [0,1] — R a fungao

G(m) _ { g(m) se x &€ Ui,jCij

H(x) caso contrario.

Naturalmente, em vez de [0,1], podemos considerar fungoes definidas
noutro intervalo [a, b] ndo degenerado — veja-se a observagao A1 ]
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4.1.5 Construgao de f

Uma vez que a aplicagdo g11 € continua em Cy1, fixado €1 < %, existe uma
familia finita de intervalos abertos de [0, 1], digamos A1 = {A1i}ic(i,. i}
tal que:

LVi£je{l,....,kh} AunNA;=0.
2. Vi e {1,...,/471} Ci11 C U;Aq;.
3. VivVa,y € Ay g11(z) —g11(y)| <e1 < %

Seja B; a subfamilia de intervalos abertos de A; que intersectam
gﬁl({%}). Defina-se a aplicagao f1 : U;A1; — [0, 1] por:

€1 se x pertence a algum elemento de B;
hi@) = { 0 se x € U;A1; mas ndo a unido dos elementos de Bj.

Por exemplo, f1(0) = 0 uma vez que, pela escolha de g1 < % e a proprie-
dade (3) acima, 0 néo pertence a nenhum elemento de Bj; pelo contrario,
fl(é) = ¢1. Como os abertos Aj; tém aderéncias disjuntas, a funcio f; é
continua e pode estender-se continuamente a [0,1] de modo que seja nao
negativa e max,¢(o1) |f1(z)| < €1, extensdo que, para simplificar a notacio,
continuaremos a chamar fi.

Da propriedade (3), deduz-se que, se x € C1; pertence a algum elemento
de B; (onde, por definigdo de By, existe zy tal que g11(z0) = %), entao

1911 (20)| = [g11(2)] < |g11(2) — g11(20)| < €1

e portanto, tendo em conta que g;; é funcdo nao negativa, g11(z) > % —€1.
Logo

(fi+9)(@) = (i + g11)() > ;

Além disso, se x € C11; mas nao estd em nenhum elemento de Bj, entdo
(fi +9)(x) = fi + gu(z) = gu(z) e gn(z) # 3, logo também temos (f1 +
9)(z) # 3. Daqui resulta que §; = mingec,, [ — (fi + g)(z)| > 0. E, como
g11 é crescente e os elementos da familia By sdo abertos, o conjunto g;;' ({3})
L mas maior que % — €1, e portanto

contém pontos com imagem menor que 5

temos 07 < £1. Em resumo:
e f1+ g1 é continua em Cy;.

evVzeln (fi+g)(x)#s
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e 0 < <er.

Considere-se agora &9 < g—é < 3—13 Como anteriormente, dado que a

aplicagdo f1 + go1 é continua em Ca1, existe uma familia finita de intervalos
abertos de [0, 1], digamos Az = {A2;}ic(i,.. iy}, tal que:

L Vi£je{l,...,ka} AynAy=0.
2. Vi e {1,...,k2} Co1 C U; Ay,
3. ViVa,y € Ay € Az |(f1 +g21)(x) — (f1 +921) (W) < e2 < 3—%-

Seja Bs a subfamilia de intervalos abertos de Ay que intersectam (f; +
921) "1 ({2}). Considere-se a aplicacdo

Folz) = €2 se x pertence a algum elemento de Bs
2 10 se x € Ay mas ndo a unido de elementos de Bs.

De novo, a funcdo f é continua, pode estender-se continuamente a [0, 1] de
modo que seja ndo negativa e max,¢(o1] |(f1+ f2)(z)| < €1+ 2. Além disso,
se o € Cyy pertence a algum elemento de Bo, entdo (fi + g)(z) > 1 — e,
de onde se conclui que (fi + f2 + g)(z) > 3. E, se z € C; néo estd em
nenhum elemento de Bs, entdo (f1 + f2 + g)(z) = (f1 + g)(x), e j& vimos

que (f1 +g)(x) # %, logo também temos (f1 + fo + g)(x) # % Ou seja:
e f1+ fo+ g1 é continua em Co.
eVzely (fit+fotg)(z)#3.

® )y = mingec,, ‘% - (fl + fa —i—g)(m)\ € ]0782['

Prosseguindo deste modo, para cada natural i e escolha de g; < 5321 <

3,.%, construimos fungdo f; continua, ndo negativa, definida em [0, 1] e tal

que:
L Vi maxgepq [(fr+ fo+ 4 fi)(@)] < Shey €k
2. Vi,j fi+ fo+---+ fi+ gij é continua em Cj.
3.Vi,j VeeCy (fi+fot -+ fi+g)l)#1i
4.6 =mingee,, |5 — (fi+ fa+ -+ fi + 9)(@)] €]0,&].

Juntemos agora toda esta informagao.
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Proposigdo 4.3 Para cada x € [0,1], seja f(x) = S5 fi(x). Entdo:
e f € continua em [0,1];
e f+ g ndo tem a propriedade do valor intermédio.

Prova: A continuidade de f resulta do critério de Weierstrass [25] que ga-
rante que 1 7 fi converge uniformemente: para todo o x € [0, 1], tem-se
|fi(x)] <eje, pela escolha dos valores dos ¢;s, a série 1% &; converge. Para
concluir, bastara verificar que, para qualquer = € [0, 1], se tem (f+g)(z) # %,
uma vez que (f 4+ ¢)(0) =0e (f+g)(1) = 1. Ora, se x ¢ U;;C;;, entdo
gz)=0e f(z) <3 e <1 logo (f +9)(z) # 3. Se x € Uj;Cij, note-se
que a sucessao (6,)n, € N é estritamente decrescente e que

1 1 J
T I | D >i IERE) R Sy 6
i=1 i=j+1
1 J
>5[ 2] @ +9(@)] + Z filz
i=1 i=j+1
Z35~ Y ofi| (= - Y filz)
i=1 i=j+1
+o00
> 5]' - Z fz > 5 - Z &
i=j+1 1=j+1
“+o0o “+o0o
O; d;
> 6 — — 2
- Z 32 =0 Z 3
i=j+1 i=j+1
=1 5 6
20j=0 2 5 20-5=5>0,
i=j+1
o que garante que (f + g)(z) # & para todo o z. [ |

Tal como acontece com a continuidade, uma perturbacido pequena de
uma func¢ao com a propriedade do valor intermédio pode perdé-lal¥. Analo-
gamente, o limite pontual de fungdes com a propriedade do valor intermédio
pode néo satisfazer esta proprledad. Contudo, do exemplo de Neuser e
Wayment podemos concluir que, ao contrario da continuidade:

18 Considere-se, por exemplo, a funcdo L : R — R identicamente nula, € > 0 arbitrari-
amente pequeno e a perturbacdo M de L dada por M(z) =0, se x < 0 e M(x) =€, se
z > 0.

17Como indica a sucessio H, : [0,1] — [0, 1] tal que H,(z) = ™.
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Corolario 4.4 A propriedade do valor intermédio ndo é preservada pelo
limite uniforme.

De facto, a sucessao de funcoes ((Zznzl fi)+ g) y converge uniforme-
ne

mente para f + g, mas o limite ndo herda a propriedade do valor intermédio
de cada termo da sucessao.

5 Aplicagoes

5.1 Existéncia de pontos fixos

Dada funcdo f real e de variavel real, as abcissas dos pontos de inter-
seccao do grafico de f com a recta de equacdo cartesiana y = x dizem-se
pontos fizos de f. Tais abcissas sao solugoes da equacao f(x) = x, ou seja,
zeros da funcdo g(z) = f(x) — x. Se for possivel compor f consigo mesma
k vezes, obtemos funcdo, que denotaremos por f*, cujos pontos fixos, se
existirem, sdo designados pontos periédicos de f de perfodo k. Se f*(z) =z
e fI(z) # x para todo o j € {1,2,--- ,k — 1}, diremos que z é periédico de
periodo minimo k.

Apesar de nem sempre ser possivel exibi-lo explicitamente, hé condi¢oes
sobre f e o seu dominio que, com o Corolario B.2] garantem que uma fungdo
continua tem um ponto fixo.

Teorema 5.1 Sejam I um intervalo fechado e limitado e f : I — R uma
fungio continua tal que f(I) 2 I ou f(I) C I. Entdao f tem um ponto fizo.

0] (ii)

Figura 5: (i): f([a,b]) 2 [a,b]. (ii): f([a,b]) C [a,b].
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Prova: Suponhamos que I = [a,b] e que f([a,b]) 2 [a,b]. Entdo existem
xo > aexy <btais que f(zg) < ae f(xy) > b Considere-se a aplicacao
continua de dominio [a,b] definida por g(x) = f(z) — . Uma vez que
g(xo) = f(wo) —x0 < a—x0 < 0eg(xr) = f(w) —ax1 > b—x1 >0,
sabemos que g tem pelo menos um zero, que é um ponto fixo de f. Se
f([a,b]) C [a,b], deduzimos que f(a) > a e f(b) < b e que a aplicacdo g
verifica as desigualdades g(a) = f(a) —a > 0 e g(b) = f(b) — b < 0, logo
anula-se em [a, b] |

A hipétese sobre a inclusdao de f(I) em I pode ser substituida por outra
que, embora possa ser dificil de testar, é potencialmente mais interessante.

Corolario 5.2 Sejam J um intervalo e f : J — R uma funcdo continua que
tem um ponto periédico de periodo minimo k > 1. Entdo f tem um ponto

fizo.

Prova: Designemos por zg o ponto periédico de periodo minimo &k de f e
considere-se o conjunto S = {yo, Y1, -+ ,Yk—1}, €m que os elementos estao
ordenados por ordem crescente e, para cada i, existe um j € {0,1,...,k—1}
tal que y; = fJ(xg). Como k > 1, o cardinal de S é maior ou igual a dois
e portanto f(yo) > yo € f(yk—1) < yr—1. Seja m o maior indice i tal que
f(yi) > yi. Sabemos que m > 0, m < k—1 e que, se j > m, entao f(y;) < y;.
Considere-se o intervalo I = [y, Ym+1]. Tem-se f(ym) > Ym, 0 que implica
que f(Ym) > Ym+1. Analogamente, f(Ym+1) < Ym+1, 0 que, com a hiptese
k > 1, indica que f(Ym+1) < yYm. Logo f(I) C I e portanto f tem um ponto
fixo. [

Note-se que:

1. Nesta demonstracao, nao bastam a conexao do dominio e a continui-
dade da funcdo: é essencial a possibilidade de ordenar os elementos
do dominio de f de um modo compativel com as operacoes algébricas.
Por exemplo, este enunciado ¢é falso para uma rotacdo de 90 graus na

circunferéncia unitaria.
2. Para a funcdo continua x € R\ {1} — 1L, todos os pontos do

dominio, que ndo é um intervalo, sdo periddicos de periodo 3.

Em [10], pode ler-se uma prova da seguinte generalizacao deste corolario:

80 teorema do ponto fixo de Brouwer generaliza este resultado, estabelecendo que
qualquer endomorfismo continuo de um disco fechado e limitado do plano tem um ponto

fizo.

Boletim da SPM 65, Outubro 2011, pp. 27{60]



MARIA CARVALHO e ALEXANDRE RODRIGUES 51

Teorema 5.3 (Sarkovsky, 1964) Seja f : I — R uma fungio continua
num intervalo com um ponto periddico de periodo 3. Entdo f tem pontos
periodicos de todos os periodos.

De facto, Sarkovsky [24] provou mais: existe uma ordem total nos nime-
ros naturais, <, distinta da ordem usual, tal que, se p<q e f tem um ponto
periédico de periodo minimo p, entdo tem um ponto periddico de periodo
minimo ¢. Nessa ordem, 3<n <1, para todo o n € N. (Detalhes em [3].)

5.2 Mundo antipoda

No plano euclidiano, considere-se uma circunferéncia C de raio positivo
r. Dado P € C, designe-se por P* o ponto de C diametralmente oposto a
P, e por PP* o arco de C de extremos P e P* percorrido em sentido anti-
horario. Note-se que (P*)* = P. Dizemos que uma fungdo f : C — R é
anti-simétrica se f(P*) = —f(P), para todo o P € C.

Admitindo que a fungdo temperatura na Terra varia continuamente com
o lugar, o que é plausivel, podemos concluir, usando a propriedade do valor
intermédio, que, em cada instante, existem dois pontos antipodas com a
mesma temperatura; coincidéncia que resulta do seguinte resultado:

Teorema 5.4 (Borsuk-Ulam I) Se f : C — R é uma funcgio continua,
entdo existe um par de pontos diametralmente opostos que tém a mesma
imagem.

Prova: Consideremos a fungéo anti-simétrica g : C — R definida por
g(X) = f(X) — f(X™). g é continua uma vez que f e a aplicagdo X — X*
o0 sdo. Procuramos R € C tal que g(R) = 0. Fixemos P € C. Se g(P) =0,
entdo R = P serve. Caso contrario, g(P*) e g(P) tém sinais contrérios,
uma vez que g é anti-simétrica. Além disso, cada arco PDP* ¢ essencialmente
um intervalo, isto é, existe um homeomorfismo § : PP+ — [0,1] tal que
S(P)=0e F(P*)=1. O lema que se segue completa a prova. [ |

Lema 5.5 Se h: f/\ﬁ* — R é uma fungdo continua tal que h(P)h(P*) < 0,
entdo existe R € PP* tal que h(R) = 0.

Prova: A funcio H = hoF ! é continua e estd definida num intervalo. Uma
vez que H(0) = hoF 1(0) = h(P) e H(1) = hoF (1) = h(P*) e dado que,
por hipétese, h(P)h(P*) < 0, temos H(0)H (1) < 0. Logo existe ¢ € ]0,1]
tal que H(c) = 0. O ponto R = F!(c) € PP* é 0 que se procurava. ]
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5.3 Bisseccao de uma area

A construcgao da funcao dread 6 um capitulo extenso e delicado da Ma-
temdtica que exige verificagbes cuidadosas de consisténcia axiomatica. Nao
sabemos qual é exactamente o seu dominio e, para alguns conjuntos men-
surdveis, nao conhecemos o seu valor, mas podemos provar algumas propri-
edades dela que se relacionam com a continuidade e a existéncia de valores
intermédios. No que se segue, utilizaremos apenas regioes planas tais que
qualquer recta que as intersecte divide-as em dois subconjuntos que também
tém &rea — e admitiremos como certo que, se a regido é um aberto, limitado
e conexo, isto é valido. Omitiremos algumas verificagoes, que se podem ler
na referéncia [§].

Teorema 5.6 (Borsuk-Ulam II) Dado um conjunto K aberto, limitado
e conexo do plano, existe uma recta que o divide em dois subconjuntos com
igual drea.

Prova: Cada recta vertical de equacdo cartesiana x = x¢ divide K em
dois subconjuntos, um a esquerda e outro a direita, que designaremos por
K% e Kg(’)’" Naturalmente pode acontecer que K57 = () ou K% = K.
Procuramos uma tal recta para a qual as dreas de K 37 e K%r sao iguais.
Seja o > 0 a area de K e considere-se a fungao f : R — ]Rar que a cada valor
de z¢ associa a area de Kg;?. Como K ¢ limitado, existe a tal que, para
todo o 2y < a, se tem f(xp) = 0, isto é, a recta vertical cujos pontos tém
abcissa igual a a estd a esquerda de K. De igual modo, existe b > a tal que,
para todo xg > b se tem f(xg) = a > 0, isto é, K estd todo a esquerda da
recta vertical x = b. Ao transladarmos a recta vertical de zg = a até g = b
(figura[6l(i)), a drea de Kg 7 cresce de 0 até o.. Além disso, f é sobrejectiva
porque a area da intersec¢do de K com cada recta é zero. Logo, como vimos,
f € continua. E, portanto, existe ¢ 6% b[ tal que f(c) = §, ou seja, a recta
vertical de equagdo x = ¢ bissecta K [

5.4 Bisseccao simultinea de duas areas

O leitor podera verificar que o argumento anterior prova de facto mais:
para toda a direccdo do plano, existe uma recta perpendicular a ela que

9Uma apresentagdo primorosa deste assunto pode ler-se em [17] ou [4].

20Qubstituindo rectas por planos, podemos generalizar este resultado para abertos limi-
tados e conexos de R3: dada uma recta em R3, existe um plano perpendicular & recta que
bissecta o conjunto.
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a ic bl xy 0

0] (i) (iii)

Figura 6: Bisseccao de areas

bissecta o conjunto K. Por isso, fixada uma recta que bissecte um conjunto,
se a rodarmos, poderemos ter a sorte de também bissectar o outro. E este o
guido que, beneficiando da accdo conjunta de translagoes e rotagdes, prova
o seguinte:

Teorema 5.7 (Borsuk-Ulam III-1) Sejam K e Ky dois abertos limita-
dos e conexos do plano tais que nenhum estd contido na regido delimitada
pelo outro. Entao existe uma recta que os bissecta simultaneamente.

Prova: Sejam a; e ap as areas de Ky e K5. Pelo teorema B.6] dada uma
direccao 6 do plano, existe uma recta 7y perpendicular a essa direc¢do que
bissecta K. Variemos agora 6 de modo que rg rode em sentido anti-horario
(figura6l(ii)) e considere-se a fungao g que a cada dngulo 6 associa a drea de
K37, o subconjunto de K> que estd a esquerda de 75. Como K3 é limitado e
nenhum dos conjuntos esta contido na regiao delimitada pelo outro, existem
angulos 6, < 6, tais que g(fy) = ae e g(61) = 0. Como ¢ é continua, existe
um angulo 0y tal que g(6p) = %. E, para esse angulo, a recta rg, que, por
definicao, bissecta K1, também bissecta Ky (figura [Bl(iii)). |

Poderiamos ter seguido outro argumento, usando o teorema [5.4] com a
vantagem de nao precisarmos da condi¢do sobre a disposicdo no plano dos
conjuntos K1 e Ko, provando-se assim que:

Teorema 5.8 (Borsuk-Ulam ITI-2) Dados dois conjuntos Ky e Ko aber-
tos, limitados e conexos do plano, existe uma recta que os bissecta simulta-
neamente.

Prova: Uma vez que K; e K5 sdo conjuntos limitados, podemos considerar
uma, circunferéncia C de centro O que delimita K7 U K5. Definam-se, para
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cada ponto P de C e para i € {1,2}, o ponto X; de intersecgdo da recta PP*
com a recta que bissecta K; e é perpendicular a direccdo PP*. Seja g; a
funcao que a cada P € C associa a distancia orientada [2] de X; a O (figura

[T(ii)).

U] (i)

Figura 7

A aplicagdo h dada por h(P) = ¢1(P) — g2(P) é continua, logo, pelo
teorema [£.4] existe R € C tal que h(R) = h(R*). Por outro lado, como h é
anti-simétrica, para um tal R temos h(R) = —h(R*), e portanto h(R) = 0.
Ou seja, existe uma recta em R? perpendicular & direccdo PP* que bissecta
os dois conjuntos simultaneamente. [

5.5 Bissec¢ao simultanea de trés volumes

A demonstracdo anterior admite uma generalizacio para R3, onde a
circunferéncia é substituida por S2, a superficie esférica de dimenséo 2, e a
troca de sinal pelos sentidos opostos de vectores convenientemente escolhidos
em pontos diametralmente opostos.

Teorema 5.9 (Borsuk Ulam IV) Dados trés subconjuntos Ki, Ko e Ks
abertos, limitados e conexos de R3, existe um plano que os bissecta simulta-
neamente.

Prova: Consideremos uma superficie esférica S de centro em O que delimita
K, UK5UK3. Definam-se, para cada P de S e para i € {1,2,3}, o ponto X;
de interseccao da recta PP* com o plano que bissecta K; e é perpendicular

2! Orientada significa que, se X; estd entre P e O, entdo g:;(P) < 0.
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a PP*. Seja g; a fungdo que a cada P € § associa a distancia orientada de
X; a O. A aplicacao h definida por h(P) = (g1(P) — g2(P), g1(P) — g3(P))

é continua e anti-simétrica.

Lema 5.10 ([8]) Sejam f e g duas fungdes continuas e anti-simétricas de-
finidas numa superficie esférica S%. Entdo f e g tém um zero comum.

Daqui resulta que existe P € S tal que h(P) = (0,0). O que significa
que existe uma direccdo em R? e um plano perpendicular a essa direccio
que bissecta os trés conjuntos simultaneamente. ]

E, portanto, em cada instante, existem dois pontos antipodas da Terra
com as mesmas temperatura e pressao atmosférica.

5.6 Congruéncia segundo Cavalieri

Cavalieri foi discipulo de Galileu. A sua obra mais apreciada, Geometria
indivisibilibus, é dedicada ao método dos indivisiveis, que conhecemos hoje
como um caso particular do Teorema de Fubini [23]. Um indivisivel de
uma regido plana seria, para Cavalieri, uma componente atémica da figura
— uma corda — e a regido seria formada por uma familia, finita ou infinita,
de tais cordas. O principio de Cavalieri asseguraria entdo que, se numa
tal regido com area deslocarmos cada membro dessa familia de cordas numa
mesma direccdo de modo que os extremos das cordas ainda tracem um bordo
continuo, entdo a area nao se altera. O sucesso deste método deriva do facto
de ele permitir determinar areas sem ter de se apelar a técnicas avancadas
de célculo: para determinar a area de uma figura, bastaria encontrar outra
com area conhecida que fosse formada por uma mesma familia de cordas
empilhadas, segundo uma tinica direc¢do e pela mesma ordem 2

Definig¢ao 5.1 Duas regioes do plano dizem-se C-congruentes se existe uma
direccdo tal que todas as rectas do plano paralelas a essa direcgdo intersectam
as duas regides em segmentos de igual comprimento.

Naturalmente, duas figuras C-congruentes tém area igual. A propriedade
do valor intermédio permite-nos provar o reciproco na familia dos tridngulos.

Teorema 5.11 Dois triangulos com a mesma drea sdo C-congruentes.

Prova: [I1] Sejam ABC e A’B’C’ dois triangulos com lados de comprimen-
tos, respectivamente, a,b,c e a’, b, c.

220 que nem sempre é facil ou possivel. Por exemplo, para um circulo, ndo existe um
poligono com estas caracteristicas.
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Caso 1. Os dois tridngulos tém um lado em comum, digamos a = a’.

Situemos os dois tridngulos no plano de modo que o lado comum esteja
sobre uma linha recta r fixada e os vértices A e A’ fiquem do mesmo lado
de r (figura®). Como as areas dos dois tridngulos sdo iguais, estes tém a
mesma altura relativamente as bases a e d/, e portanto os vértices A e A’
estdo numa recta paralela a r. Logo todas as rectas paralelas a r intersectam
os dois tridngulos em segmentos de igual comprimento. De facto, cada um
desses segmentos divide cada um dos tridngulos na unidao de um triangulo
menor e um trapézio; estes ultimos tém a mesma base e a mesma altura,
logo a mesma &area; por isso, os subtridngulos também tém &rea igual; e,
como tém a mesma altura, tém de ter a mesma base na direc¢do de r. O
que significa que os dois tridngulos sao C-congruentes.

A

Figura 8: Caso 1.

Caso 2. Os lados estao relacionados por desigualdades estritas mas nao
todas do mesmo sentido: por exemplo, a >a’ e b < V.

Consideremos uma corda que ligue o vértice C' do triangulo ABC' ao
lado oposto a este vértice. No tridngulo A’B’C’, fixemos corda idéntica que
passa em C’, intersecta o lado oposto a este vértice e divide o triangulo em
duas regides com areas iguais as correspondentes no triangulo ABC (figura
Q).

Quando a corda no triangulo ABC liga C a B, a correspondente em
A'B'C" liga C" a B, e a relagdo de comprimentos ¢ & > 1. Como os
tridngulos tém a mesma &drea, quando a corda no tridngulo ABC une C a
A, a correspondente em A’B'C’ une C' a A’, e a relacao de comprimentos
é agora 5 < 1. Pela propriedade do valor intermédio, existe uma corda de
comprimento v entre a e b tal que ;; = 1. Coloquemos os dois triangulos
no plano de modo que os segmentos de comprimento v e v’ recém-obtidos
estejam sobre uma linha recta r fixada e os vértices A e A’ fiquem do mesmo

lado de r. Entao, como os dois tridngulos tém a mesma drea, os vértices A e
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A’ estdo & mesma altura relativamente a 7, e v e v' dividem os tridangulos em
dois subtridngulos de areas correspondentes iguais. E agora, cada um dos
pares de subtridngulos com igual area estd nas condi¢es do que foi descrito
como Caso 1.

Figura 9: Caso 2.

Caso 3. Os lados estdo relacionados por desigualdades estritas e todas do
mesmo sentido: por exemplo, a < a’,b<b ec< .

Seja m’ o comprimento de uma altura interior do tridngulo A’B’C’, di-
gamos pelo vértice C’, e consideremos o comprimento m de uma corda que
liga C ao lado oposto e divide o tridngulo ABC' em dois subtridngulos com
dreas iguais as obtidas no tridAngulo A’ B’C" através da divisdo efectuada pela
altura de comprimento m’ (figura [I0).

Note-se que m > m/, uma vez que, se h é a altura em C no triAngulo
ABC, entao m > h e, como os tridangulos tém a mesma area m'c e ¢ < ¢/,
podemos deduzir que h = m/ %/ > m’. Como anteriormente, consideremos
agora cordas que ligam C' e C’ aos lados opostos e dividem os respectivos
tridngulos em regides de areas correspondentes iguais. Quando a corda é
a de comprimento m’ seleccionada ha pouco, a relagdo de comprimentos é
-+ > 1. Como os tridngulos tém a mesma area, quando a corda no triangulo
ABC liga C a A, a correspondente em A’B’C’ liga C" a A’ e a relagio de
comprimentos é agora bﬁ, < 1. Pela propriedade do valor intermédio, existe
uma corda de comprimento v tal que ;; = 1. O argumento prossegue agora
€omo nos casos anteriores.

5.7 Nota final

Acontece por vezes sentarmo-nos a uma mesa de aparéncia firme que
afinal balanca sempre que nos reclinamos. Reparamos entao que, apesar de
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Figura 10: Caso 3.

as quatro pernas serem de igual tamanho, o piso nao é perfeitamente plano,
e 86 trés delas assentam nele. Para eliminar rapidamente este desconforto,
¢é usual colocar um calgo na perna que parece precisar de ser nivelada. Na
verdade, para a maioria das mesas e tipos de chao, é possivel adoptar outra
solugdo: basta rodar a mesa em torno do seu centro de um angulo que nao
ultrapassa 180 graus, e para mesas quadradas nem excede 90. Esta é uma
consequéncia nao elementar do teorema do valor intermédio, que vem sendo
analisada desde os anos sessenta do século passado em intimeros artigos.
Veja-se, a proposito, a bibliografia do texto [2] que, em 2005, resolveu parte
deste problema.
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