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Resumo: Neste artigo, comegaremos por argumentar que a nogao de de-
terminismo em relatividade geral se reduz ao problema de unicidade global
para as equagoes de Einstein. Nesse contexto, o efeito de desvio para o azul
leva-nos entao a conjetura da censura cosmica forte. Depois de discutir-
mos as dificuldades em obter uma formulagao precisa para essa conjectura,
motivamos um problema de valor inicial especifico para o sistema Einstein-
Maxwell-campo escalar, em simetria esférica, como ponto de partida para
a investigagdo da censura césmica. Em seguida, apresentamos resultados
recentes, obtidos pelo autor em colaboracao com P. Girdo, J. Natario e J.
D. Silva. Finalizamos, discutindo as implicacoes desses resultados para a
censura cosmica.

Abstract We will argue that the notion of determinism in general relativity
reduces to the question of global uniqueness for the Einstein equations. In
that context, the blue shift effect then leads us to the strong cosmic cen-
sorship conjecture. After discussing the difficulties in obtaining a precise
formulation for the conjecture at hand, we motivate the study of a parti-
cular characteristic initial valued problem for the Einstein-Maxwell-scalar
field system, in spherical symmetry, as a model problem to study cosmic
censorship. Recent results, obtained by the author in collaboration with P.
Girao, J. Natario and J. D. Silva, are then presented. We finish by discussing
the potential consequences of these results to strong cosmic censorship.
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42 CENSURA COsMICA FORTE

1 Determinismo e unicidade global

A andlise da estrutura global das solu¢oes de Kerr e de Reissner—NordstrémEl
poe em causa o carater deterministico da relatividade geral. Visto que esta
situacao perturbante se revela de forma semelhante para ambas as fami-
lias de solugbes, vamos descrevé-la no contexto das métricas de Reissner-
Nordstrom para assim podermos tomar partido da sua simetria esférica. No
entanto, devemos ter presente que os buracos negros de Kerr, matemati-
camente mais ricos e exigentes, sdo considerados mais relevantes do ponto
vista astrofisico e que, assim sendo, o nosso objectivo deverd eventualmente
ser o da compreensdo do processo de colapso gravitacional que leva a sua
formagao.

Em particular, a simetria esférica permite-nos uma descricdo global da
estrutura causal da situagdo em causa através do diagrama de Penrose da
Figura [I, que passamos agora a descrever: Sendo as equagoes de Einstein
essencialmente hiperbélicas, um contexto natural para a relatividade geral é
o da evolucao da geometria do espago-tempo e do seu contetido de energia e
matéria a partir dum problema de valor inicial (PVI). Consideremos entao
que queremos determinar uma dada métrica de Reissner-Nordstrom, nao
pertencente & subfamilia de Schwarzschild e com constante cosmoldgica [
nula, nesse contexto. Para tal, comecamos por especificar os dados inici-
ais correspondentes (métrica induzida, segunda forma fundamental e carga
electrica ndo nula) ao longo duma superficie de Cauchy do tipo espaco, por
exemplo a superficie ¥, que podemos tomar como o instante inicial para
0 nosso problema. Em seguida, fazemos evoluir esses dados através dum
sistema Einstein-matéria apropriado; a escolha mais simples corresponde
ao sistema Einstein-Maxwell. O desenvolvimento maximal (M, g) El corres-
ponde entdo a regiao sombreada. No entanto, nada nos impede de escolher,
de forma altamente nao Unica, novos dados transversais a superficie deno-
tada por CH™ e através da sua evolucio estender o desenvolvimento maxi-
mal a uma variedade Lorentziana (M, §). A fronteira de M na extensio
designa-se por horizonte de Cauchy CH™'. Esta quebra de unicidade global

2Recorde que enquanto as primeiras descrevem buracos negros estacionirios em ro-
tagdo, as segundas modelam buracos negros estaticos eletricamente carregados; recorde
ainda que as solugbes de Schwarzschild, que descrevem buracos negros estaticos e sem
carga, se podem obter a partir das anteriores por anulacdo do momento angular e da
carga, respetivamente.

3 A constante cosmolégica (A) é o coeficiente de ordem zero das equacdes de Einstein .

4Note que o desenvolvimento maximal é Gnico no sentido em que dada uma solucao
(/\%75}) do PVI em causa, existe uma imersao ¢ : M = M que é uma isometria na sua
imagem, i.e., t*g = §.
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Figura 1: Diagrama de Penrose da solucao de Reissner-Nordstrom (M, g) e
de uma sua possivel extensao (M, g).

corresponde a uma quebra de determinismo: as extensdes nao sdo determi-
nadas pelos dados iniciais prescritos em Y. Por exemplo, um observador
(curva do tipo tempo orientada para o futuro) que entre no buraco negro
ird inevitavelmente atingir o horizonte de Cauchy, em tempo prépio finito,
sem que isso corresponda ao fim da sua existéncia; de facto a curva yN.M é
extensivel para o futuro, em (/\;l7 J), no entanto, a partir do acontecimento
yNCH™T, a histéria do nosso observador nao pode ser prevista pelas equacoes
de Einstein, a partir dos dados em 3.

De notar que a situagdo Schwarzschildiana, onde qualquer observador
que entre no buraco negro sera inevitavelmente destruido na aproximagao a
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44 CENSURA COsMICA FORTE

singularidade r = 0, através da qual ndo ha sequer extensdes com métrica
continua [23], é melhor do ponto vista da salvaguarda do determinismo.
Concentremo-nos agora, com fizeram Simpson e Penrose em [24], no que
se passa numa vizinhanca de um dos pontos it da Figura [1| e consideremos
(ver Figura [2|) dois observadores: v que se mantém para sempre na regiao

\\ p/}_fr

Figura 2: O efeito de desvio para o azul.

exterior e 4 que entra no buraco negro e encontra inevitavelmente o hori-
zonte de Cauchy. O facto fundamental a reter desde ja é que enquanto %
tem comprimento (Lorentziano) finito, 7 tem comprimento (Lorentziano)
infinito. Assim sendo, se v decidir enviar sinais a 4 em intervalos de tempo
constantes, como medidos pelo seu relégio, acabard por enviar uma quan-
tidade infinita de sinais. Todos esses sinais chegardao a 4 num intervalo de
tempo finito, como medido pelo seu relégio, o que portanto correspondera a
um aumento ilimitado da frequéncia (desvio infinito para o azul) medida por
7. Esta ideia tornou entao plausivel a seguinte expectativa: qualquer pre-
turbacao, por mais insignificante, dos dados iniciais de Reissner-Nordstrom
serd infinitamente amplificada pelo mecanismo de desvio para o azul. Essa
divergéncia levara entdao a formacao duma singularidade, i.e., uma “bar-
reira“ através da qual nao é possivel estender o espaco-tempo. A situacdo
descrita pela Figura [l| seria entao instavel e desprovida de significado fisico.
Uma versao, mais sibtil, de determinismo (unicidade global) poderia ainda
subsistir. Eventualmente estas ideias foram substanciadas na conjetura:
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Censura Cosmica Forte:
“Genericamente®, o desenvolvimento maximal (M, g), de problemas de
valor inicial “apropriados® para as equacgdes de Finstein, é inextensivel
)
como variedade Lorentziana “suficientemente regqular®

O primeiro grande desafio desta conjetura é a obtencao de uma formu-
laco precisa para a mesma. E de notar que, apesar da formulagdo apresen-
tada ainda conter trés adjectivos vagos, realgados por aspas, ela corresponde
a um consideravel e relativamente recente El avanco conceptual que advém
da historicamente dificil mudanca de paradigma que colocou a analise das
equacoes de Einstein enquanto equacdes diferenciais parciais no centro da
censura césmica em detrimento da teoria da causalidade [f] cujos notaveis
sucessos haviam tornado preponderante.

Outra atitude a ter em relagdo a esta conjectura é a de a encarar, nao
como uma conjetura classica em matematica, que, caso decidivel, serd ou
verdadeira ou falsa, mas antes como um programa de investigacao: dado um
problema de valor inicial para as equacoes de Einstein, estudar a existéncia
e reqularidade de extencoes do seu desenvolvimento maximal.

Para estabelecer teoremas relacionados com a censura cosmica forte é
inevitavel clarificar a adjetivacao utilizada na formulacao apresentada:

Se tomarmos o disco 2 = 27 + 23 + 23 < 1, em R3, com a métrica
FEuclidiana e segunda forma fundamental nula como dados iniciais para as
equacoes de Einstein-vacuo, R, = 0, entao o desenvolvimento maximal cor-
respondera a (D,n), com D = {r—1<t< —r+1} en=diag(-1,1,1,1),
a métrica de Minkowski. Nao s6 este desenvolvimento é claramente extensi-
vel, como qualquer perturbacao suficientemente pequena dos dados iniciais,
dentro da classe de dados de vacuo, levard, por estabilidade de Cauchy, a
um novo desenvolvimento maximal (D, g) que admite extensdes (D, §) com
métrica tdo regular como os dados iniciais o permitirem. A existéncia des-
tas extensoes “suficientemente regulares® é entao uma propriedade genérica,
i.e., uma propriedade dos desenvolvimentos associados a um aberto do es-
paco de dados iniciais de vacuo. A origem da patologia neste caso é clara
e consequéncia da artificialidade da superficie inicial considerada; aprende-
mos entao que a nocao de PVI “apropriado“ deve exigir que a superficie
inicial (X, go) seja completa. Este critério ndo é, no entanto, suficiente: se

5Tanto quanto sabemos a primeira formulacdo explicita nestes termos sé surgiu em [,
26 anos apdés a descoberta do efeito de desvio para o azul [24].

5Para uma breve introducéo a alguns conceitos fundamentais em relatividade, incluindo
topicas da teoria da causalidade, aconselhamos [I§] nesta mesma edi¢do do boletim da
SPM.
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considerarmos agora como superficie inicial o hiperbol6ide de R* de equacio
t = —v1+1r2e gy a métrica induzida pela métrica de Minkowski, entdo os
problemas anteriores reaparecem mas agora com D = {(t,z;) € R*|t < r}.
Esta ultima dificuldade pode ser ultrapassada exigindo que a superficie ini-
cial seja assimtoticamente plana |Z|; esta nocao estd em geral associada ao
estudo das equacgoes de Einstein com constante cosmolégica nula, A = 0.
Para A > 0 a classe de superficies iniciais fechadas (compactas e sem bordo)
parece ser suficiente para cobrir as aplicacoes mais relevantes e para A < 0
teremos ainda novos desafios pela necessidade de ter de definir condi¢oes de
fronteira no infinito.

A discussao anterior teve como intuito ilustrar a dificuldade em definir
geometrias apropriadas para o problema de valor inicial. No entanto, a nogao
de PVI “apropriado“ esconde ainda a dificuldade em determinar quais sao
os sistemas Einstein-matéria “razodveis no contexto da censura césmica. A
partida, o lado direito das equagoes de Einstein (2)), ou a “parte de madeira‘“
como Einstein descrevia depreciativamente, ao contrario do lado esquerdo,
ou “parte de marmore®, pode ser prescrita livremente: escolha a sua métrica
Lorentziana preferida, introduza-a no lado esquerdo de e use a equagao
para definir o tensor de energia-momento 7),,,. Condic¢oes de energia, procu-
rando restringir a escolha de T}, a partir de critérios fisicos gerais, ndo serao
com certeza suficientes para resolver o problema; nao podemos deixar que
o sucesso dos Teoremas de Incompletude Geodésica (Teoremas de Singula-
ridades [I8]) criem expectativas excessivas. Para um modelo de matéria ser
considerado “razoavel“ teremos, no minimo, de exigir que o correspondente
sistema Einstein-matéria conduza a um problema de evolug¢ao bem posto ﬂ
Mas estes critérios, apesar de necessarios, nao sao ainda suficientes. O caso
dos fluidos perfeitos sem pressao (poeira) é paradigmatico: para além de
formarem singularidades que nao estao necessariamente relacionadas com o
processo de colapso gravitacional, i.e., que se formam mesmo no problema
desacoplado, levam ainda & formacao de singularidades onde a densidade
se torna infinita, mas onde a pressao se mantém nula por definicdo! Este
modelo de matéria deve ser considerado como patoldgico e, portanto, como
estando fora da jurisdicdo do nosso censor césmico que ndo pode ser res-
ponsabilizado pela comportamento da matéria em situagoes onde os limites

(%, go) diz-se assimtoticamente plana se ¥ é difeomorfa & unido duma variedade com-
pacta com um ndmero finito de abertos de R® da forma r > R;, com R; > 0, e se em cada
um desses abertos lim,_,« ||go — ||=0, onde § é a métrica Euclidiana e | - || ¢ uma norma
apropriada.

8Isto é, que haja a garantia de existéncia, unicidade e dependéncia continua das con-
dicbes iniciais, para o correspondente PVI.
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que justificam o seu modelo sdo infinitamente transpostos. Um exemplo no
outro sentido é fornecido pela formagao de choques em fluidos compressi-
veis governados pelas equagoes de Euler: de facto, apesar destes choques
corresponderem a uma regiao terminal de validade das solucbes classicas,
devido a divergéncia de quantidades fundamentais a avaliacdo pontual das
equagoes, existem outras nogoes de solucao, designadas por solugoes fracas,
que se estendem através dos choques e sdo univocamente determinadas pe-
las equacbes. Se, para além do mais, o acoplamento a gravidade através
do sistema Einstein-Euler determinar univocamente (como solucao fraca)
a geometria do espago-tempo, entao a escolha de “suficientemente regular
na formulacao da censura césmica devera ser feita de forma a nao suprimir
estas solugoes.

Parece claro que serd muito dificil obter um critério geral para a razo-
abilidade dum modelo de matéria no contexto da censura cosmica. Pro-
vavelmente, ndo fora o ja referido sucesso dos Teoremas de Incompletude
Geodésica e a questdo nem se colocaria em termos tao gerais: a resolucao
da conjetura para o caso das equagoes de vacuo seria por si s6 uma conquista
notavel. Outra perspectiva relevante vira a questao ao contrario e, partindo
do principio que o determinismo numa teoria fisica € irrevogavel, transforma
a censura cosmica num critério de validacado dum dado modelo de matéria,
de facto de toda a teoria.

Existem varias propostas para o conceito de genericidade. Na aborda-
gem mais popular, uma propriedade diz-se genérica se for comum a todos
os desenvolvimentos maximais dum conjunto aberto e denso do espaco dos
dados iniciais. A dificuldade é assim transferida para a determinacdo duma
topologia apropriada nesse espago. Em [3], Christodoulou estabelece censura
cOsmica para o sistema Einstein-campo escalar, em simetria esférica, mos-
trando que o conjunto de solugdes com extensoes continuas advém de dados
iniciais contidos num espaco de co-dimensao um; assim sendo, Christodou-
lou evita por completo a necessidade de definir uma topologia. Em [22],
Ringstrom estabeleceu censura coésmica forte para as equagoes de vacuo, em
T3-Gowdy, provando que as solucdes que niao admitem extensoes C? corres-
pondem a um conjunto aberto e denso para a topologia C'* no espago de
dados iniciais.

Chegamos finalmente a nocao de extensao “suficientemente regular® que
terd um papel fundamental neste artigo e que discutiremos apenas ao nivel
da métrica (ver [7] para uma discussdo mais aprofundada deste tema). As
noc¢oes mais usadas na literatura correspondem a duas nogoes extremas de
regularidade: C? e CV.
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A motivacdo para a primeira estd associada a ordem das equacoes de
Einstein e ao facto da divergéncia do escalar de Kretschmann RargwsRaﬂvé ,
uma medida das forcas de maré, garantir inextensibilidade da métrica em
C?. No entanto, sendo claro que um falhanco da censura césmica a este
nivel de regularidade forneceria um grande argumento contra o carater de-
terministico da relatividade geral, um sucesso, apesar de notavel, ndo seria
um argumento igualmente forte na defesa do determinismo da teoria: como
discutido anteriormente, existem solucoes fracas das equacoes de Einstein
de grande relevancia e cujo grau de regularidade est4 bem abaixo de C?.

Inextensibilidade em C surge na formulacéo inicialmente proposta por
Christodoulou [4]. Corresponde a uma versao muito forte de determinismo
e estd em consonancia com o que se passa no interior dos buracos negros de
Schwarzschild.

Acontece que nenhum dos critérios anteriores é suficiente para captar
a subtileza do problema. Como vamos ver mais a frente, existem grandes
classes de solucdes que admitem extensoes em C?\ C2. Se o nosso objectivo
é uma resposta definitiva para a questao do determinismo estes exemplos
mostram que estamos do “lado errado“ de ambas as nocoes de regularidade
discutidas.

Como resposta a esta situagao, Christodoulou [5] sugeriu “inextensivel
com coeficientes de conecc¢ao de quadrado integravel* para a formulacao da
censura cOsmica. A verificacdo deste critério seria suficiente para garantir
que nenhuma extensao pode existir como solucao fraca das equacoes de Eins-
tein, salvando-se assim uma versdo de determinismo para a teoria. Algum
tempo antes, Chrusciel [6] ja4 tinha debatido a mesma questao a este nivel
de regularidade e, assim sendo, vamo-nos referir ao critério anterior como o
critério de Christodoulou-Chruéciel ou, em alternativa, o critério I' € L2.

2 Existéncia global para o sistema Einstein-
Maxwell-campo escalar com constante cosmolé-
gica.

2.1 Enquadramento e motivacao

A censura cosmica é uma questao sobre o comportamento global de grandes
classes de solugoes das equagoes de Einstein. Devido a complexidade destas,
antes de atacar o problema geral, é aconselhdvel comegar por um problema
mais simples, com simetrias que reduzam as equagoes a um sistema hiperbé-
lico em 141 dimensées. Aqui vamos restringir-nos a solugoes esfericamente
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simétricas assumindo que a métrica do nosso espaco-tempo tem a forma
g = —0%(u,v)dudv + r*(u,v)os , (1)

onde og2 é a métrica da esfera redonda.

A nossa principal motivacao é a censura cosmica para as equacoes de va-
cuo com constante cosmoldgica (A) e nesse contexto o estudo da estabilidade
do horizonte de Cauchy das solugdes de Kerr (assimptoticamente planas, de
Sitter ou anti-de Sitter). Como estas ultimas néo sdo esfericamente simé-
tricas, vamos considerar em alternativa as solugoes de Reissner-Nordstrom;
para tal temos de acrescentar ao nosso tensor de energia-momento um
campo electromagnético F),,, satisfazendo as equagoes de Maxwell ; nas
palavras de John Wheeler “charge is a poor man’s angular momentum®. Su-
cede que, como consequéncia do Teorema de Birkhoff [25], o electro-vacuo
nao tem graus de liberdade dindmica e, assim sendo, vemo-nos for¢ados a
acrescentar matéria ao nosso problema. O mais simples dos modelos de ma-
téria que nao exibe as patologias da poeira, discutidas anteriormente, é o
campo escalar sem massa (¢ em ) Para além do mais, o campo escalar
satisfaz uma equacao de onda o que cria uma forte ligacao as equagoes
de vacuo sem simetrias.

Somos entao levados a considerar o seguinte sistema de equagoes:

1
R;u/ - §Rg,u1/ + Ag;w = QT}U/ ) (2)
1 1
T;w = a,uﬁb Ovd — ) 0 0% Juv + F,uosza - ZFaﬁFaﬂguu ) (3)
Dg(b =0, (4)
dF =d*F =0, ()

onde Ly¢ = ¢""V,0,¢ e *F é o dual do campo electromagnético pelo ope-
rador estrela de Hodge associado a métrica g.

Note-se que o campo escalar e o campo electromagnético s6 estao re-
lacionados através da geometria. Como consequéncia da simetria esférica
o campo electromagnético é entdao simplesmente o campo associado a uma
carga constante () = 4we. Como nao estamos interessados no caso Schwarzs-
childiano, que nao admite extensoes regulares para comecar, temos de impor
e # 0. Note que isto é possivel, apesar de estarmos a considerar as equa-
¢oes de Maxwell sem fontes, desde que a topologia do espaco-tempo admita
esferas que nao sao homologas a um ponto; a carga diz-se entao topoldgica.

Se introduzirmos o invariante escalar w através da identidade

2w e A,
17u::177+r—27§r =g(Vr,Vr), (6)
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dados livres
dados livres

Figura 3: O nosso PVIL

conhecido por massa de Hawking (renormalizada) e cujos méritos se vao
tornar aparentes, as equacoes Einstein-Maxwell-campo escalar reduzem-se
ao seguinte sistema

au8v¢ _ _au’l“ av¢ . Opr au¢ : (7)
T T
2w 22 2A
O0uOyr = Oy Oyr - s 4 > (8)
_ 2w € A o) (r0u9)?
_ 2w 62 A 2 (TanS)Q
(%w = (1 - T + ﬁ - §T ) 281)7“ ) (]‘0)

uma equagao de onda para o campo escalar ¢, uma equagao de onda para a
funcao raio r e a prescricao do gradiente da massa, que substitui a equacao
de onda para o factor conforme §2.

Estamos agora em condigdes de formular um PVI para o sistema —
que nos vai permitir investigar a conjectura da censura césmica forte (estabi-
lidade do horizonte de Cauchy): Dada uma solu¢do de Reissner-Nordstrom
sub-extremal de referéncia, consideremos entao dados iniciais caracteristicos
(prescritos em cones de luz) de acordo com a Figura Mais precisamente,
ao longo do v-eixo consideramos r(0,v) = r4, w(0,v) = M, ¢(0,v) = 0, etc,
onde ry e M sao, respetivamente, o raio do horizonte de acontecimentos e a
massa da solugao de referéncia. Os dados ao longo do u-eixo correspondem
aos nossos graus de liberdade; de facto, a menos da fixagdo da coordenada
u, toda a liberdade estd na especificacao de 9,¢(u,0). E ainda util comecar
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por fixar a coordenada v de forma a que CHT = {v = oo}, em Reissner-
Nordstrém.

O objectivo é entdo: estudar a existéncia de extensoes “suficientemente
requlares do desenvolvimento mazximal (P,g) do PVI anterior.

Este enquadramento corresponde a inclusao duma constante cosmoldgica
A no problema estudado por Dafermos em [I0]. A primeira motivacdo para
a introducao duma constante cosmoldgica estd relacionada com o impor-
tante papel que esta desempenha na fisica moderna. Mas, a partida, pode
parecer que a sua inclusdo nao tera grande efeito no problema em estudo;
neste, a regiao de interesse corresponde a regiao interior de buracos negros
de Reissner-Nordstréom cuja estrutura nao se altera significativamente com a
inclusao deste termo de ordem zero nas equagcodes. No entanto, o argumento
heuristico baseado no mecanismo de desvio para o azul, o putativo respon-
savel pela instabilidade, altera-se significativamente com a inclusao duma
constante cosmoldgica positiva: de facto, se compararmos os diagramas de
Penrose das Figuras 2] e ] notamos que para A > 0 existe um novo hori-
zonte, o horizonte cosmolégico C*, ao longo do qual existird um efeito de
desvio para o vermelho que levard a atenuacao de perturbagoes; cria-se as-
sim uma competicdo entre mecanismos que podera resultar na estabilidade
do horizonte de Cauchy.

\\ gH+

Figura 4: O efeito de desvio para o azul na presenga de A > 0.
Esta revisao do mecanismo do desvio para o azul foi responsavel por uma

consideravel atividade, durante a década de 1990, relacionada com o estudo
da censura césmica na presenca duma constante cosmoldgica positiva. E se
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os primeiros resultados [I] sugeriram a queda do censor césmico, o debate
acabou com um titulo taxativo [2] e uma critica aos modelos considerados
anteriormente, cujo simplismo, na opinidao destes autores, ndo permitia que
as nao-linerariedades das equacoes de Einstein actuassem a favor da censura
cosmica.

Dai a nossa motivagdo para o estudo do problema proposto; principal-
mente tendo em conta que, entretanto, o estatuto da constante cosmologica
se alterou consideravelmente, passando duma curiosidade tedrica e histé-
rica El, para a principal “responsével® por boa parte do contetido energético
do universo.

2.2 Alguns resultados

Passemos agora a apresentagao de alguns resultados relativos ao estudo do
problema descrito na seccao anterior:

O primeiro passo, na analise deste PVI, corresponde a construgao [7] do
respetivo desenvolvimento maximal P; se restringirmos a u-coordenada a
[0,U), com U > 0 suficientemente pequeno, P terd, a priori, uma das formas
apresentadas na Figura [3] Mais ainda, & medida que nos aproximamos da
fronteira de P em [0,U) x [0,00), que denotamos por dyP, a func¢ao raio
(r) converge para zero. De notar que no diagrama da esquerda da Figura
0P # (0, independentemente do quao pequeno se escolha U > 0; é natural
associar esta situagdo a imagem Schwarzschildiana, apesar da fronteira JyP
poder, a partida, conter segmentos nulos. No diagrama da direita é possivel
escolher U suficientemente pequeno de forma a que dyP = (); associamos
este caso a uma preservacao da situacdo descrita para Reissner-Nordstrom,
apesar de, a partida, r poder convergir para zero quando v — oo.

Estabilidade C° do horizonte de Cauchy: Acontece que para qualquer
escolha de (dados livres) 9, ¢(-,0) € CY, com $(0,0) = 0, existe U > 0 tal
que

[0,U) x [0,00) C P,

e rg > 0 tal que
r(u,v) >ro, Y(u,v) € [0,U) x [0,00) .

Em particular, a situagdo Schwarzschildiana nunca se verifica. De facto,
o controlo sobre o raio permite-nos entdo construir extensoes (M, g, ®) do

9Recorde que a constante cosmoldgica foi introduzida por Einstein, pouco tempo depois
da descoberta das equacdes do campo, e por ele renegada apds a observagiao da expansao
do universo por Edwin Hubble [19].
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desenvolvimento maximal (M = P x, S?,g,¢), com § e ¢ continuos. De
notar que a construcao destas extensoes passa por uma mudanga apropriada
de coordenada © = f(v), com contradominio limitado, onde v é a nossa
coordenada original.

Estes resultados correspondem a generalizagao, pela inclusao duma cons-
tante cosmoldgica, de resultados anteriores de Dafermos [I0]. De notar que,
apesar da nossa andlise cobrir qualquer sinal para a constante cosmoldgica,
as novas e consideraveis dificuldades estao principalmente associadas ao caso

A >0 (ver [§]).

Cenarios de inflacao de massa: Seja

K
pi=—>1,
K+
o racio entre as gravidades de superficie dos horizontes de Cauchy e de
acontecimentos da solucao de referéncia; essas quantidades sao definidas
por

1
ke = 5 10,1 = 1), M)

onde 1 — (-, M) é o potencial estatico de Reissner-Nordstrém obtido a
partir de @ por substituicao de w pelo pardmetro de massa M.

1. Inflagio da massa. Se p > 2 e

Ou®(u,0) > cu®, para algum 0 < s < g -1,

entao

lim w(u,v) =00, paratodoo 0<u<U.
V—00

Para decaimentos lentos dos dados livres obtemos entao inflacio da
massa. Esse processo, descoberto e batizado por Poisson e Israel [20],
pode ser visto como uma quantificacdo do mecanismo de desvio para
o azul. O controlo do raio permite-nos estimar

Ra/g,y(sRans Zro w41,

Concluimos entao que a inflagdo da massa leva a divergéncia do esca-
lar de Kretschmann e portanto & impossibilidade de obter extensoes
do desenvolvimento maximal de classe C2. E ainda possivel verifi-
car [I2] que, pelo menos para uma das escolhas naturais de mudanca
de coordenadas © = f(v), como anteriormente, as extensdes continuas
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construidas ndo admitem simbolos de Christofell em LIQOC; é portanto
presumivel que o critério de Christodoulou-Chrusciel se verifique neste
caso, mas para tal é ainda necessario verificar que I" ¢ L%OC para todas
as possiveis estruturas diferencidveis (digamos C?) compativeis com a

estrutura inicial.

Este resultado corresponde, de novo, a uma generalizagao de resultados
estabelecidos por Dafermos no caso A = 0.

Agora entramos em territério previamente inexplorado [9].

. Massa finita. Se

7
|0u¢(u,0)] < cu®, para algum s > jp —1,

entao existe C' > 0 tal que
|oo(u,v)| < C, para todo o (u,v) € [0,U] x [0, 00].
Mais ainda, o critério de Christodoulou-Chrusciel falha, i.e. (M, g, @)

S

é extensivel, através do horizonte de Cauchy, a (M, §,$), com § e ¢
em C°, sfimbolos de Christoffel I' em L2 , e ¢ em H .

De facto, assim que a massa esta controlada, é possivel verificar que

todas as quantidades relevantes se estendem de forma continua ao

horizonte de Cauchy, com a possivel excepcao de 0 := Tg:f.

. Controlando 0. Se

13
9u6(u, 0)] < cu”, para algum s > —F — 1,

entao existe C' > 0 tal que
|0(u,v)| < C, para todo o (u,v) € [0,U] x [0, o0].

A partir do momento que isto sucede, todas as quantidades relevan-
tes sdo extensiveis ao horizonte de Cauchy com graus de regularidade
compativeis com o teorema de existéncia de solugoes classicas do nosso
PVTI original [7]. Podemos entdo completar esses dados, de forma ma-
nifestamente nao tnica, prescrevendo dados transversais ao horizonte
de Cauchy e, em seguida, construir extensoes resolvendo o sistema @—
. Verificamos entao que (M, g, ¢) se estende (de forma nao tnica),
através do horizonte de Cauchy, a uma solugao (cléssica e esfericamente
simétrica) (M, g, qg) das equacgoes de Einstein-Maxwell-campo escalar
com constante cosmoldgica, com § e gg em O, e escalar de Kretsch-
mann em CO.
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3 Conclusao: Censura Cdoésmica?

As solugbes com extensdes regulares descritas na sec¢ao anterior sdo genéri-
cas no conjunto de dados iniciais considerado (dados de Reissner-Nordstrom
ao longo do v-eixo) e, assim sendo, podem, a primeira vista, parecer cor-
responder a contra-exemplos para a censura cosmica forte! No entanto, a
situagao é mais subtil ja que nao é expectavel que esses dados surjam num
processo de colpaso gravitacional genérico.

A situagdo é manifestamente confusa. Para a tentar compreender melhor
vamos agora concentrar-nos na Figura (em particular A = 0) e no sistema
de coordenadas (u,v) fixado na prescrigdo do nosso PVI: os dados por nés
considerados seriam genéricos se perturbacodes genéricas dos dados em X
levassem a formagdo dum horizonte de acontecimentos H* C {u = 0} que
se tornaria exatamente Reissner-Nordstrém antes de i ' ser atingido, i.e., em
tempo v finito; em particular, o campo escalar, restringido a {u = 0}, teria
entdo suporte compacto em v. No entanto, véarios resultados heuristicos
e numéricos sugerem que, em certas situagoes genéricas, o campo escalar
satisfaca a lei de Price [21]

070 < 0u0(0,0) Sv2. (11)

A numerologia exata da lei anterior parece depender de forma sensivel de
varios fatores e a nossa escolha deve ser considerada como essencialmente
ilustrativa. Note ainda que a primeira desigualdade da lei descrita s6 pode
almejar a ser genérica ja que falha pelo menos num caso: em Reissner-
Nordstrém temos ¢ = 0.

Agora, se no nosso PVI, em vez de dados estacionarios (exatamente
Reissner-Nordstrom), considerarmos dados satisfazendo a lei de Price, verifi-
camos, de acordo com [IT], que o limite superior da lei garante a estabilidade
C° do horizonte de Cauchy, enquanto que o limite inferior garante inflacdo
da massa. Se A = 0, a lei de Price escolhe entdao o ponto 1, dos resultados
da sec¢ao anterior, como Unica situacdo genérica a emergir de um processo
de colapso gravitacional.

De realgar que o limite superior de foi estabelecido em [13], para
grandes classes de dados iniciais. Este resultado permitiu assim invalidar
a formulacao C° da conjectura da censura césmica forte para as equacoes
Finstein-Maxwell-campo escalar, em simetria esférica, e A = 0. O limite
inferior mantém-se um problema em aberto, mas progressos interessantes
surgiram em [I7], onde uma versdo integral é estabelecida para a equagao
de onda.
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Sucede que para A > 0 a lei de Price prevista toma a forma
D~ e [ A>0. (12)

Esta previsdo cria a expetativa de que o cenario de massa finita, pontos 2 e
3 da secgao anteiror, possa ocorrer para A > 0 e com ele violagoes severas
da censura cosmica forte, por exemplo, com o incumprimento do critério de
Christodoulou-Chrusciel.

Entretanto, outros progressos interessantes relacionados com a censura
cosmica tém vindo a ser alcancados [16] 14}, 15]. Quanto ao nosso problema,
a sua conclusao, com resultados certamente inesperados, ja fara parte do
segundo século da relatividade geral.

Feliz centenario.
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