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Resumo: Neste trabalho apresentamos, de forma sucinta, simulagées numé-
ricas de fluidos, de problemas do tipo Assimilagdo de Dados numa aborda-
gem variacional. Apresentamos resultados aplicados & Hemodindmica consi-
derando uma geometria tridimensional na forma de uma estenose idealizada
e recuperamos o perfil da velocidade do sangue nesta geometria.

Abstract: In this work, numerical simulations of fluids of Data Assimilation
problems in a variational approach are briefly presented. We obtain some
results applied to Hemodynamics in a 3D idealized stenosis and we recover
the blood velocity profile in this geometry.

palavras-chave: Controlo 6ptimo; Hemodindmica; Equagoes de Navier-
Stokes generalizadas.

keywords: Optimal control; Hemodynamics; Generalized Navier-Stokes
equations.

1 Introducao

As simulagoes numéricas de fluidos, e em particular aplicadas a circulagao
do sangue, aliadas ao avanco nas técnicas de imagiologia, constituem uma
poderosa ferramenta na prevencdo de doencas e eventualmente no seu tra-
tamento. A introducdo de dados médicos reais nas simulagoes vem torné-las
mais realistas e mais precisas do ponto de vista das aplicagoes. Este pro-
cedimento em que se inclui dados conhecidos nas simulacbes tem o nome
de Assimilagdo de Dados (DA) e, ainda que recentes, existem agora alguns
trabalhos que aplicam estas técnicas & modelac¢ao de fluidos [I} 2, [3]. Neste
trabalho consideramos dados gerados artificialmente através da resolugao
das equagbes que modelam o fluido, as equagoes de Navier-Stokes, que sdo
equacoes diferenciais as derivadas parciais.
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10 SIMULAGOES NUMA ESTENOSE

Apresentamos um funcional de custo diferente do habitual que contém
um termo relacionado com a componente tangencial da tensdo na parede do
vaso (WSS) com a forma de uma estenose idealizada tridimensional.

2 Descricao do Problema

O objectivo é obter solugdes numéricas que nalgumas partes do dominio
(Qpart) s@o iguais, a menos de um determinado erro pré-definido, aos dados
observados. Para isso definimos um critério a optimizar, o que corresponde
a resolver um problema de controlo. Neste trabalho consideramos como
critério a velocidade do sangue. Definimos o seguinte funcional de custo que
inclui um termo para a velocidade, representada por y, outro para o WSS,
representado por w e um termo regularizador para o controlo:

min J(y,u) = w; / ly — yal> dz + wo / |W—Wd|2ds—i—w3/\Vu|2ds,

Qpart Fﬂpa'rt an
(1)
sujeito as restricoes
—divt+p(y-V)y+Vp=0 em Q
divy =0 em ()
y=0 em 'y (2)
y=u em ',
(=pI+7) - n=0 em Iy

A varidvel p representa a pressao, e os parametros wi, wo € w3 dos termos
do funcional de custo, séo escolhidos de acordo com critérios empiricos. As
variaveis y, e wq representam os dados para a velocidade e para o WSS, res-
pectivamente. O conjunto I'g ., € a fronteira de {pqr¢. O tensor das tensoes
viscosas 7 é dado por 7 = 2u(Dy)Dy onde u representa a viscosidade que é
aqui definida usando o modelo generalizado de Cross p(n) = pioo + %
Neste modelo pg, fieo, A, a € b sdo constantes e Dy = %(Vy +(Vy)T). A
varavel u representa o controlo como func¢ao definida na fronteira de entrada.

Para resolver o problema de controlo numericamente, primeiro discre-
tizamos e depois optimizamos. Comecamos assim por usar o Método dos
elementos finitos com elementos do tipo P1 — P1 estabilizados, com os es-
pagos funcionais adequados para as funcoes teste e de forma, obtendo o
problema discreto
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min J(Y,U) = wi[|Y =Ygl + waW(Y) + ws|U][%, (3)

sujeito a

QY)+GY)Y +BTP=F A

BY =0 ()
onde ||.||n, e |||z, sdo normas especiais que resultam da discretizacao. Para
este efeito utilizimos o programa COMSOL Multiphysics.

De seguida é utilizado o método SQP (sequencial quadratic program-
ming) implementado na biblioteca SNOPT para resolver o problema (3)-
(4). Este é um problema de optimiza¢ao ndo linear, em dimenséo finita,
cuja solucdo é obtida através da resolugdo de sub-problemas de programa-
¢ao quadratica e cujas restricoes sao linearizacoes das restrigoes originais.

3 Resultados Numéricos para a Estenose

Consideramos uma estenose idealizada de comprimento L = 10R com R =
3.162 mm, como podemos observar na Figura[I] a esquerda.

Tout
Twall o |

Figura 1: Esquerda: representagio do dominio computacional da estenose. Direita:
representacdo das secgdes, Qpart.

As simulagbes numéricas foram efectuadas em 1/4 da geometria, por se
tornarem menos exigentes do ponto de vista computacional, e os resultados
foram estendidos ao restante dominio por simetria. Os dados conhecidos
considerados correspondem & regido representada pelas sec¢des que se ob-
servam na Figura [ & direita. Para gerar a solugdo da qual se extraem os
dados, resolvemos as equagoes que modelam o movimento do fluido com
condigao de fronteira na entrada, no sentido longitudinal da geometria (cor-

55\ 2
respondente ao eixo dos z) dada por y = Uy, (1 — (szerQ) ) (condicao

parabdlica de Poiseuille). Aqui U, = 0.0993 (m/s) corresponde & velocidade
maxima na entrada. A malha foi construida com 336500 graus de liberdade
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.01

0
¥ 4.0405x107*

Figura 2: Esquerda e centro: componente longitudinal da velocidade pretendida. Di-
reita: comparagao do controlo obtido com o perfil original.

para a velocidade, sendo esta também utilizada para o problema de controlo.
Na Figura 2] & direita, podemos ver como o controlo obtido aproximou bem
o perfil utilizado para gerar os dados (a esquerda). Na Tabela [I| podemos
ver a precisao da solucao obtida.

Norma da solucdo desejada yq

Erro Absoluto E,

Erro Relativo E,.

Custo Final J

3.2x107°

9.73 x 1078

0.003

1.61 x 107°

Tabela 1: Precisio da solucdo obtida relativamente & solucio desejada, para o problema
da Estenose. Pardmetros (w1, ws,ws) = (10%,10*,107%). E, = ||ly—yadll2 ¢ B = Eo/||yal|-
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Resumo: Neste trabalho derivamos um modelo tridimensional que descreve o
escoamento de mantos de gelo em climas polares. A grande novidade, reside na
consideragdo de um expoente de Glen que varia com a temperatura. No caso do
problema isotrépico, apresentamos resultados de existéncia e unicidade de solugoes.
Provamos, também, algumas propriedades qualitativas das solu¢des com potencial
aplicacdo em modelos de previsdao climética.

Abstract A three-dimensional model that describes the flow of ice sheets in
polar climates is derived in this work. The major novelty lies in considering a
temperature-depending Glen’s exponent. In the case of the isotropic problem, we
present results of existence and uniqueness of solutions. Some qualitative proper-
ties of the solutions with potential applications in climate prediction models are
established as well.

palavras-chave: expoente de Glen varidvel; equagao da espessura do gelo; equagao
da temperatura.

keywords: Variable Glen’s exponent, ice-thickness equation, temperature equa-
tion.

1 Introducao

Manto de gelo é a traducao da expressao inglesa ice sheet para designar extensoes
de gelo que cobrem superficies da litosfera com mais de 50 000 Km?. Os mantos de
gelo tém extensoes laterais na ordem dos 10000 Km e, hoje em dia, concentram-se
principalmente na Antarctica e em menor escala na Gronelandia. O deslocamento
dos mantos de gelo deve-se ao seu préprio peso e faz-se por processos de arrasta-
mento caracteristicos do estado sélido, tais como o deslocamento na estrutura da
rede cristalina do gelo. Neste tipo de rios de gelo, a espessura méaxima varia entre 1
e 3 Km e o escoamento faz-se a velocidades na ordem dos 100 m por ano. Apesar do
seu movimento lento e imutabilidade aparente, os mantos de gelo exibem varios fe-
noémenos dindmicos interessantes. A neve acumula-se nas terras altas, é comprimida
em gelo e escoa sob a acgdo da forga de gravidade. O gelo escoa a partir das zonas
centrais, onde a espessura do manto de gelo é maior, para as margens que poderao
estar em terra ou dentro de dgua. Neste ultimo caso, poderdao formar-se enormes
placas de gelo que ao quebrarem dao origem aos icebergs. A base do manto de gelo
estd em contacto com a crosta terrestre e, devido ao calor por esta transmitido, o
gelo pode fundir. Quando isto acontece, a 4gua resultante lubrifica a interface entre
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o gelo e a crosta terrestre, o que provoca o deslize do manto de gelo. A dindmica dos
mantos de gelo é mantida através de um equilibrio entre a acumulacdo no centro
e a ablacdo nas margens. A acumulagdo ocorre principalmente por precipitacao de
neve e a ablagdo pode ocorrer tanto por meio de evaporacido ou derretimento de
gelo no clima mais quente da margem, ou por meio de quebra de icebergs. Muito
importante para a manutencao dos mantos de gelo, sdo as temperaturas atmosfé-
ricas das regides onde se encontram, que, no caso do interior da Antarctica, é na
ordem dos -60°C de temperatura média anual, enquanto que as zonas costeiras tém
uma temperatura média anual de cerca de -15°C. No entanto, a temperatura tipica
de um manto de gelo, no seu interior profundo, podera rondar os 50° K~-223° C

(ver e.g. [A]).

2 As equagoes que governam o escoamento

Em Mecéanica dos Fluidos, o gelo frio é modelado como um fluido ndo-newtoniano
altamente viscoso, exotérmico, homogéneo e incompressivel. As equagdes que gover-
nam o escoamento dos mantos de gelo resultam dos principios basicos da Mecéanica
aplicados a um fluido geofisico (ver e.g. [2] []):

Conservagado da massa : diva =0; (1)

Conservagao do momento linear : divT = —pg, T =-pI+S(D), (2)

Conservagio da energia: pc (gf +u- VH) = div (k(0)V0) + tr(SD).  (3)

A notagio usada nas equagdes (I)-(3) ¢ bem conhecida: as incégnitas sdo o campo
de velocidades u = (u,v,w), a pressdo p e a temperatura absoluta 6; a densidade p
e o calor especificos ¢ sdo constantes; e k é a fungdo de condutividade térmica. O
campo de forcas externas g deve-se a aceleracao gravitica, I é o tensor unitario, S
é a parte viscosa do tensor das tensoes T e D, a parte simétrica de V u, é o tensor
das velocidades de deformacao. Os tensores S e D estao relacionados através da lei
de Glen

1
D = A0)|r["'S, 7=IIs, Ils= 5u«(s?), (4)
onde A(0) é dada pela lei de Arrhenius
A(9) = Age 7, (5)

sendo @ a energia de activagdo, k a constante de Boltzman e Ay um pardmetro de
normalizacdo. A letra n designa-se por expoente de Glen e todos os trabalhos que
consultamos consideram n constante, sendo n = 3 o valor mais usado. No entanto,
deve-se referir que resultados experimentais (ver e.g. [5]) tém mostrado alguma
evidéncia de que n varia em funcdo da temperatura. A novidade deste trabalho,
consiste em considerarmos um expoente de Glen dependendo da temperatura

n=n(0). (6)
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3 Equacgoes de campo

Consideremos um sistema cartesiano de coordenadas (z,y, z) habitual, onde o plano
z = 0 indica o nivel médio do mar. Denotemos por z = h(z,y,t) a superficie livre
que separa o manto de gelo da atmosfera e por z = b(z,y,t) a interface que separa
a sua base da litosfera. As designadas equagoes de campo sdo derivadas fazendo
uma analise comparativa das escalas das diferentes quantidades intervenientes nas
equagoes —. Esta andlise permite-nos usar as aproximagoes hidrostatica e do
gelo raso (do inglés shallow ice), bem como inferir que as normais exteriores a
superficie livre e & interface da base sdo aproximadamente verticais. Procedendo
como em [I], obtemos, a partir de e -@, a seguinte equacao para a fungao
H(z,y,t) = h(z,y,t) — b(x,y,t) que caracteriza a evolugdo da espessura do gelo

OH h

5 T VH =div (/ A(0)(h — z)"(9>+1szh"<9>—1Vh> +a, (7)
b

onde u, = (up,v) é a velocidade de deslize da base, A(0) = 2(pg)™ D A(0) e

a = ap — ap é a taxa de acumulagdo/abla¢do. Um procedimento andlogo, usando

também @—@, permite-nos reduzir a equagao a

0 0

pe (Zt +u- va) = % (k(@)gz) + pgA(0)(h — 2)" O+ gp @+ (g)
Devido a natureza do problema, a equacao @ é somente valida em pontos (z,y)
do seu dominio onde H > 0. De modo anélogo, a equacgao serd somente valida
em pontos (x,y,z) do seu dominio tais que 6 < 6,,, onde 6,, é a média anual da
temperatura atmosférica da regiao, pelo que muito inferior a temperatura de fusao
do gelo. Por outro lado, ao formularem-se modelos matematicos para o estudo do
escoamento de mantos de gelo, geralmente é necessario ter em conta que o dominio
ocupado pelo gelo nao é conhecido e é ele proprio, também, parte da solugao do
problema. Por isso nao é possivel prescrever uma condicdo de fronteira para a
funcao H. No entanto para a temperatura, assumem-se habitualmente as condigoes
de fronteira seguintes

0 =0, sobre z=h, (9)
—k(0)2% = ggeo sobre z=b (u=0e0<0,), (10)
onde ¢geo denota o fluxo de calor geotérmico devido ao atrito provocado pelo deslize
da base. Relativamente as condicoes iniciais Hy e 8y que complementam as equagoes

@ e , deverdo ser consistentes com o problema real e tém de satisfazer as mesmas
restrigoes de Hy > 0e 0 < 0,,.

4 Problema isotérmico
O problema posto pelas equagoes @—@D é muito complicado de analisar, do ponto

de vista da Andlise Matematica. Isto deve-se a presenca de uma equagao integro-
diferencial, mas principalmente por causa da lei de Arrhenius que caracteriza a
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viscosidade e, também, devido ao expoente de Glen varidvel. Mesmo modelos
exotérmicos que considerem expoentes de Glen constantes, sdo, ainda, dificeis de
analisar. Os modelos mais simples consideram o caso isotérmico que faz com que
a viscosidade nao dependa mais da temperatura, levando ao desacoplamento das
equagoes e . Alguns autores justificam esta substancial simplificacdo do pro-
blema, argumentando que o modelo isotérmico pode resultar de taxas de variacdo
da temperatura aproximadamente nulas (ver e.g. [4 [5]). Outra simplificagdo do
modelo, decorre de assumir que o dominio do escoamento é conhecido, digamos

Qr = (0,T) x Q C RT x R?,
sendo © um dominio (conexo) limitado, e que a base do manto de gelo é plana, i.e.
b = constante .

Usando estas simplificagoes, o problema @—@D reduz-se a uma tnica equagao

n+2
%—i[—&—ub-VH:div (f+2|VH|"_1VH) +a em Qr. (11)
O problema formulado pela equagao complementada por condigoes iniciais e de
fronteira apropriadas, e.g. H = 0 sobre 'y := (0,T) x 9Q e H = Hy em Q, quando
t = 0, foi analisado em [3]. A{ foi demonstrada, sob determinadas condigbes sobre
a e Hy, a existéncia e unicidade de solugdes fracas para este problema. Demonstra-
mos, também, que espessuras iniciais, nulas em qualquer parte, propagam-se com
velocidade finita. Provamos, ainda, que, se a espessura do manto de gelo se anu-
lar localmente, existe um tempo de espera até ao qual a espessura ird permanecer
nula. Isto significa que, apds uma retraccao local, o declive da superficie livre deve
reconstruir-se antes de um novo avango ser possivel.
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