ACERCA DO ULTIMO PROBLEMA DE TAKENS

Alezandre A. P. Rodrigued]]

Centro de Matematica da Universidade do Porto
e Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto
Rua do Campo Alegre 687, 4169-007 Porto, Portugal

e-mail: alexandre.rodrigues@fc.up.pt

Resumo: No contexto de equagoes diferenciais auténomas, uma solugao
limitada com comportamento historico é aquela para a qual as médias de
Birkhoff nio convergem. O Ultimo Problema de Takens descrito em (F. Ta-
kens (2008), Nonlinearity 21(3), T33-T36) questiona a existéncia de sistemas
dindmicos suaves onde o comportamento histérico ocorre persistentemente
num conjunto de condigoes iniciais com medida de Lebesgue positiva. Tendo
este desafio como mote, nesta nota pretende-se fazer uma pequena digressao
sobre o problema, assim como referir alguns dos desenvolvimentos recentes
do tema em fluxos com ciclos heteroclinicos associados a solugdes periddicas
com multiplicadores de Floquet reais.

Abstract: In the context of an autonomous differential equation, a limited
solution with historic behaviour is one for which the Birkhoff averages do
not converge as time goes to infinity. Takens’ Last Problem described in (F.
Takens (2008), Nonlinearity, 21(3), T33-T36) asks for smooth dynamical
systems where historic behaviour occurs persistently for initial conditions in
a set with positive Lebesgue measure. This note reports recent progresses
on the field, stressing the role of heteroclinic networks involving periodic
solutions with real Floquet multipliers.
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2 ACERCA DO ULTIMO PROBLEMA DE TAKENS

Figura 1: Retrato de Floris Takens na Academia da Universidade de Groningen,
da autoria de Jacqueline Kasemier. (Fonte: Foto de University of Groningen’s
Academy)

1 Introducao

A descrigao geométrica de um atrator cadtico é, em geral, dificil e é nesse
contexto que a andlise qualitativa e probabilistica de equacgoes diferenciais
se torna relevante. Num registo longo de séries temporais de um sistema
cadtico, espera-se que, para condic¢oes iniciais genéricas, as médias temporais
convirjam [I9]. No entanto, hd casos em que estas médias temporais nao se
aproximam de nenhum ntimero, independentemente do tempo que se espere.
Este comportamento, dito histérico, estd associado a dindmica intermitente,
que ocorre tipicamente perto de ciclos heteroclinicos (ou em sistemas cujos
fluxos podem ser aproximados por ciclos).

Tendo [12] como ponto de partida, o objetivo deste texto é o de explorar
a persisténcia de comportamento histérico para uma classe de sistemas en-
volvendo ciclos heteroclinicos robustos, induzindo uma resposta parcial ao
Ultimo Problema de Takens [24]. Mais precisamente, discutir-se-3 a diné-
mica perto de atratores heteroclinicos cadticos nao hiperbdlicos que exibem,
na sua vizinhanca, um conjunto “visivel” de solugdes cujas médias tempo-
rais ndo convergem, e dentro do qual o fenémeno da existéncia de compor-
tamento histdrico é persistente (7.e. mantém-se para pequenas perturbagoes
do sistema). Esta anélise é efetuada, numa primeira fase, estudando-se uma
familia uni-paramétrica de campos de vetores cujo fluxo exibe solugdes pe-
riédicas conectadas ciclicamente e cujas variedades invariantes coincidem —
veja-se §3] Seguidamente, em mostrar-se-a que, sob perturbacoes gené-
ricas que envolvem a quebra de coincidéncia das variedades, existem valores
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ALEXANDRE RODRIGUES 3

do pardmetro para os quais as variedades invariantes de solucées periddi-
cas consecutivas (do ciclo) exibem tangéncias homoclinicas. Isto implica a
propriedade de Newhouse [16] da existéncia de densidade de tangéncias (no
pardmetro de bifurcacdo) e de infinitos pogos. Os resultados de [5], [13] po-
dem entdo ser usados para fornecer uma resposta afirmativa ao problema
proposto por Takens em [24].

1.1 Meédias temporais e comportamento historico

Sejam M uma variedade tridimensional compacta e sem bordo, e f: M —
TM um campo de vetores suficientemente suave (pelo menos C?) associado
a equagao diferencial auténoma:

z = f(x), onde z(0) =x0 € M. (1)

O grupo de difeomorfismos a um pardmetro ¢ : I x M — M, I C R, que
verifica

flz)= %:(t,fﬂﬂt:o

designa-se por fluxo associado ao Problema de Valor Inicial . Como M é
uma variedade compacta e sem bordo, entdao pode-se assumir que I = R. A
terminologia que se segue foi introduzida por Ruelle [19].

Defini¢ao 1 Diz-se que a solugdo ¢(t,xo), xg € M, tem comportamento
historico se existir uma fungdo continua H : M — R, por vezes designada
por observavel, tal que a média temporal de Birkhoff

7 |} Heott, o )

diverge.

Segundo [19, 24], a expressao comportamento histérico deve-se ao facto
de uma solugdo ¢(t,zp), t € R e zy € M, com comportamento histérico,
reter informagdes sobre o seu passado. A nao existéncia de limite em
pode ser assegurada através da existéncia de pelo menos duas sequéncias de
tempos diferentes, digamos (7;);en € (S;)ien, tais que:

T; S
lim 1/ H(p(t,zp))dt # lim 1/ H(p(t, zp))dt.
T Jo Si Jo

i——4o00 i——400
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4 ACERCA DO ULTIMO PROBLEMA DE TAKENS

O comportamento limite das médias temporais em relacdo a uma dada
medida ¢é estudado desde Sinai [21], Ruelle [20] ¢ Bowen [3]. A existéncia
de um conjunto aberto (ndo vazio) de solugdes exibindo comportamento
histérico persistente é visto como um fenémeno raro.

Antes de se estudarem alguns exemplos com e sem comportamento his-
térico, convém relembrar ao leitor alguns conceitos sobre ciclos e redes he-
teroclinicos e que podem ser encontrados na referéncia [7].

1.2 Ciclos e redes heteroclinicos

Sejam A C M um conjunto invariante pelo fluxo do sistema (|1]) e d a métrica
riemanniana associada a M. Para cada conjunto invariante A definam-se os
conjuntos

WeéA)={zeM: tl;inoo d(p(t,z),A) =0}

WYA)={ze M: tl}r_noo d(p(t,z), A) = 0},

0s quais possuem estrutura de variedade diferenciavel e sao designados de va-
riedades invariantes de A, respectivamente estdvel e instdvel. Os casos mais
interessantes dizem respeito a conjuntos invariantes A tais que W*¥(A) # A
e W¥(A) # A, os quais irdo ser designados, daqui em diante, por selas
invariantes (veja-se Figura .

Figura 2: Exemplo de uma sela invariante com variedades estavel e instdvel nao
triviais.

Dadas duas selas invariantes A e B, se W*(A) N W#(B) # (), dizemos
que existe uma ligagdo heteroclinica de A para B. No caso de dim [IW*(A)N
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ALEXANDRE RODRIGUES 5

W#(B)] > 1, essa ligagao heteroclinica corresponde a uma uniao de curvas-
solucao do sistema que se aproximam de A no passado e de B no futuro.

Ciclos heteroclinicos tém defini¢gdes mais ou menos formais na literatura.
Seguindo de perto Field [7], um ciclo heteroclinico é dado pela unido de um
conjunto finito ordenado de selas invariantes A = {A;, i = 1,...,k} tais que
existe um ciclo de ligacoes heteroclinicas entre elas, isto é, existe uma ligagao
heteroclinica de A; para A; 1, para todo j =1,...,k —1 e de A} para A;.
Quando o ciclo s6 possui uma sela, o ciclo é designado de homoclinico. Uma
rede heteroclinica é a unido conexa de ciclos heteroclinicos, de modo que,
para qualquer par de selas A; e A; na rede, existe uma sequéncia de ligacoes
heteroclinicas que as une (3,7 € {1,...,k}).

1.3 Bacia de atracao

Sejam A C M um conjunto invariante pelo fluxo do sistema . A bacia de
atragdo associada a A, denotada daqui em diante por B(A), é definida por:

B(A)={zx e M: w(z) C A}\A,

onde w(z) é o conjunto de todos os pontos de acumulacio da trajectéria
o(t,x), com t € RT.

1.4 Exemplos sem comportamento historico visivel
Exemplo 1.

Seja f um campo de vetores C? em R" e H : R — R uma funcdo continua.
Sejam p € R™ um ponto de equilibrio assintoticamente estével de (1f) e
C C R™ uma solugao £-periddica atratora de parametrizada por s, C(s)
— vejam-se Figuras [3[a) e[3[(b). Se X € B({p}) e Y € B(C), entdo:

1
lim

T
TS 400 T /0 H(p(t, X))dt = H(p) € R

T 3
TETOO;/O H((p(t,Y))dt:/O H(C(s))ds € R.

Em particular, nenhuma solugdo da bacia de atracao de p e C exibe com-
portamento histérico.
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6 ACERCA DO ULTIMO PROBLEMA DE TAKENS

Figura 3: Esboco de: (a) um ponto de equilibrio, (ii) uma solucdo periédica e (iii)
uma rede homoclinica, todos atratores.

Exemplo 2.

Sejam f um campo de vetores C2 em R”, H : R® — R uma funcéo continua,
p um ponto de equilibrio do tipo sela e I' um ciclo homoclinico atrator
associado a p (veja-se um exemplo desta configuragdo na Figura (c)) Se
X € B({p}), entdo:

1 T
li — H(p(t,X))dt = H(p) € R.
(i [ HG )= 1)

Noutros termos, tal como no Exemplo 1, nenhum ponto da bacia de
atracdo de I' exibe comportamento histérico; estatisticamente as solugoes
passam Lebesgue — quase todo o tempo perto do ponto de equilibrio p e nao
ao longo da conexao.

Exemplo 3.

Sejam (M, B, ;1) um espago de probabilidade e ®(¢,x) um fluxo p-invariante
definido em M onde a medida de probabilidade i é absolutamente continua
com relacdo a medida de Lebesgue. Do Teorema Ergédico de Birkhoff,
decorre imediatamente que, se H : M — R é uma funcdo pu-integravel,
entdo, para Lebesgue — quase todos os pontos em M, a média

) 1 (T
i /0 H(p(t,x))dt

converge. Noutros termos, no mundo conservativo (no sentido em que uma
medida equivalente & medida de Lebesgue é preservada), se houver compor-
tamento historico, este sera “invisivel” relativamente a esta medida.
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ALEXANDRE RODRIGUES 7

1.5 Exemplos nao genéricos com comportamento histérico

Nesta seccdo, explicitam-se alguns exemplos ndo genéricos com comporta-
mento histérico que ocorrem em familias de sistemas dindmicos. O primeiro
trata-se de um sistema discreto explorado por Hofbauer e Keller [9], onde
se mostrou que a familia logistica contém elementos para os quais Lebesgue
quase todas as Orbitas tém comportamento historico.

Olho de Bowen

O segundo exemplo, no caso continuo, é devido a Bowerﬂ que descreveu
um sistema de equagcdes diferenciais (com dois pardmetros) em R? da forma
i = f(x), onde f é C?, e cujo fluxo satisfaz as seguintes propriedades (veja-se

Figura [4|a)):
(B1) Pt e P~ sao pontos de equilibrio;

(B2) existem duas ligagoes heteroclinicas unidimensionais, uma de Pt para
P~ e a outra P~ para PT;

(B3) os valores proprios Df(P*) e Df(P~) sao tais que o ciclo I' definido
pela unido dos pontos de equilibrio (tipo sela) e pelas as trajetérias
que os conectam, contém um aberto nao vazio de condic¢bes iniciais
que se aproximam, em tempo positivo, de T'.

A unido dos pontos de equilibrio e das trajetoricas que os conectam
originam o ciclo heteroclinico I', também conhecido por “Olho de Bowen”.
O seguinte resultado evidencia que qualquer solugdo na bacia de atragao de
I" tem comportamento historico.

Teorema 1 (Takens [23]) Seja G : R? — R uma fungio continua tal que
G(P*) # G(P™) e seja xg € B(T). Entdo:

T T
lim inf l/ G(p(t,xp))dt < limsup l/ G(p(t, zo))dt.
T Jo T Jo

No entanto, perturbando de forma genérica o campo de vetores, o ciclo I’
quebra-se e o sistema perde a propriedade de existéncia de comportamento
histérico (Figura [|(b)).

2Conforme referido por Takens [24], Bowen nunca teré publicado este resultado.
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8 ACERCA DO ULTIMO PROBLEMA DE TAKENS

ciclo heteroclinico

atrator
solugéo periddica
atratora

Figura 4: (a) “Olho de Bowen” descrito por Takens cuja bacia de atracdo contém
um aberto nao vazio de condigbes iniciais cujas trajectérias se aproximam do ciclo.
(b) A quebra do “Olho de Bowen” origina genericamente uma solugdo periédica
atratora (sem comportamento histérico).

O comportamento histérico pode-se tornar persistente para sistemas
dindmicos que preservam o bordo de uma variedade ou na presenca de Si-
metria. Outros exemplos de alta codimensao com atratores heteroclinicos,
onde para Lebesgue — quase todas as trajetorias, as médias de Birkhoff nao
convergem, foram dados por Gaunersdorfer [§] e Sigmund [22]. No entanto,
a resolucao parcial ou total do problema que motiva a redacdo deste texto
exige uma abordagem mais geral que nao contempla este tipo de restricao.

Uma justificacdo para a crenga de que a existéncia de comportamento
histérico é um fenémeno raro prende-se com o conteido do “Ultimo Pro-
blema de Takens” [12, 13, 24]: existem classes de sistemas dindmicos suaves
onde o comportamento historico ocorre persistentemente num conjunto de
condigoes iniciais com medida de Lebesque positiva? Em termos ergddicos,
esse problema é equivalente a encontrar uma classe persistente de sistemas
que nao admite medidas fl'sica [22]. A designacdo “Ultimo Problema de
Takens” deve-se ao facto de ter sido o ultimo trabalho publicado por Floris
Takens (cujo retrato se encontra na Figura[l)) com problemas em aberto.

O exemplo paradigmatico com comportamento historico persistente foi
sugerido no trabalho de Colli e Vargas em [5], no qual os autores apresenta-
ram um modelo simples caracterizado pela existéncia de um difeomorfismo
bidimensional com uma Ferradura de Smale cujas variedades invariantes exi-
bem tangéncias persistentes sob perturbagdes arbitrariamente pequenas (na

3Uma medida fisica para um C*-difeomorfismo f definido numa variedade M é uma
medida f-invariante p definida em M na qual, para toda a func¢do continua ¢, a igualdade
limpey £ Z;:Ol ©(f7(z)) = [ pdu ocorre num conjunto de condigdes iniciais  com medida
de Lebesgue positiva.
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A A

N Q=7

Figura 5: Exemplo de Colli e Vargas [5]: Ferradura de Smale cldssica e variante
em que se ilustra o desdobramento de uma tangéncia homoclinica de um ponto
periddico hiperbdlico.

topologia C2). Os autores de [5] sugerem que essa configuracio, ilustrada na
Figura (b), implicaria a existéncia robusta de conjuntos abertos ndo vazios
com comportamento histérico.

Recentemente, os autores de [13] provaram que qualquer conjunto aberto
de Newhouse (munido da topologia C”, r > 2)E| estd contido no fecho do
conjunto de difeomorfismos que possuem dominios errantes ndo triviais cujas
orbitas tém comportamento histérico. Usufruindo desta configuragio, uma
resposta ao Ultimo Problema de Takens é dada em [I3] (caso discreto), onde
os autores usaram as ideias sugeridas em [5] para encontrar um dominio
errante nao-trivial onde o difeomorfismo contrai area. De forma persistente,
os autores de [I3] obtém um conjunto aberto nao vazio de condigoes iniciais
para o qual as médias temporais (das trajetérias associadas) ndo convergem.
Até onde sabemos, o problema original, enunciado para fluxos, permanece
aberto até agora.

Sem introduzir demasiado formalismo, no presente texto exibe-se uma
classe de sistemas dindmicos suaves onde o comportamento histérico ocorre
persistentemente num conjunto de condi¢des iniciais com medida de Lebes-

4Dado um C?-difeomorfismo f : R? — R?, um ponto no-periédico de f diz-se dissipa-
tivo se | det D f™ (p)| < 1. Um conjunto de Newhouse é um conjunto de C2-difeomorfismos
bidimensionais dissipativos que apresentam um ponto periédico hiperbdlico com uma tan-
géncia homoclinica; mais detalhe em [13] [16].
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10 ACERCA DO ULTIMO PROBLEMA DE TAKENS

gue positiva. As demonstracoes dos resultados deste texto foram omitidas
mas podem ser encontrados no artigo [12].

2 Hipoébteses

O objeto de estudo do presente texto é a dindmica em torno de um ciclo
heteroclinico associado a k solugoes periddicas, 1 < k € N, para as quais se
da, em seguida, uma descricao rigorosa. Especificamente, estudar-se-4 uma
familia uni-paramétrica de equacgoes diferenciais da forma

onde, para cada A € R, f\ é um campo de vetores C?, definido em R3, cujo
fluxo tem as seguintes propriedades (vejam-se as Figuras |§| e :

(P1) Para A = 0 e a € Zy = Z/kZ, existem k solucdes periddicas hi-
perbdlicas P, de de periodo minimo &, > 0. Os multiplicadores
da Floquetﬂ de P, sao dados por exp(e,) > 1 e exp(—c¢,) < 1 onde
Cq > €q > 0.

(P2) Para A = 0ea € Zy, as variedades invariantes locais W*(P,) e W*(P,)
sdo superficies suaves homeomorfas a um cilindro — veja-se a Figura [6]

(P3) Para A = 0 e a € Zj, cada um dos ramos de W*(FP,) coincide com
um dos ramos de W*(P,;1), formando uma rede heteroclinica, a que
chamaremos I'y.

(P4) (Transversalidade) Para A # 0 e para cada a € Zj, cada ramo da
variedade bidimensional W*(P,) intersecta transversalmente um ramo
de W#(P,+1) em (pelo menos) duas trajetérias, formando uma rede
heteroclinica I'y.

Para X\ # 0, qualquer uma das duas trajectérias de (P4) em W*(P,) N
W#(P,4+1) sera indicada por [P, — P,+1]. Uma suposicdo mais técnica,

50s multiplicadores de Floquet de uma 6rbita periédica C podem ser vistos como os
valores préprios da linearizacado da aplicagdo de primeiro retorno induzida por C.
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s (P)

Wi (P)

Figura 6: Dinimica local numa vizinhanga de uma solugao peridédica hiperbdlica
P. Uma solugdo que comece em In(P) (parede lateral do cilindro), entra dentro
da vizinhanga V' em tempo positivo e, se nao estiver em W#(P), sai de V. Uma
solugdo que comece em Out(P) (“tampas” do cilindro), sai de V.

designada adiante por (P5), serd assumida depois de se ter estabelecido
alguma notacdo. Para cada a € Zj, definam-se as seguintes constantes:

Ca Ca
0g = — > 1, Hat1 =
€a €a+1

k
>0, §=]]6>1
a=1

e ainda
1 [
T, = —/ P,(s)ds € R>.
ga 0

Sem perda de generalidade, assuma-se que £, = 1, para todos a € Zj.
Geometricamente, T, € R? pode ser visto como o centro de gravidade da
solucdo periddica P,. Usando técnicas de simetria e o método de levanta-
mento por rotagdo desenvolvido em [I} [I7], um exemplo de um campo de
vetores satisfazendo as propriedades (P1)—(P5) é apresentado em [12] §7].
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12 ACERCA DO ULTIMO PROBLEMA DE TAKENS

WY(P,)=WS(P, ) WY(P,)hWS(P,)

Figura 7: Configuracao (P1)—(P4) para k =2. (a) A=0. (b) A > 0.

3 ) =0: dindmica regular

A dinamica de estruturas heteroclinicas envolvendo solucoes periddicas satis-
fazendo (P1)-(P4) foi estudada em [2] 10}, [I7] em diferentes contextos. Uma
vez que o campo de vetores fy satisfaz (P1)—-(P3) entdo, adaptando o cri-
tério de Krupa e Melbourne [I4] 15], qualquer solu¢do com condigao inicial
suficientemente proxima de I'g ird4 aproximar-se do ciclo em tempo posi-
tivo; noutros termos, o ciclo I'g é Lyapunov assintoticamente estdvel. Em
particular, na topologia usual de R3, tem-se:

Corolario 2 ([12]) A bacia de atragio de Ty contém um conjunto aberto
nao vazio.

Tal como esta sugerido no esquema da Figura |§|7 denotando por Vj,
Jj = 1,...,k, uma vizinhanca de P; perto da qual o campo de vetores se
pode linearizatﬂ é possivel dividir a sua fronteira em dois tipos de conjuntos,
a saber:

SEsta vizinhanca existe e estd bem definida para um conjunto aberto e denso dos
multiplicadores de Floquet — Lema A1l de [12].
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e In(P;): uma solugdo que comece neste conjunto, entra dentro da vizi-
nhanga V; em tempo positivo e, se nao estiver na W?*(P;), sai de V;
ao fim de tempo 7; > 0.

e Out(P;): uma solugdo que comece neste conjunto sai da vizinhanga V;
em tempo positivo.

Deste modo, assumindo que as transicoes entre P; e Pjy1 sdao instan-
taneas, se X1 € In(P;), podem-se definir as seguintes sequéncias de tempo

(ver Figura [8):

e 7;: sequéncia de periodos de tempo no qual a solu¢do estd na vizi-
nhanga de P; e

e 71 =0e¢e Tj+1 = Zgzl T -

Com base no Corolério [2, & medida que uma trajetéria se aproxima de
Ty, ela visita as solugoes periddicas do ciclo de forma recorrente e ordenada.
Admitindo que X; € In(Py), a trajetéria associada dispende um tempo 71
na vizinhanga Py, posteriormente passa um tempo 73 na vizinhanca Ps,.... e,
ao fim de Ty unidades de tempo, volta a visitar a solugdo periédica inicial
Py, por um periodo de tempo 7,41 0 qual se pode relacionar com o tempo
original 71 do seguinte modo: 741 = 0 71. Mais genericamente, tem-se:

Lema 3 (Corol. 3, [12]) 741 = e;ﬁ Tj € Tjtk = 0 Tj.

A sucessao dos regimes oscilatérios do tempo em que as solugoes perma-
necem perto de selas consecutivas é uma progressao geométrica. A este tipo
de regimes oscilatorio chama-se vulgarmente de intermiténcia. Qualquer
solucdo passa a maior parte do tempo perto das selas e ndo ao longo das
conexoes, razao pela qual se diz que o atrator estatistico de I'g é a uniao das
selas que a ele pertencem (Proposicao 1 de [12]). Esta propriedade torna
legitima a assungao de que as transicoes entre as vizinhancas de P; ocorrem
instantaneamente.

Para caracterizar o conjunto de pontos de acumulagdo de
limp 1o % fOT o(t, X)dt com X € B(T'y), definam-se os pontos:

Tq + Hat+1Tat+1 + Pat1Ha+2Tat2 + ... + Hf:f PatiTatrk—1  num(Ag)

1+ Hat+1 + Hat1tat2 + ..o+ Hf;11 Ha+1 a den(A(‘l)) ,
4

A, =

em que a € Z,, num(A,) € R? e den(A,) € RT.
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14 ACERCA DO ULTIMO PROBLEMA DE TAKENS

\ And
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Figura 8: Terminologia dos tempos.

Teorema 4 (Teorema 8, [12]) Seja fo um campo de vetores em R3 satis-
fazendo (P1)-(P3). Entdo para qualquer X € B(I'o), o conjunto de pontos
de acumulagdo da média temporal

1 T
li — X
THHEOO T Jo (P(t7 ) di
€ a fronteira do k-poligono definido por Ay, Ao, ...., Ap. Quando d — 1, o

k-poligono colapsa num ponto.

As posigoes dos vértices do k-poligono e dos centros de gravidade das
solucdes periddicas P, nao sao aleatérias, obedecendo a k condigoes algébri-
cas (ver Proposicao 7 de [12]). Em particular, os pontos A, 1, A, € T, sdo
colineares (veja-se Figura @:

A num(Aag+1)
ott den(Ag+1)

B < den(Ag) ) num(Ag) n ( 0—1 )x
tarrden(Aq+1)/) den(A,) tariden(Aqgi1)/) "

= A, + BT,

onde den(Ay) 51
en(Ag, —
o= =1- =1-7.
pratr1den(Agy1) pat1den(Aqi1) P
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Figura 9: Tlustragdo do Teorema [4| para k = 3.

A dltima proposicao do Teorema [4] é consistente com a teoria desenvol-
vida por [6] em que os autores descrevem resultados sobre a existéncia de
médias temporais no caso conservativo. Neste contexto, ndo ha atratores
na dindmica (consequéncia do Teorema de Liouville); em particular, 6 = 1.
Dai que o Teorema [4| vai ao encontro dos resultados de [6] que referem a
existéncia de um ponto de equilibrio interior como média temporal.

O Teorema 4] tem como consequéncia o seguinte corolario (bastando que
o observével exigido pela Defini¢ao [I] seja a projegdo em cada uma das com-
ponentes canodnicas).

Corolario 5 Seja fo um campo de vetores em R3 satisfazendo (P1)-(P3).
Entao, para qualquer X € B(I'g), a sua trajectdria exibe comportamento
historico.

Relativamente ao Corolario [5] o facto marcante é que as médias de
Birkhoff divergem de um modo uniforme: elas aproximam-se de um poli-
gono. Esta propriedade contrasta com os atratores estranhos ergddicos e
hiperbdlicos os quais, genericamente, admitem uma medida fisica (Teorema
de Sinai-Ruelle-Bowen), onde quase todas as condigdes iniciais induzem mé-
dias de Birkhoff convergentes, apesar da dindmica complexa que se pode
observar.
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16 ACERCA DO ULTIMO PROBLEMA DE TAKENS

4 )\ > 0: dinAmica cadtica

Dado a € Zj, da coincidéncia das ligagoes heteroclinicas cilindricas de di-
mensao 2, W*(P,) e W*(P,+1), desdobram genericamente duas configura-
coes (veja-se [4]):

o W"(P,) e W#(P,4+1) ndo se intersectam;

o W%(P,) e W5(P,41) intersectam-se num nimero par de trajetérias.

Para A # 0, por (P4), assume-se que as variedades invariantes das solu-
¢oOes periddicas do ciclo intersetam-se transversalmente. Vai-se ainda admitir
a seguinte hipotese adicional ilustrada na Figura

(P5) Para cada a € Zy e A # 0 préximo de zero, as variedades W"(F,) e
W#(P,+1) intersetam-se numa curva fechada em In(P,41).

A partir de agora, discutir-se-4 a equacgao diferencial satisfazendo
(P1)—(P5), com X\ # 0. Convém, em primeiro lugar, notar que, para \ #
0, a rede nao é estavel devido a presenca de ferraduras suspensas na sua
vizinhanca [17]; existe um nimero infinito de conexées homo e heteroclinicas
entre quaisquer duas solugoes periddicas e a dindmica préxima da rede é
bastante complexa (cf [IT], [I8]). Para facilitar a interpretagdo e anélise do
sistema, vai-se admitir k = 2.

Do estudo da dindmica local junto de P; ([12), §4.2]), a linha que repre-
senta a intersecdo da variedade instédvel de P, com In(P;) vai ser enviada
em Out(P;) numa dupla hélice com uma dobra ou ponto de viragem (|12,
§6.3]). A posicao relativa dessa dobra vai ser governada pelo pardmetro
A > 0, a qual vai rodando em torno de Out(P;). A medida que A > 0 varia,
esse ponto de viragem vai “tocando” na linha que representa a intersecao da
variedade estavel de P, com Out(P;), sendo a ideia da prova da alinea (i)
do seguinte resultado (ver Figura [12)):

Lema 6 (Teorema 11, [12]) Se (f\)x € uma familia de campos de vetores
satisfazendo (P1)-(P5), entdo:

1. existe uma sequéncia (N\;); de numeros reais positivos com
lim; \j 5400 = 0 tal que para X = \; as variedades W"(Py) e W*(P;)
intersetam-se tangencialmente de forma quadrdtica (genérica).
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WYP,) > —= A WEP, ;)
/PV P%* WY )

Figura 10: Ilustragdo da Propriedade (P5): transicoes entre as selas. Para A # 0,
as variedades W*(P,) e W*(P,41) intersetam-se numa curva fechada em In(P,1).

2. arbitrariamente prézimo da conexdo homoclinica associada a Py (ga-
rantida na alinea anterior), existem pontos fixos hiperbdlicas p; e uma
infinidade de valores Ay, ; para os quais a aplicacdo de primeiro retorno
a In(Py) exibe uma tangéncia homoclinica associada a p;.

A prova do item (2) decorre do facto das variedades invariantes das
solugoes periddicas, quando restritas a In(Pj), terem a mesma forma das
linhas resultantes das intersec¢oes das variedades invariantes com a seccao
transversal In(P;). Consequentemente, arbitrariamente perto do valor de
A = X\; > 0 para o qual ocorre uma tangéncia homoclinica de P», existe
um outro valor de A para o qual se observa uma tangéncia homoclinica
associada ao ponto fixo p; da ferradura cuja existéncia foi provada em [17],
e esquematizada na Figura [II] Uma vez que este ponto fixo é dissipativo,
podem-se aplicar os resultados de Newhouse [16].

O préximo teorema é a chave desta secgao (e deste texto) uma vez que
localiza regides onde o comportamento histérico é detetado para a aplica-
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Figura 11: Representagio da ferradura existente perto de I'y (mais detalhe em
[11, [I7]). Os conjuntos H; e Ha representam retangulos horizontais em In(P;) e V3
e V5 as suas imagens pela aplicagao de primeiro retorno.

¢ao de primeiro retorno. Localiza trajetorias com comportamento histérico
em campos C2-préximo de elementos da familia , como consequéncia das
tangéncias encontradas no Lema [6 combinadas com o Teorema A de [13].
Tendo em conta que as perturbagoes construidas em [13] sdo locais e arbitra-
riamente pequenas (na topologia C2), pode-se “levantar” a perturbacio da
aplicacao de primeiro retorno que exibe comportamento histérico, e trans-
ferir esta propriedade para fluxos. O fluxo resultante estd C2-perto do fluxo
original.

Teorema 7 (Teorema 12, [12]) Se (f\)x € uma familia de campos de
vetores satisfazendo (P1)-(P5), entdo existe uma sucessio (\j)jen com
limjen Aj = 0 tal que, para cada Aj, existe um campo vetorial, C?-prézimo de
I, s cujo fluzo associado exibe um conjunto aberto e nao-vazio de condigoes
iniciais cujas trajetorias associadas exibem comportamento historico.

5 Nota final

Tendo [I2] como ponto de partida, o objetivo deste texto foi o de explo-
rar a persisténcia de comportamento histérico para uma classe de sistemas
envolvendo ciclos heteroclinicos associados a solugoes periddicas, levando a
uma resposta parcial do Ultimo Problema de Takens [24]. Todas as provas
podem ser encontradas em [I2] ou nas referéncias nele citadas. Para além de
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In(P,) Out(Py)
WHER, ) —> u
WS(P,) —— L—— WYP))

WS (P, )

Figura 12: Tangéncias heteroclinicas: & medida que A > 0 varia, o ponto de
viragem vai “tocando” a linha que representa a interse¢do da variedade estével de
P, com Out(FPy).

uma prova geral mais precisa da questao da passagem do comportamento
histérico da aplicagdo de primeiro retorno para um campo de vetores, ha
ainda problemas em aberto relacionados com a persisténcia do comporta-
mento histérico. Por exemplo,

(1) serd que existe um campo de vetores polinomial em R com dominios
errantes e, consequentemente, com comportamento histérico?

(2) que tipo de bifurcagdes podem ocorrer no caso em que, para todo o
a € Zg, W*(P,) e W*(P,41) nao se intersectam?
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