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INTRODUCAO

Luis Saraival

(Coordenador Nacional do SNHM, CIUHCT, DM da FCUL)

A realizacdo de um Encontro do SNHM em Leiria esteve inicialmente
prevista para 2019. Esse encontro foi no entanto adiado para 2020 devido
a em 2019 se celebrar o matematico José Monteiro da Rocha, nos 200 anos
do seu falecimento, tendo o 322 Encontro sido realizado em Marco de Ca-
naveses, local do nascimento do referido matematico.

Infelizmente a pandemia que comegou no inicio de 2020, e que ainda
esta longe de estar controlada, impediu a realizagao presencial deste Encon-
tro, e este teve lugar online por uma plataforma Zoom. Pela primeira vez
conseguiu-se que o Encontro fosse creditado pelo Ministério da Educagao,
o que resultou niuma elevada participacdo de professores, tendo o niimero
total de inscri¢oes ultrapassado a centena. Este foi o primeiro Encontro do
SNHM realizado online, mantendo todas as caracteristicas e estrutura dos
Encontros do Seminério, e podemos dizer que correu muito bem, embora,
claro, ndo se pudesse realizar algo que é inerente aos encontros presenciais
e ¢é parte da sua mais valia, o contacto directo entre participantes, as con-
versas fora da sala de conferéncias, o viver conjuntamente durante dois dias
um projecto comum, incluindo a habitual tarde social, com a visita guiada
pelos organizadores a locais de interesse da regido. Para compensar de al-
gum modo esta impossibilidade, fez-se a projeccao de um filme que mostrou
alguns dos aspectos relevantes de Leiria.

Tivemos dois conferencistas convidados, cuja vinda a Portugal esteve
equacionada até se verificar a impossibilidade de um Encontro presencial, e
que apresentaram conferéncias plenarias.

O Professor José Chabéas, da Universidade Pompeu Fabra, de Barce-
lona, apresentou uma comunicacao sobre os primeiros livros de astronomia
impressos em Portugal, e sobre o cruzamento de tradigoes astronémicas que
revelam, centrando-se em trés livros: o Almanach Perpetuo, o Regimento do
Estrolabio e o Reportorio dos Tempos.

O Almanach Perpetuum, de Abraham Zacuto, impresso em Leiria, foi o
primeiro que surgiu em Portugal. Este livro é uma versao de outro escrito por
Zacuto em hebreu, Ha-Hibbur ha-Gadol. Nele sao utilizadas extensivamente
as Tabelas Afonsinas. Nem todas as tabelas deste livro foram integradas no
Almanach Perpetuum, a maioria das que ndo foram colocadas no Almanach

! Agradecimentos institucionais sdo devidos & Fundacio para a Ciéncia e a Tecnologia
de Portugal no ambito do projeto UIBD/00286,/2020.
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76 INTRODUGAO

sdo relativas ao calendario judaico. Uma outra tradicao é visivel no livro
de Zacuto: as suas tabelas para conjuncgoes e oposigoes sao baseadas num
conjunto de tabelas de Jacob ben David Bonjorn, elaboradas um século
antes, relativas ao periodo 1361 a 1391, mas incluindo um procedimento
para as calcular fora desse periodo temporal, Deste modo este livro partilha
uma tradi¢ao de cédlculo dos astrénomos judaicos da Peninsula Ibérica e do
Sul de Franca. Zacuto ndo foi o nico que as utilizou, José Chabas da o
exemplo de Bernat de Granollachs no seu livro em cataldao Lunari.

O Regimento do Estrolabio foi publicado em Lisboa pelo alemao Her-
mann Kempis no inicio do século XVI. E conhecido em duas versdes: o
Regimento de Munique, por haver um exemplar na Biblioteca Publica de
Munique, e o Regimento de Evora, por haver uma cépia na Biblioteca Pu-
blica de Evora. Este segundo exemplar é mais tardio e mais completo que o
de Munique. Estes dois documentos foram extensivamente estudados pelos
historiadores portugueses de navegagdo. As suas tabelas sdo muito menos
precisas que as do Almanach, o que é indicativo de diferentes publicos e usos:
o Almanach seria destinado a astrénomos e, eventualmente, astrologos, en-
quanto que o Regimento seria para uso de pilotos e marinheiros.

O Reportorio dos Tempos foi publicado em 1518 em Lisboa por Valen-
tim Fernandes. Anuncia-se como tradug¢ao, mas nao indica a fonte. José
Chabas indica-a como sendo o Reportorio de los Tiempos, de Andres de Li,
publicado em castelhano em Saragoca em 1492. Contém tabelas de con-
jungoes e oposig¢oes que, em ultima instancia, passando por Andres de Li e
Granollachs, derivam das de Bonjorn, e outras tiradas da obra de Zacuto,
conjugando assim a tradicdo judaica com a afonsina.

Ugo Baldini, da Universidade de Padua, depois de dar uma perspectiva
geral das diferencgas de evolugao da ciéncia entre a Europa Ocidental e Cen-
tral por um lado, e a Europa Oriental, por outro, deu conta do modo de
penetragao das escolas jesuitas na Europa Oriental e as consequéncias que
tiveram no evoluir da ciéncia nessa regioes.

Quando se fala em Ciéncia Ocidental quer-se significar ciéncia da Europa
Ocidental ou da Europa Central. De facto a Europa Oriental (que Baldini
define em termos geogréficos) ndo aompanhou a sintese cultural ocorrida
no fim da Idade Média no Ocidente, e ndo tinha um sistema estruturado
de escolas e universidades, nem uma tradi¢do prépria de ensino da mate-
matica e disciplinas afins. Quem quisesse seguir o ensino superior tinha de
vir para universidades ocidentais, principalmente na Alemanha e na Itilia.
Sao sugeridos dois motivos essencialmente para estas diferengas: por um
lado, a sociedade da Europa Oriental ndo esteve envolvida nas grandes mo-
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Luis SARAIVA 77

vimentagoes comerciais do Mediterrdneo, e manteve um sistema feudal e
dos grandes agrarios, pelo que nao foi sentido, como no Ocidente, a necessi-
dade de conhecimentos técnico-cientificos especializados; por outro a divisao
religioso-cultural: a Igreja Ortodoxa, dominante a Oriente, era muito dife-
rente da Ocidental. A instrucdo bizantina ndo saiu do esquema classico do
trivium e do quadrivium. Como os estudos superiores eram orientados para
fins religiosos, estavam centrados em tépicos dogmaticos ou sobre os escritos
dos religiosos mais relevantes, pelo que os temas cientificos s6 eram consi-
derados na medida em que estavam de algum modo ligados aquelas &areas.
Baldini inumera outros fatores igualmente relevantes para a diferenca veri-
ficada, entre os quais a utilizacdo do alfabeto cirilico e a ndo existéncia de
ensino nem de linguas ocidentais nem de latim, a lingua franca do Ocidente.

A partir de 1565/70 deve-se unicamente a Companhia de Jesus a divul-
gacdo a oriente de um sistema escolar de tipo ocidental, com a criacdo de
um cada vez mais elevado nimero de escolas. O seu sucesso levou as esco-
las protestantes ja existentes e as ortodoxas a adoptar os seus programas
e os seus compéndios. Baldini detalha o conteiido ensinado bem como as
suas fontes. Devido a auséncia de professores de matematica, os primei-
ros professores das escolas jesuitas eram alemaes ou formados pela escola
de Clavius em Roma . Durante os primeiros 50 anos a produgdo matema-
tica limitou-se aos manuscritos das aulas. Depois a situacdo modificou-se,
quer com o ensinamento poés-curricular de matematica avancada a futuros
professores, quer com o envio dos melhores estudantes para universidades
ocidentais, verificando-se um progresso em dreas como a matematica pura
(o calculo leibniziano), a arquitectura militar, a balistica, a engenharia e a
astronomia.

Baldini terminou a sua apresentacdo com uma constatacao que da que
pensar: a matematica ocidental chegou a Europa Oriental trazida pelos je-
suitas como parte da cultura da Companhia de Jesus, num momento em
que esse mesmo conhecimento estava a entrar em colapso no Ocidente, co-
lapso este atribuido ao raciocinio matemético-quantitativo, visto como algo
radicalmente oposto aquela cultura.

A terceira e uUltima conferéncia plenaria foi de José Francisco Rodrigues,
do Departamento de Matematica da FCUL e do CMAFCIO, sobre a espiral
de Pedro Nunes e a sua influéncia na pré-histéria do Célculo Infinitesimal.

Pedro Nunes, no Tratado da Esfera, publicado em 1537, conceptualiza
a linha de rumo, que veio a ser designada por linha loxodrémica, tendo
aperfeicoado o conhecimento deste conceito na sua Opera, publicada em
1566. Os progressos da navegacao fora do Mediterrdneo, em grande parte
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78 INTRODUGAO

devidos aos portugueses, determinaram a globalizacdo da influéncia europeia
a partir do século XVI e tiveram correspondéncia em grandes progressos
em areas diversas, da Geografia e Ciéncias Naturais as Ciéncias Fisicas e
Astronomia.

José Francisco Rodrigues mostra como as linhas de rumo, através das
suas profundas rela¢des com a cartografia e a navegagao, sdo exemplo de um
problema pratico que foi essencial na histéria da expansado europeia e teve
importancia na evolugdo do cédlculo diferencial.

A teria de Pedro Nunes sobre as linhas de rumo foi essencial na teoria
matematica da linha loxodrémica e na cartografia. Como exemplo, apre-
senta a linha quebrada (formada por arcos de circulo) com que Pedro Nunes
aproxima a linha loxodrémica, e a que chama noniodromia, que utiliza para
a construgao de uma tabua de rumos aproximada. Isto pode ser visto como
o que, dois séculos mais tarde, em 1768, Euler utilizou para a rwesolugao
de uma equacao diferencial de 1 ordem. Sabemos bem da importancia de
Mercator na cartografia. José Francisco Rodrigues mostra que Pedro Nunes,
trés anos antes de Mercator o ter utilizado no seu Mapa Mundi de 1569, ja
tinha criado um método para a rectificagdo da linha loxodrémica no plano.
Sabia-se que Mercator conhecia as obras de Nunes, mas s6 recentemente se
conseguiu estabelecer que foi através de uma tabela de rumos que elaborou
a primeira projeccao cilindrica conforme num mapa. Mais tarde, em 1599,
o matematico Edward Wright apresentou a primeira descricdo rigorosa da
regra matematica implicada naquela projeccdo. Rodrigues diz que se trata
de facto da apresentacido da primeira integracdo numérica. Discorre ainda
sobre manuscritos de Thomas Harriot e uma publicacdo de Edmond Halley
de 1696 para reafirmar a importancia da contribuicdo de Pedro Nunes no
que se pode chamar a pré-histéria do Calculo Infinitesimal.

As restantes comunicacoes percorrem a Historia da Matematica desde a
pré-historia até ao século XX.

Jaime Carvalho e Silva analisa algumas evidéncias de actividade mate-
méatica na pré-historia, referindo-se em especial a trabalhos nesta area de
Manoel de Campos Almeida. Daniel Pinto trabalha a Optica de Euclides,
em particular analisa a Proposicao 15 no seu enunciado e na sua demons-
tragao.Samuel Guessner examina a dificuldade que os astrénomos do século
XV tiveram de enfrentar quando tentaram descrever geometricamente os
calculos obtidos por meio das tdbuas da astronomia afonsina. Guessner e
Bernardo Mota evidenciam aspectos do De compositione astrolabii de An-
dalé di Negro, um dos mais antigos textos do mundo latino sobre projecao
estereografica. Jorge Semedo de Matos analiza o Almanach Perpetuum, de

Suplemento do Boletim da SPM 79, Dezembro 2021, pp. 75-80



Luis SARAIVA 79

Abraham Zacut, publicado em 1496, e indica como os primeiros guias nauti-
cos portugueses utuilizaram as suas tabelas para obter os valores da declina-
¢ao do sol, o que era essencial para se obter a latitude do lugar. Teresa Clain
apresenta o Tratado da Pratica d’Arismetica, de Gaspar Nicolas, o primeiro
tratado de aritmética pratica de autor portugués publicado em Portugal, fez
500 anos em Novembro de 1519. Carlota Simées e Pedro Casaleiro referem
os autores das primeiras ilustracdes de observagoes da Lua: entre outros
William Gilbert, Thomas Harriot, Galileu Galilei e Cristovao Borri, sendo
as deste ultimo feitas quando esteve em Coimbra. Os autores refeem que a
gravura que incluiu em Collecta Astronomica (1631) é possivelmente a mais
antiga imagem da Lua derivada de uma observagao astronémica publicada
em Portugal.

Cinco comunicagoes tém como tema o ensino e a divulgagdo da matema-
tica. Fernando Figueiredo analisou o modo como a reforma da Universidade
Portuguesa de 1772 pretendia que a histéria da Ciéncia fosse utilizada nos
seus cursos de “Sciencias Naturaes”. Maria Almeida apresenta um levanta-
mento dos problemas de matematica incluidos em varias publicagoes periodi-
cas entre 1859 e 1936, caracrerizando-os quanto ao seu contetido matematico
e a sua relagdo com a vida corrente, propondo ainda possiveis aplicagoes na
sala de aula. Helena Sousa Melo e Maria do Carmo Martins apresentam um
quadro da variacdo dos contetidos matematicos dados no ensino liceal entre
1836 e 1888, referindo ainda alguns outros desenvolvimentos posteriores, e
nesse quadro referem o modo como eram ensinados os nimeros e as ope-
racdes com inteiros. Alexandra Rodrigues deu uma visdo global do modo
como se processavam as aulas de matematica em épocas passadas a partir
da interpretacao de imagens encontradas em livros didacticos e em jornais,
comegando com uma gravura no Tratado da pratica d’arismetica de Gaspar
Nicolas, de 1519, até imagens do século XX. Vitor Bonificio estuda as dina-
micas de divulgacdo e instrucao populares no século XIX, contextualizando
o surgimento da Bibliotheca do Povo e das Escolas, a qual, iniciando-se em
1881, ao longo de 33 anos vai publicar 237 nimeros.

Ainda relativo ao século XIX, Ana Patricia Martins analisa um artigo
oferecido por Daniel Augusto da Silva a Academia das Ciéncias de Lisboa
em 1852 no que poderia ser uma contribuicdo para a Histéria da Teoria dos
Conjuntos. Pedro José da Cunha, em artigo de 1927 tinha considerado este
distinto matemaético um percursor da teoria dos conjuntos. A anélise feita
por Ana Patricia leva-a a ndo validar a afirmacdo de Pedro José da Cunha.

Temos trés palestras relativas ao século XX. Rui Santos analisa a visdo da
aplicagao do Calculo das Probabilidades feita por Diogo Pacheco de Amorim
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na sua tese de doutoramento datada de 1914. José Paulo Berger expoe os
enormes avancos feitos na artilharia durante a primeira guerra mundial, onde
a matematica era essencial, ndo s6 na construcao e aplicacdo dos materiais
de artilharia mas igualmente no que diz respeito a balistica, como , por
esxemplo, o cdlculo da trajetéria dos projecteis. Por ultimo, Teresa Sousa
(apresentacao), Anténio Canas e Magda Marabujo apresentaram o algoritmo
desenvolvido por Gago Coutinho para determinar a altitude de um aviao
durante o voo de modo rapido e expedito, e de modo mias rigoroso que o
que dava o altimetro, bem como um exemplo pratico da sua aplicagao.

Como é costume terminarmos esta introdugao, esperamos que a publi-
cacao destes resumos seja 1til a todos os que os consultarem, e que seja um
estimulo para futura participagdo em outros encontros do SNHM, quer como
palestrantes quer como assistentes. O Semindrio estda aberto a todos e de
todos precisa.
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EARLY ASTRONOMICAL PRINTING IN PORTUGAL:
A CROSSROAD OF TRADITIONS

José Chabds
Universitat Pompeu Fabra, Barcelona, Spain

In this presentation we review the early editions on computational and
observational astronomy printed in Portugal during the fifteenth century
and first decades of the sixteenth century. Special attention is given to the
first scientific book ever issued by a Portuguese printing press, the Almanach
perpetuum by Abraham Zacut. This incunable edition dated 1496 was soon
to be followed by other texts on astronomical instruments and navigational
science, the Regimento do estrolabio and the Reportorio dos tempos. As
will be shown, these three early editions are heir to specific astronomical
traditions that were alive in the Iberian Peninsula.

1. The Almanach perpetuum was the first book on exact sciences to be
printed in Portugal. It was published in February 1496 in Leiria at the
printing house of Samuel d’Ortas, a printer who had previously issued sev-
eral books in Hebrew. The Almanach perpetuum consists of a large set of
astronomical tables and a text explaining their use. The name of the author
is given in the title, at the head of the text: Canones tabularum celestium
motuum astronomi rabi Abraham zacuti ordinatisime felici sidere incipiunt.
Actually, two different versions of this book came out in Leiria: one with
the text in Castilian, in 23 chapters, and another with the text in Latin, in
12 chapters. The set of tables, with titles and headings in Latin, is the same
in both versions.!

The book published in Leiria was a version of a work originally written
in Hebrew called Ha-Hibbur ha-Gadol (The Great Composition) authored by
Abraham Zacut. This scholar was born in Salamanca most probably in 1452
and worked in his hometown until the Jews were expelled from Castile in
1492. He then settled in Portugal where he entered the service of King Joao
IT until 1495 when the king died, and later worked for King Manuel, until the
Jews in Portugal were forced to convert or leave the country. Zacut moved
to North Africa. Numerous scholars are explicitly mentioned by Zacut in his

!See J. Chabas and B. R. Goldstein 2000. Astronomy in the Iberian Peninsula: Abra-
ham Zacut and the Transition from Manuscript to Print. Transactions of the American
Philosophical Society, 90.2. Philadelphia.
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work, and among them is Judah Ben Verga, an astronomer active in Lisbon
from about 1455 to 1480.2

A few tables in Zacut’s Hibbur were not integrated into the Almanach
perpetuum, mostly those concerning the Jewish calendar. The tables in the
book printed in Leiria deal with the usual problems addressed by practition-
ers of astronomy at the time, and their main purpose is to provide the true
positions of the Sun, the Moon, and the planets at regular intervals (daily
for the two luminaries) as well as the times of syzygies (conjunctions and op-
positions of the Sun and the Moon) in order to determine the circumstances
of solar and lunar eclipses. The tables are computed for the meridian of
Salamanca and many of them have year 1473 as epoch. Among the most
significant tables is one displaying the true daily positions of the Sun at noon
in Salamanca, for a period of 4 years, where the entries are given in zodiacal
signs, degrees, minutes and seconds. This table was used by sailors, together
with a table for solar declination, also extant in the Almanach perpetuum,
to determine the geographical latitude at sea. All tables for the positions of
the celestial bodies, including that for the solar position, rest on periods of
revolution different for each planet, after which the planets return to about
their initial position. Algorithms to extend their use beyond the first cycle
were also provided, conferring this set of tables their perpetual characteristic
evoked in the title.

The tables for positions, mean motions, and other quantities associated
with the planets in the Almanach perpetuum were compiled in the framework
of Alfonsine astronomy, that is, they derive from the Alfonsine Tables, orig-
inally compiled in Toledo under the patronage of King Alfonso X of Castile
and Leon (reigned: 1252-1284) and recast in Paris in the first decades of
the fourteenth century. This set came back to Spain, in particular to Sala-
manca, in about 1460, and was extensively used by Abraham Zacut in his
tables in the Hibbur. Besides this Alfonsine tradition, the Hibbur, and thus
the Almanach perpetuum, shares another tradition developed by Jewish as-
tronomers in the Iberian Peninsula and Southern France.

2. The Jewish tradition is clearly illustrated in Zacut’s tables for true syzy-
gies. They were based on another set of tables for conjunctions and oppo-
sitions computed by Jacob ben David Bonjorn more than a century earlier.

2See B. R. Goldstein, “Preliminary remarks on Judah ben Verga’s contributions to
astronomy”, in L. Saraiva and H. Leitao (eds.), The Practice of Mathematics in Portugal:
Papers from the International Meeting held at Obidos [Portugal], 16-18 November 2000.
Coimbra: Coimbra University Press, 2004, pp. 63-90. See also B. R. Goldstein “The
astronomical tables of Judah ben Verga”, Suhayl 2 (2001), 227-289.
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This astronomer, in the service of Pere el Cerimonios (1319-1387), King of
Aragon and Catalonia, drew tables for the meridian of Perpignan, listing all
true conjunctions and oppositions in a period of about 31 Julian years and
2 days, ranging from 1361 to 1391, and tables for determining the circum-
stances of solar and lunar eclipses. It is worth noting that, for the derivation
of his tables Bonjorn followed closely a previous work on mean syzygies and
a value for the length of the mean synodic month by the well-known Jewish
scholar, Levi ben Gerson (1288-1344), working in Southern France. Levi
based his tables for the motion of the Moon on his own observations and
his own lunar model in the framework of Ptolemaic astronomy, totally in-
dependent of Alfonsine astronomy.?

Bonjorn’s tables were definitely most successful in manuscript and they
were diffused widely in Hebrew, Latin, Catalan, and Greek, although they
were never printed as such. Probably part of this success was due to the fact
that the tables also include a procedure to extend the use of the tables for
years before 1361 and after 1391. This scheme was certainly used by Zacut
to adapt Bonjorn’s tables to his own time.

3. In the early 1500s the German printer established in Lisbon, Herméao de
Campos (Hermann Kempis), published the Regimento do estrolabio. The full
title is more explicit on its purpose: Regimento do estrolabio € do quadrante
pera saber ha declinacam & ho logar do soll em cada huim dia & asy pera
saber ha estrella do norte.* This text is known as Regiment of Munich,
because it is preserved in the public library in Munich. A later and more
developed version of it is extant in the Public Library in Evora, and has
been called Regiment of Evora. These two documents have been extensively
studied by Portuguese historians of navigation.®

The Regimento consists of a rather short text and a long table. The text
provides a series of rules for nautical astronomy to be used for determining

3For Jacob ben David Bonjorn, see J. Chabas 1991. “The Astronomical Tables of
Jacob ben David Bonjorn”, Archive for History of Exact Sciences, 42: 279-314; see also
J. Chabas 2019, Computational Astronomy in the Middle Ages. Madrid, pp. 277-283. For
Levi ben Gerson, see B. R. Goldstein 1974. The Astronomical Tables of Levi ben Gerson.
Transactions of the Connecticut Academy of Arts and Sciences, 45. New Haven. For
Levi’s determination of the length of the mean synodic month, see B. R. Goldstein 2003,
“Ancient and medieval values for the mean synodic month”, Journal for the History of
Astronomy, 34: 65-74.

4A facsimile edition with a commentary in French was published by J. Bensaude in
1924 as Regimento do estrolabio e do quadrante. Imprimerie Nationale. Lisbon.

L. Mendonca de Albuquerque 1965. Os guias nduticos de Munique e Evora. Junta de
Investigagbes do Ultramar. Lisbon.
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latitude from the solar altitude at noon. The text also includes a number
of worked examples corresponding to observations north, south, and on the
equator, as well as a list of geographical latitudes of places along the Atlantic
coast, of Africa north of the equator.

In addition to the text, there is a long table presented as a daily calendar
in 12 monthly subtables, with no indication of the year for which it is valid.
For each day of the year we are given the corresponding saint’s name, the
position of the Sun at noon, and the solar declination. It is worth noting
that the solar position is only given to degrees, whereas it was displayed to
seconds in the Almanach perpetuum. This lack of precision makes it almost
impossible to identify with confidence its source. In the Evora version, the
equivalent table for the daily solar positions covers 4 years, not just one as
in the Munich version. It has been claimed that this table is valid for years
1517-1520 and depends on Zacut’s corresponding table. As for the other
tabulated quantity, the solar declination, it is readily seen that it reaches its
maximum value (23;33°), that is, the obliquity of the ecliptic, in June 11-14.
This is also a crude approximation in relation to more precise values in use
at the time. In a more general way, the low precision used in the Regimento,
as compared with other contemporary astronomical works, indicate that
we are dealing with quite a different readership, as well as different uses.
Zacut’s tables are addressed to astronomers and possibly astrologers, while
the Regimiento do estrolabio is intended to appeal to pilots and sailors.

The volume printed in Lisbon includes a second work, which is an
abridged first translation into Portuguese of Sacrobosco’s known treatise,
under the title: Tractado da Spera do mundo tyrada de latim em linguoagem
com ha carta que huum grande doutorale man mando va orey de purtugall
dom Joham el Sequndo. The volume ends with a letter dated 1493, written
by Hieronymus Miinzer to King Joao II, proposing a voyage to Cathay, i.e.,
China.

4. Zacut was not the only scholar to take advantage of Bonjorn’s tables for
syzygies. In 1485, Bernat de Granollachs, mestre en arts y en medicina dela
inclita ciutat de Bargelona, published in Catalan a book called Lunari. It
provides a list of all new and full moons, specifying the month, day, hours,
and minutes of each of them, presented on a yearly basis, from 1485 to 1550.
For each year we are also given information on the dates of Easter, Corpus
Christi, and other movable feasts, as well as the time and magnitude of each
eclipse visible at the latitude of Barcelona. The numerical information for
all syzygies derives from Bonjorn’s tables. The Lunari became a bestseller
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in the early ages of printing and had no less than 42 incunabula editions,
mostly in Latin, but also in Italian, Catalan, and Castilian.5

In many of these editions, the work by Granollachs is inserted, with
no mention of the name of the author, in a Reportorio de los Tiempos,
signed by Andrés de Li, first published in Zaragoza in 1492. Andrés de Li
completed his book with a miscellaneous text including comments on the
division of time, definitions of the year, month, day, etc., explanations of
the properties of the zodiacal signs and planets, a calendar specifying the
saints’ days, medical information on humors, bloodletting, etc., and a short
list of localities, with an indication of the time one has to add or subtract
to make the table valid for the user’s own city. The entry for Barcelona is
0;0h, clearly indicating where the original table was computed.

5. In 1518, a German printer coming from Moravia, Valentim Fernandes,
published in Lisbon a volume entitled Reportorio dos tempos em lingoagem
portuguez com as estrellas dos signos. The title refers to a translation into
Portuguese that was made by Valentim Fernandes himself, but does not
specify the original language nor the text from which it was translated.
Nevertheless, it is not difficult to recognize that the original text is the
Reportorio de los Tiempos, first published in Castilian in 1492, as mentioned
above. As was the case with its Castilian homologue, the book translated
and printed by Valentim Fernandes had a remarkable success for it was
printed at least eight times until the 1570s. Most of the editions were made
by German Galhard, a printer of French origin also working in Lisbon.”

The Reportorio dos tempos contains a list of true conjunctions and op-
positions, from 1518 to 1550, borrowed from the Reportorio by Andrés de
Li, in turn derived from Granollachs’s Lunari, as explained above, and ul-
timately built on Bonjorn’s table of syzygies. The Reportorio dos tempos
also displays a table for the daily positions of the Sun, of which we are told
that it was “tirada puntualmente del Zacuto pello honrrado Gaspar nicolas
mestre sufficiente en esta arte”.

In short, the Reportorio dos tempos first printed in 1518 gathers multi-
ple astronomical traditions: the Alfonsine tradition represented by Abraham
Zacut’s computation of solar positions and the Jewish tradition represented

SFor a facsimile edition with a commentary, see J. Chabds and A. Roca 1985. EI
“Lunari” de Bernat de Granollachs. Fundaci6 Vives i Casajuana. Barcelona. See also
J. Chabas and A. Roca 1998. “Early Printing of Astronomy: The Lunari of Bernat de
Granollachs”, Centaurus, 40: 124-134.

7A. Fontoura da Costa 1983. A Marinharia dos Descubrimientos. Edicdes Culturais
da Marinha, Lisbon.
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by the list of true syzygies based on a quite different foundation and first
computed by Jacob ben David Bonjorn. This tabular material was comple-
mented with a text providing practical and basic information originated in
Granollachs’s Lunari and Andrés de Li’s Reportorio de los tiempos.

It can thus be concluded that early printed books on astronomy in Por-
tugal offer therefore a nice example of the complexity of the transmission
of astronomical knowledge and the mixture of components on which it is
based, facilitated by the development of print.
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ENTRE ARITMETICA E GEOMETRIA: DIFERENTES MEIOS
DE EXPRESSAO NA EXPLICACAO DO MOVIMENTO DAS
ESTRELAS FIXAS (SEcs. XIV E XV)

Samuel Gessner
Observatoire de Paris, ALFA, ERC grant 723085

A atribuigdo de um movimento duplo & oitava esfera (a esfera das estre-
las fixas) constitui uma das marcas da astronomia Afonsina que dominou
progressivamente a pratica astronémica europeia a partir de 1320. Segundo
essa doutrina, a precessao dos equindcios resultaria da sobreposicao de um
movimento de ‘trepidagdo’ e de um movimento uniforme. As Tabuas Afon-
sinas divulgadas a partir da Universidade de Paris ilustram essa teoria de
forma clara e simples: a soma daquelas duas componentes, ambas fungoes
do tempo, permitia obter a variacdo em longitude das estrelas fixas ao longo
dos séculos.

Tomando como exemplo Regulus, a estrela mais brilhante da constelacao
Leo, o catdlogo ajustado pelos astrénomos do rei Afonso para a era T; tem
a longitude « Leonis (T1) = Leo 19°38’, onde T; corresponde ao meio dia
local em Toledo, do dia 31 de Maio de 1251. A maioria dos astrénomos dos
séculos XIV até XVI usavam as tabuas Afonsinas para prever a longitude
da mesma estrela noutros tempos. Por exemplo, o astronomo Johannes
Werner quando observou a mesma estrela na era T, isto é, as 4.30 da manha
em Nuremberga, dia 1 de Dezembro de 1514, péde constatar a diferenca,
fazendo o calculo, como esté relatado no seu tratado De motu octavae sphae-
rae (1522). A componente uniforme acumulada neste espago de tempo é
dado pelas tdbuas em 1°56’9”. Para obter a componente que pertence ao
movimento de trepidagdo, calcula-se a diferenca das ‘equagdes’ q(T;) do
movimento da oitava esfera (colhidas na tdbua tradicionalmente apelidada
‘Tabula equationum motus accessus et recessus 8e spere’ com 0s maximos
de £9°): q(T2) — q(Ty) = 45'13"”. A nova longitude da estrela é assim
obtida: aLeo (T2) = Leo 19°38' 4+ 1°56’ 9" +45' 13" = 22°19' 22", (Werner,
no entanto, por observagao, obteve uma longitude de Leo 23°42'.)

A situacdo tornou-se menos clara a partir do momento em que os astro-
nomos do século XV comegaram a examinar as implicagoes geométricas da
doutrina implicita no célculo utilizando tabuas. As dificuldades eram varias
e serdo mencionadas aqui apenas duas. O Almagesto de Ptolemeu descreve
a precessao uniforme como o resultado do movimento da esfera das estrelas
fixas sobre os polos da ecliptica. Ainda que os Afonsinos adoptem uma outra
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Peurbach, Theoricae novae planetarum, Viena, ONB, Cod. 5203, fol. 22r

taxa, esta geometria adequa-se & componente uniforme da precessdo. Tam-
bém para a componente oscilatéria existia uma interpretacdo geométrica
no De motu octave spere atribuido a Thabit ibn Qurra. Esta obra explica
o movimento da esfera das estrelas fixas em conjunto com uma ‘ecliptica
movel’ produzido pela rotacdo sobre pequenos circulos de dois pontos da
esfera (chamados ‘cabegas de Carneiro e de Balanga’) em redor dos pontos
equinoxiais fixos da esfera do movimento ditirno. As duas tdbuas Afonsinas
com os titulos ‘motus octavi circuli’ e ‘tabula equationum..’ pareciam cor-
responder bem a esta configuracdo. No entanto a configuracdo geométrica
nao estd completamente determinada pela expressao tabelar dos movimen-
tos. Assim, Nicolaus Comes de Comitibus, no seu De triplici motu octavae
sphaerae (1450) imagina que os pontos solsticiais da ecliptica mével sempre
se encontram a deslizar ao longo da ecliptica média. FEm contraste, a célebre
Theoricae novae planetarum (1453) de Georg Peurbach insiste que as duas
eclipticas tém pontos de intersec¢ao fixos nos pontos solsticiais da ecliptica
média. Por consequéncia, os pontos solsticiais méveis seguem umas curvas
‘quasi conoidales’, semelhantes a lemniscatas.

Peurbach, no entanto, tem o mérito de apontar para uma problematica
mais fundamental ainda, sem a resolver: se os pequenos circulos do mo-
vimento de trepidagdo se deslocarem ao longo da ecliptica sob o efeito da
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componente uniforme, entdo o equindcio ‘real’, isto é o ponto em que a eclip-
tica movel interseta o equador, ndo (ou apenas muito raramente) coincide
com o ponto equinocial adoptado como origem das coordenadas eclipticas.
Por outras palavras, com esta interpretagdo geométrica a precessdao obtida
pelo célculo tabular nao mede o arco da ecliptica a partir do ponto equinocial
‘real’. Peurbach nas suas Theoricae novae ndo da o assunto da oitava esfera
como concluido. Na verdade, as edi¢bes subsequentes do tratado incluem
apresentacoes das diferentes teorias e parametros, incluindo a de Ptolemeu
e de Pseudo-Thabit. Em suma, o esforco dos astronomos para conceber
geometricamente a mudanca em longitude que sabiam calcular acabou por
revelar uma ‘imperfeicdo’ da doutrina que, por consequéncia, levantava du-
vidas sobre a veracidade do método tabular.

Desde o final do século XV observa-se a construgdo de esferas armila-
res complexas com o objectivo de representar o movimento de trepidagao,
hoje designadas por ‘esferas de trepidagdo’. Contam-se hoje dezoito destas
esferas oriundas dos séculos XV até XVII. Em comparacdo com as esfe-
ras armilares comuns elas sdo muito raras e todas diferentes. Apresentam
variacbes por vezes importantes nas suas configuragoes. A maioria delas
inclui uma materializacdo dos dois pequenos circulos de trepidacao coloca-
dos nos pontos equinociais da ‘nona esfera’ O exemplo da esfera datada
de 1605, fabricada por Ch. Schissler em Augsburgo, hoje no Maximilianmu-
seum (no. inv. 3432), permite ilustrar as implica¢oes de uma representacao
tridimensional. Quando o raciocinio geométrico de Peurbach revelou uma
‘inconsisténcia’ entre configuracdo das esferas e valores tabuladas, os mode-
los materiais do tipo da esfera de Schissler permitia descobrir ainda outro
aspecto do problema.

A esfera em Augsburgo estd conforme com a descricao de Peurbach:
no interior da esfera principal de rotagido diurna (esfera armilar comum)
encontra-se um anel graduado que representa a ecliptica da nona esfera,
no plano da ecliptica principal. Esse anel ajusta-se por deslisamento para
produzir o efeito da componente uniforme da precessao, deslocando assim os
pontos equinociais da nona esfera relativamente aos pontos respectivos da
esfera principal. Montados no interior deste anel, precisamente nos pontos
equinociais, encontram-se duas rodas graduadas. Na periferia destas duas
pequenas rodas prendem-se os eixos diametralmente opostos de um anel
que representa a ecliptica da oitava esfera. Os dois eixos materializam as
‘cabegas de Carneiro e de Balanga’ acima mencionadas. Estes pontos podem
ser fixados nas pequenas rodas, reproduzindo assim a trepidagao ao longo
da periferia de dois pequenos circulos. O anel correspondente a ecliptica da
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oitava esfera encontra-se assim num plano diferente do plano da ecliptica
da nona esfera e a da principal. Este movimento corresponde & componente
oscilatoria do movimento.

Além de ser uma imagem simbélica e didéctica da geometrizacdo de
Peurbach, a esfera de Schissler, com as suas partes correctamente proporci-
onadas e cuidadosamente graduadas, apresenta a possibilidade de ajustar o
instrumento com precisdo em funcdo de uma época certa. Assim, o movi-
mento médio da oitava esfera, isto é a deslocacao das cabecas de Carneiro
e Balanca, obtem-se da tdbua acima mencionada do ‘motus octavi circuli’.
Em 1514, os pontos encontravam-se em 78°7' 10" a contar do ponto mais
afastado da ecliptica da nona, levando a ecliptica da oitava esfera a uma
posigdo perto da coplanar a ecliptica da nona. Sé faltaria agora ajustar a
componente uniforme do movimento obtida pelo deslisamento da ecliptica
da nona esfera. Acontece que a tdbua do movimento médio das estrelas fixas
fornece a velocidade desta componente, mas nao hé indicagdo nenhuma sobre
a posicao inicial dos pontos equinociais relativamente a ecliptica principal.
Desta forma, a manipulacdo do instrumento de Schissler acaba por eviden-
ciar que a doutrina da oitava esfera, tal como é expressada nas tabuas, ndo
permite determinar inteiramente a configuracdo geométrica do movimento
que se calcula.

Este episddio da histéria da astronomia ilustra o impacto que pode ter
o meio de expressao utilizado para descrever um fenémeno astronémico.
Enquanto a expressdo tabular basta perfeitamente para obter resultados
numéricos das posicdes planetarias e estelares, uma descricdo da situacgao
geométrica, fosse ela por prosa, por diagramas ou por modelos tridimensio-
nais, revela que as tabuas por si s6 nao se podem transpér em uma configu-
racao geométrica que seja congruente em todos os pormenores com o calculo
tabular.
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Bernardo Mota
Centro de Estudos Classicos da Faculdade de Letras da Univ. de Lisboa

Até muito recentemente, o De compositione astrolabii, de Andalé di Ne-
gro, nao estava acessivel aos estudiosos, apesar de constituir um dos mais
antigos textos do mundo latino sobre projegao estereografica. O trabalho de
edicdo critica e traducdo deste texto agora concluido preencheu esta lacuna,
ao mesmo tempo que identificou e resolveu uma série de problemas de in-
terpretacao do texto que conjugavam questoes filologicas, historiograficas e
de histéria da geometria.

Andal6 di Negro nasceu em Génova ca. 1260 e faleceu em Népoles no
ano de 1334. Membro de uma familia genovesa de embaixadores e merca-
dores com direitos senhoriais na Ligiria, Chipre, Arménia e Siria, viajou
pelo espaco mediterranico e estabeleceu lagos de amizade com Hugo IV de
Lusignan, Rei de Chipre e Jerusalém. Tendo obtido o cargo de embaixador
da Reptublica de Génova no Oriente, ficou encarregue das negociagdes de
paz com o Imperador de Trebizonda em 1314. Depois desta data, perde-se
0 seu rasto, mas sabe-se que permaneceu na corte do Roberto I de Népoles,
também conhecido como Roberto de Anjou, durante alguns anos. Foi nesse
ambiente de corte que Andalo, ja septuagendrio, ensinou astronomia e as-
trologia ao poeta Bocaccio. Um documento de Népoles com a data de 9 de
Junho de 1334 refere a sua morte.

Entre as obras escritas por Andalé, contam-se vérias dedicadas ao as-
trolabio. Algumas destas foram impressas em 1475, integrando assim o pri-
meiro volume alguma vez impresso sobre esse tépico. De fora dessa edigao,
contudo, ficou o tratado De Compositione, que se destaca dos demais pelo
teor essencialmente tedrico. Muito mais do que um texto classico sobre o
método de construir geometricamente as escalas num astrolabio, o De Com-
positione expde os conceitos de base envolvidos nas vérias etapas de cons-
trugao do instrumento e elucida, em cada passo, o resultado da projecdo de
uma esfera num plano, ainda que nao apresente demonstragoes euclidianas.
Com base nos cinco testemunhos manuscritos mais relevantes, é possivel re-
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constituir-se a seguinte sequéncia de capitulos, que ndao vém explicitamente
indicados na obra:

1.
2.

© X N>

10.
11.
12.

Dos coluros (De coluris)
Do circulo equinocial (De circulo equinoctiali)

Dos circulos paralelos de Cancer e de Capricérnio (De circulis parallelis
cancri et capricorni)

Da descrigao da esfera (De descriptione spere)

Como a esfera é cortada e comprimida (Qualiter spera secatur et de-
primitur)

Do desenho dos circulos (De figuratione circulorum)

. Das linhas meridiana, da meia-noite, oriental e ocidental (De lineis

meridiana, medie noctis, orientalis et occidentalis)

Da formacao dos circulos com os quais se fazem os almucantares (De
formatione circulorum cum quibus fiunt almucantarath)

Da reconstrugdo do mesmo (De refectione eiusdem)
Do almucantar (De almucantarath)

Do zénite da cabega (De cenith capitis)

Da aurora (De aurora)

Do azimute (De azimute)

Das horas (De horis)

Da grandeza e brevidade dos dias (De magnitudine et brevitudine
dierum)

Da ecliptica e dos signos do zodiaco (De ecliptica et signis zodiaci)
Do local e posicao das estrelas fixas (De loco et situ stellarum fixarum)

Do polo do zodiaco (De polo zodiaci)

Ao editar o texto de cada um deles, foram propostas solucoes para va-
rios problemas identificados numa edi¢ao anterior (Cesari 1984a), incluindo
a correccao de pequenos erros de leitura dos manuscritos, a inclusao de pe-
quenas passagens que existem nos testemunhos que agora sabemos serem os
mais importantes, e a eliminagdo de algumas dificuldades de interpretacao
de contetido.

Depois do trabalho realizado, é possivel afirmar que os véarios breves
desenvolvimentos de natureza tedrica incluidos no tratado mostram que a
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pratica instrumental ndo deve ter sido a sua principal finalidade. Um exem-
plo que atesta este facto é o capitulo 4, que se debruca sobre a construgéao
dos circulos de altitude constante chamados almucantares. Nele, sobressai o
facto de os pontos do coluro solsticial com declinacdo meridional ndo serem
construidos directamente como uma projeccao estereografica de uma esfera
com raio dado Rj; antes pelo contréario, para obter as imagens desses pontos
no plano do equador, Andalo prefere usar os pontos correspondentes com
declinagao septentrional numa esfera de raio maior Ry igual ao raio da pro-
jeccao do trépico de Capricérnio, e projectados pelo polo desta esfera maior.
Isso equivale, em notacdo moderna, a aplicacdo da seguinte igualdade:

Rfoan(é <72[+5>):R2tan<; (g—5+5)> (1)

para toda declinacdo § € [0, €], quando a razao dos raios das esferas projec-
tadas, R1 e Ro, é % =tan (§ +5).

Esta propriedade (1) é utilizada sem se apresentar qualquer justificacdo
da validade do procedimento, como, de resto, era tipico da época, mas estd
correcta. Também os capitulos 8 e 9, dedicados ao tracado das linhas das
horas, apresentam um desenvolvimento original sobre os casos-limite dessa
operacao que se verificam na preparacio de timpanos de astroldbio para la-
titudes terrestres extremas (perto do circulo rtico, no préprio circulo artico
e além desse mesmo circulo). Estes pequenos desenvolvimentos de natureza
tedrica e especulativa sugerem que o pequeno tratado de Andalo di Negro
explora o potencial heuristico de um género da literatura cientifica medieval
que poderia parecer, a primeira vista, um mero texto procedimental.
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A Proposicio 15 da Optica de Euclides

Daniel Pinto
Universidade de Coimbra — CMUC
Departamento de Matematica

Sem a relevancia histérica dos Elementos, a Optica de Euclides est4 longe
de ser uma obra menor, constituindo-se como uma das mais antigas e influ-
entes no campo da Optica geométrica. Apesar das imperfei¢oes do texto, e
de algumas incertezas quanto a autoria, poucos contestam a sua preponde-
rancia no desenvolvimento das modernas teorias da visdo. Diversas cépias
do manuscrito foram elaboradas ao longo dos séculos, tendo chegado até nos
versoes em grego, arabe e latim (algumas delas agora também traduzidas
para outras linguas como o inglés, o francés, o italiano e o portugués). A
partir dos manuscritos em grego, foram editadas, em 1895, por J. L. Hei-
berg, duas versoes que ficaram conhecidas como Heiberg A e Heiberg B [4].
A construcio da versdo A teve por base manuscritos descobertos no séc.
XIX, e foi apresentada por Heiberg como sendo a mais préxima do texto
original, enquanto a versao B corresponderia a uma versao modificada, no
séc. IV, por Tedo de Alexandria. Apesar de bem recebida na altura e du-
rante grande parte do séc. XX, esta é uma tese que, hoje em dia, ndo recolhe
consenso [6].

De todos os conceitos que Euclides introduz logo nas primeiras defini-
¢oes (nas quais os raios visuais sdo apresentados como linhas rectas, e o
olho implicitamente entendido como um ponto), o mais importante decorre
da ideia de que ¢é o dngulo de visdo que determina o tamanho aparente do
objecto. Essa separacao entre realidade e aparéncia é bastante explicita na
Proposicao 8 da Optica, na qual se prova que segmentos de igual compri-
mento e paralelos, se colocados a distancias distintas do olho, ndo sao vistos
na proporcao dessas distancias. A demonstracio da Optica compara a ra-
zdo entre amplitudes de adngulos (tamanhos aparentes) com a razao entre
comprimentos de segmentos (distdncias reais), e chega a conclusdo que es-
tas nao coincidem. Por outro lado, visitando algumas das versoes do texto
[1][2][3][5], percebe-se que a demonstracao da Proposi¢ao 15 (bem como as
das Proposicoes 16 e 17, variagdes daquela) centra-se sempre no compri-
mento dos segmentos, negligenciando o tamanho aparente dos objectos, que
é 0 tema central da Optica. Na versdo de Francisco de Melo [1], matemético
portugués do séc. XVI, a proposicdo 15 é enunciada da seguinte forma:

De grandezas colocadas por baixo do olho em que uma excede a outra,
se o olho se aprozimar da menor, aquilo que se vé por cima [dela] aparece
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maior, se o olho se afastar da menor, [aquilo que se vé por cima dela] aparece
menor.

Mas mais interessante do que o texto da proposi¢ao é o inicio da prova
elaborada por Francisco de Melo. Antes de apresentar a sua prépria de-
monstracao, Francisco de Melo reescreve o enunciado da proposi¢cdo — que
na formulacdo inicial acima apresentada (baseada na versdo em latim de
Zamberto, que terd usado um texto grego préximo da versao Heiberg B)
inclui a referéncia as aparéncias — salientando que a comparagao sera feita
entre comprimentos de segmentos e a diferenca real entre as grandezas, que
o autor denomina excesso legitimo. Recorrendo a notacdo da Figura 1, po-
demos dizer que o que Francisco de Melo conclui é que aquilo que é visto
acima de CD (o segmento AG) é maior do que o ezxcesso legitimo AF, e que
o que é visto acima de ZK (o segmento AL) é menor do que AF.

Este tipo de demonstracoes, focadas na diferenca real entre comprimen-
tos, abre espaco ao exercicio especulativo de tentar reformular a prova da
Proposicao 15, estabelecendo uma comparacao entre tamanhos aparentes.
Neste caso, recorrendo, entre outras ferramentas, a comparagao entre an-
gulos inscritos numa circunferéncia, uma técnica fiel ao estilo da Optica de
Euclides, e que é utilizada abundantemente na segunda metade da obra.
Considerando dois segmentos AB e GD (representando o maior e o menor
objecto, respectivamente), e L e E duas posi¢des distintas para o olho, tal
como indicadas na Figura 2, é possivel provar que o angulo ALG tem am-
plitude maior do que o dngulo AEG, e que portanto o tamanho aparente
daquilo que se vé por cima do objecto menor aparece maior se o olho se
aproxima do menor (posi¢ao L) e aparece menor se o olho se afasta (posigao

Figura 1: Demonstracao da Proposi¢do 15 proposta por Francisco de Melo.
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Figura 2: Demonstracao alternativa da Proposicao 15.
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A MATEMATICA PRE-HISTORICA ATRAVES DE
ARTEFACTOS MILENARIOS

Jaime Carvalho e Silva
Departamento de Matemaética, Universidade de Coimbra

A relevancia social da Matematica é muito anterior a Matematica Grega,
que muitos consideram o inicio da Histéria da Matematica. Varios investi-
gadores tém chamado a atencdo para a releviancia da atividade matematica
em épocas remotas. Seidenberg defende que a “geometria tem uma origem
ritual (...) as origens vao até ao Leste mais antigo” (Seidenberg, 1962)
Como bem assinala Manoel de Campos Almeida, Van der Waerden defende
“uma origem unica, pré-historica, para as principais correntes da matema-
tica da antiguidade: grega, hindu, chinesa, babilonica e a dos construtores
megaliticos.” (Almeida, 2009)

Manoel de Campos Almeida chama a atenc¢do para a “similaridade entre
as ideias matemadticas e religiosas, além de outras, dos construtores mega-
liticos das Ilhas Britanicas, dos babilonios, dos gregos, dos hindus e dos
chineses, que praticamente nos forcam a postular a existéncia de doutrina
matematica comum, emergente do neolitico, da qual essas ideias se origina-
ram.” (Almeida, 2009, pg. 6)

Existem muitos artefactos com inscri¢oes abstratas, de indole numérica
ou geométrica dos tempos pré-histéricos que ndo tém recebido muito aten-
¢ao dos historiadores matematicos, e, no entanto, eles sdo potencialmente
relevantes para compreender melhor o uso da Matematica em tempos mais
recuados. Claro que precisamos de uma nog¢do de Matematica mais abran-
gente. Podemos seguir Manoel de Campos Almeida escolhendo “uma con-
ceituagao operacional que nos permita distinguir o que é matematizar das
outras atividades cotidianas do ser humano, tais como comer, dormir, cagar,
plantar, construir, fabricar, acender, etc.” (Almeida, 2009)

Um dos artefactos pré-histéricos mais conhecidos e estudados é o osso
de Ishango, em exibicdo no Museu da Ciéncia de Bruxelas, cuja datagéo
aponta para uma antiguidade de cerca de 20000 anos; podera constituir um
calendério (ha na realidade varios ossos descobertos em Ishango, mas um é
mais completo e detalhado e tem atraido mais a atencao dos historiadores).
O osso de Lebombo, considerado ainda mais antigo, ndo tem a mesma no-
toriedade e nem sequer estd em exposicdo no museu da Africa do Sul, onde
estd depositado (Museu McGregor, Kimberley, Northern Cape). Estes e ou-
tros exibem marcagoes a espacos regulares, podendo representar registos de
contagens ou mesmo calendarios.
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Figura 1: Ocre da caverna de Blombos (Africa do Sul), Ocre do Rio Klasies
(Africa do Sul), Osso de Lingjing (China), casca de ovo de avestruz de Patne
(India).

Muitas investigacdes arqueoldgicas tém feito aparecer outros artefactos
pré-histéricos em Africa e na Asia, como os da caverna de Blombos, das
cavernas do Rio Klasies, ambos na Africa do Sul, dos ovos de avestruz de
Patne na India ou dos ossos da regido de Linjing na China, mas o seu
estudo e interpretacao esta essencialmente por fazer. Todos estes artefactos
tém sido datados com dezenas de milhares de anos, podendo ultrapassar
cem mil anos. O mais curioso destes artefactos é que ndo se limitam a
registar em osso ou em pedra marcagoes a espagos regulares, mas parecem
apresentar representacdes geométricas abstratas cuja finalidade obviamente
se desconhece.

Tal como refere Manoel de Campos Almeida “A Pré-Histéria da Mate-
matica se empenha no estudo de como a Matematica se tornou um fator
estruturante do raciocinio que classificamos como especificamente humano,
0 que, obviamente, ocorreu muito antes da invencao da escrita. Contempla
a Matematica com uma ética ampliada, similar & proposta por D’ Ambrosio
em sua Etnomatemdtica”(Almeida, 2011, pg. 9).

Esta drea parece requerer que os historiadores mateméaticos se debrucem
mais sobre ela.
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A ESPIRAL DE NUNES E A SUA INFLUENCIA NA
PRE-HISTORIA DO CALCULO INFINITESIMAL

José Francisco Rodrigues
Departamento de Matematica e CMAF&IO, FCUL

A conceptualizacao da linha de rumo e a sua aproximacao pela noniodrd-
mia como método para o cdlculo da tdbuas de rumos, por Pedro Nunes em
1537 e em 1566, respetivamente, foram etapas cruciais da matematica re-
nascentista que ao longo do século seguinte estimularam o desenvolvimento
do Célculo Infinitesimal até a publicacdo de Edmond Halley em 1696 so-
bre a “doutrina destes rumos espiraliformes que sdo de grande importan-
cia na Arte da Navegagdo”. Este texto procura fundamentar essa evolugao
histérico-cientifica e é uma adaptacdo do artigo [1] para o 33° Semindrio
Nacional de Historia da Matematica, onde foi apresentado.

1- A Espiral de Nunes, ou Loxodrémia, data de 1537 — Pedro Nu-
nes (1502-1578) no Tratado da Sphera [2], traduziu e comentou o tratado
homénimo de Sacrobosco, os capitulos sobre o Sol e a Lua da Theoricae
nouae planetarum, de Purbachio, o Livro I da Geographia de Ptolomeu e
ainda dois importantes ensaios originais, o “Tratado (...) sobre certas du-
uidas da navegagio” e o “Tratado (...) em defensam da carta de marear”,
que lancaram as bases da teoria matematica da navegacao.

Com efeito, se um navegador seguir sempre com o leme fixo em dire-
¢d0 ao seu objetivo descreve um arco de circulo méximo, que é afinal a
“reta” sobre a superficie esférica. Esta é a linha mais curta ou geodé-
sica sobre a esfera, que se veio a chamar ortodrémia. No entanto, a
orientacdo oceanica baseada na bussola ao manter constante o azimute,
i.e. um angulo constante e nao nulo com o Norte, desvia-se da rota mais
curta e constituiu motivo de confusdes e de erros graves na navegagao.
Esta linha de rumo, concetualizada por Nunes em 1537 (Fig. 1a), veio a
ser chamada linha loxodrémica ou loxodrémia, do grego loxos e dromos,
que significam, respetivamente, torto e percurso. Estas curvas coincidem
com os meridianos no caso limite do azimute a 0° e, nestes casos, tam-
bém sdo ortodrémias. A aplicacao interativa Lozos ilustra a diferenca entre
estas duas curvas, bem como as suas projecoes, e é acessivel em: http:
//formas-formulas.fc.ul.pt/interactive/loxo/pt/index_pt.html .

Se inicialmente em 1537 Pedro Nunes pode ter admitido que as linhas
de rumo atingiam os polos, num manuscrito que estd em Florenca, escrito
poucos anos depois, clarifica “que o rumo ndo chega ao polo (...), mas
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Fig. 1la. A representacao de 1537, de Nunes, da linha de rumo “acb” e
do circulo maximo “dce”. 1b. A moniodrémia é a linha bcegi composta
por arcos de “retas” sobre a esfera fazendo o mesmo adngulo com os meridi-
anos convergindo no polo a e aparece pela primeira vez em “De Arte Atque
Ratione Nauigandi” de 1566.

chega a qualquer ponto antes do polo, pois que de qualquer ponto se pode ir
adiante pelo mesmo rumo” e, posteriormente, nas suas Opera em latim de
1566 publicada em Basileia, demonstra-o matematicamente por reducao ao
absurdo [3], num argumento que mostra que o polo é o ponto assintdtico da
loxodrémia.

A conquista dos oceanos determinou a globalizacdo da influéncia euro-
peia a partir do século XVI e correspondeu ao inicio de uma grande trans-
formacao cientifica ndo s6 na Geografia, na Historia Natural, mas também
na Astronomia e nas ciéncias fisicas. O papel da nautica nesta transfor-
macao, levou o historiador inglés David Waters a defender a tese de que
“os inicios da revolucdo cientifica devem ser encontrados nos trabalhos dos
portugueses e de outros eruditos que a Coroa de Portugal teve a perspicdcia
de empregar para resolver os novos problemas de navegagdo colocados pelas
viagens ocednicas no século XV e inicios do XVI; e nos efeitos que as des-
cobertas geogrdficas feitas pelos navegadores usando a nova ciéncia ndutica
dos portugueses tiveram sobre os intelectuais da Europa desse tempo, e sobre
0s homens nas prdaticas de governo, comércio e industria” [4].
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2- A Nomniodromia é a aproximagao noniana da linha de rumo e
data de 1566. No capitulo “De Arte Atque Ratione Nauigandi” de [3],
Nunes apresenta um método para construir uma tadbua de rumos, i.e., uma
tabela de latitudes e longitudes das sete loxodrémias com azimutes multiplos
de 11° 15" “para o tragado de quaisquer rumos num globo”, deixando-a para
ser preenchida pelos “mocos aplicados” que “achardo os numeros que se
devem escrever nela, estendendo-os quanto lhe aprouver.”

A teoria da linha de rumo de Pedro Nunes teve um papel seminal na
teoria matematica da loxodrémia e da cartografia e s6 recentemente comegou
a ser reconhecido o verdadeiro alcance e o pioneirismo das suas ideias [5].
Por exemplo, a linha quebrada que aproxima a loxodrémia por arcos de 1° de
circulos maximos [3], a que chamaremos de noniodrémia (Fig. 1b), é uma
ideia natural, mas inovadora, que Pedro Nunes introduz para a construcao da
sua tdbua de rumos aproximados, iterando solucoes de sucessivos tridngulos
planos ao longo da linha correspondente sobre a esfera. Como cada um
dos arcos de circulo maximo bc, ce, eg ou gi, é tangente a loxodrémia que
passa no seu ponto inicial com o mesmo azimute V, e pode ser interpretado
como um segmento de “reta” na superficie esférica, o método de Nunes é,
essencialmente e traduzido para o cédlculo infinitesimal, o mesmo que Euler
introduziu dois séculos mais tarde, em 1768, para a resolucdo aproximada
de uma equagao diferencial de primeira ordem.

Um dos problemas cientificos mais importantes do século XVI era o pro-
blema matematico da navegacao oceanica de como, pela rota mais curta,
pela dire¢cao mais adequada e no tempo mais curto, se deve conduzir um na-
vio entre dois lugares previamente assinalados e o problema correspondente
da cartografia de representar os rumos como retas na carta de marear plana.
Sem explicar detalhes, Pedro Nunes j4 havia imaginado um método para a
retificacdo da loxodrémia no plano, antes de cartégrafo Gerardus Mercator
(1512-1594) a ter realizado no seu Mapa-mindi em 1569, tendo-o anunci-
ado trés anos antes na introdugéao as suas Opera de 1566: “Mas, porque era
muito dificil e até invidvel para os mareantes tracar nos globos linhas seme-
lhantes a estas, os matemdticos imaginaram uma descricdo plana do orbe,
ndo so adaptada d arte de navegar que praticam, como também muitissimo
fdcil. Nesta representac¢do sdo desenhadas linhas retas em lugar dos rumos
do mesmo nome; como sao paralelas, fazem angulos iguais com toda a linha
meridiana ou rumo Norte-Sul”,

Mercator conhecia as obras de Nunes, mas apenas recentemente foi pos-
sivel estabelecer que foi através de uma tabela de rumos que construiu a
primeira projecao cilindrica conforme num mapa [6]. Trés décadas depois, o
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matematico inglés Eduard Wright (1561-1615), que conheceu os problemas
praticos da navegacdo ocednica numa viagem aos Agores em 1589, publicou
em Londres o livro Certain errors in navigation, em 1599, e ai apresentou
a primeira descricdo detalhada e rigorosa da regra matematica subjacente
aquela projecao. Para ilustrar essa projecao, Wright utilizou a imagem duma
superficie esférica a inchar, tal como acontece ao soprar uma bexiga man-
tendo o equador constante e em contato com a superficie concava de um ci-
lindro fixo, de modo que os meridianos se tornam retas verticais e ortogonais
aos paralelos, cujas distancias entre si vao aumentando progressivamente na
direcao da geratriz do cilindro.

Mas existe uma infinidade de projecoes cilindricas, como a que se atribui
a Arquimedes e projeta horizontalmente os pontos da esfera terrestre sobre
o cilindro tangente a esta e que tem o efeito oposto de encurtar as distancias
entre paralelos no plano que se obtém desse cilindro depois de desdobrado
e cortado ao longo de um meridiano. Outro exemplo, é o da projecao cen-
tografica cilindrica em que um ponto P, de latitude ¢ e longitude A, da
superficie do globo se projeta radialmente no cilindro, tangente ao seu equa-
dor, num ponto P’ de coordenadas z e y. Neste caso tem-se x/\ = y/ tan ¢,
o que determina uma maior extensao das ordenadas com o aumento das
latitudes. Mas esta “carta de latitudes crescidas” amplia demasiado as lati-
tudes e ndo é conforme, ou seja, ndo preserva os angulos. Nao é, portanto,
a carta de marear proposta por Pedro Nunes, pois ndo transforma as loxo-
drémias em retas no cilindro, apesar de também transformar os meridianos
em perpendiculares dos paralelos estendidos na superficie cilindrica.

3- A primeira integragcdo numeérica “avant la lettre” de 1599. Se-
guindo o método de Nunes [3], Wright observou que o mapa de Mercator
aumenta a distdncia entre paralelos de tal modo que as pequenas “partes
do meridiano, em cada latitude, tém de crescer com a mesma proporcao
das respetivas secantes ou hipotenusas do arco, determinado pelos pontos de
crescimento da latitude e da equinocial”. Assim, para construir a tabela,
publicada em 1599, para “a verdadeira divisGo do meridiano na carta ma-
ritima”, a qual é uma tabela de latitudes para Ay = 1/, i.e., com variagoes
de um minuto, Wright utilizou somas de secantes para obter as ordenadas
de cada paralelo na carta de marear.

Em termos do Célculo Infinitesimal, que s6 apareceu quase um século
mais tarde, nesta projecao cilindrica, em que o equador é o eixo dos x e o
paralelo de latitude ¢ é a reta horizontal y = I(¢), a proporgao da distorcao
segundo a direcdo dos meridianos deve ser igual a propor¢ao com o fator
de escala igual a secp = 1/cos ¢ segundo a direcdo dos paralelos. Entao
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podemos concluir

_ A distancia no mapa e+ Ap) —1(p)
lim = lim

= =1 = sec .
Ap—0 A distdncia na esfera  Ap—0 Ay () 4

Como observou o historiador da Matemética Florian Cajori [7], o pro-
cesso utilizado por Wright corresponde a um calculo numérico do integral
da secante, ou seja, a utilizagdo duma relagdo do tipo X sec pAp para a
aproximacao do integral

7T

l(p) = /Owsecgbdd) = log tan <<'20 + 4> .

E interessante observar que esta expressao também fornece a equacao
em coordenadas polares da loxodrémia de azimute V, i.e., tem-se

M) =tan Vi(p) = tan V log tan (;0 + Z) .

Com efeito, se numa esfera de raio unitario, considerarmos um tridngulo
esférico com base infinitesimal num paralelo de latitude ¢, correspondendo a
uma variacdo infinitesimal de longitude d\, essa base terd por comprimento
cos ¢ d\, uma vez que a essa latitude o paralelo é uma circunferéncia de raio
cos . Entdo para uma variacdo dy num ponto P, de coordenadas (), ¢),
sobre a loxodrémia, o quociente cospd\/dy di o declive da tangente a
essa linha nesse ponto e é igual a constante tanV, como se pode facilmente
concluir do respetivo tridngulo incremental com vértice em P. Entao, com
o calculo infinitesimal, obtemos a derivada da longitude sobre a loxodrémia
na forma d\/dp = tanV sec ¢ e, por integracdo, obtemos a expressao para
a longitude A(¢) proporcional a uma tangente logaritmica da latitude.

Desse triangulo infinitesimal, podemos também concluir que o elemento
da variagdo do comprimento de arco sobre a loxodrémia ds vem dado por
cosVds = dp, e, integrando, obtemos imediatamente que a distancia sio
entre dois pontos de latitude ¢; < 2 vem dada por

s12 =secV (w2 — ¢1).

Em particular, podemos concluir com o Célculo Infinitesimal que, apesar
da loxodrémia de azimute V', 0 < V < 71/2, espiralar indefinidamente entre
o polo Sul e o polo Norte sem nunca os atingir, tem comprimento total finito
e igual a psec V m, representando por p o raio da Terra.
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A cronologia da historia da compreensdo matematica da loxodrémia no
século XVII [8] tem aspetos muito interessantes e paralelos & histéria do apa-
recimento do Calculo Infinitesimal, incluindo a descoberta por Henri Bond,
referida num compéndio inglés de navegacao de 1645, que a “linha meridiana
era andloga a uma escala de tangentes logaritmicos de meio complemento de
latitudes” comegando a 45°, por fortuita comparacio da tabela de rumos de
Wright com a tabela dos logaritmos naturais, introduzidos por Neper em
1614. Esta conjetura despertou o interesse dos matematicos britdnicos da
época, tendo sido demonstrada por James Gregory, na sua FEzxercitationes
geometricae de 1668, mostrando uma relagdo entre uma certa area sobre
um cilindro com a area de um sector hiperbdlico, portanto um calculo lo-
garitmico, e por Isaac Barrow que, nas suas Lectiones geometricae de 1770,
encontrou a seguinte expressao, equivalente a anterior por conhecidas rela-
¢Oes trigonométricas [9]

/SD secpdp = % [log(1 + sen ¢) — log(1 — sen ¢)] .
0

Apesar de John Wallis, em 1686, utilizar a sua aritmética dos infinitos
para substituir a “colecdo de secantes”, correspondendo a este integral, por
um “agregado” de poténcias impares do seno da latitude divididos pela res-
petiva poténcia, a menos de um fator constante «y, tendo obtido uma série
logaritmica da forma - Ek2052k+1/(2k + 1), para S = sen ¢, tal como Bar-
row, Wallis também nao reconheceu na sua férmula a relagdo com a tangente
logaritmica.

4- Conheceria Halley em 1696 os manuscritos de Harriot? Essa
quest@o é retomada num importante trabalho [10] de 1696 do matematico e
astronomo Edmond Halley (1656-1742). Reconhecendo a prioridade da de-
monstracao de Gregory, ao pretender dar uma demonstracao facil da “analo-
gia das tangentes logaritmicas com a linha meridiana ou soma de secantes”,
utiliza de um modo direto a nova “regra de Newton” do recém inventado
Calculo Infinitesimal. Obteve o incremento rigoroso das latitudes da carta
de marear e provou que a projecao estereografica da loxodrémia é a espi-
ral logaritmica, concluindo que “a soma total de todas as secantes infinitas
sobre o arco ©” é a “tangente logaritmica, na forma neperiana, para o arco
45° + %g@”, a qual obtém na forma de uma série em radianos, [10]

v 1 1 61 977
do = -3 -5
/0 sec@dp = ¢+ @7+ o1 ¢" + 2P T TasT6

Como Cajori observou [7], Halley determinou ainda a diferenca das lon-
gitudes entre duas latitudes ¢; e @2 sobre uma loxodrémia também sob a

o+ ¥ + &ec.

Suplemento do Boletim da SPM 79, Dezembro 2021, pp. 107-115



JosE FRANCISCO RODRIGUES 113

Figura 2a. Manuscrito de Harriot—De longitudine Helicis 45° (Leconfield
MS 240, f 221). 2b. A espiral logaritmica (“proportional spiral”) de Halley
de 1696. 2c. A projegao estereografica da loxodrémia com azimute de 76°,
obtida com o programa interativo LOXO http://formas-formulas.fc.
ul.pt/interactive/loxo/pt/POINSOT2_pt.html

forma de uma série numérica, o que corresponde na notagdo moderna ao
integral definido entre ¢ e s, podendo ser ambos os valores diferentes de
zero, algo que é inédito até 1696. Halley neste pequeno tratado discute nao
s6 varios aspetos tedéricos como os numéricos dos cdlculos das loxodromias e,
com isso, considera mesmo completa a “doutrina destes rumos espiraliformes
que sdo de grande importancia na Arte da Navegagdo”.

No entanto, os manuscritos de Thomas Harriot (1560-1621), matemético
inglés contemporaneo de Wright e Neper, revelaram que os seus calculos nu-
méricos completos de 1614 das “partes meridionais”, ou latitudes crescentes
das linhas de rumo, se basearam na conformidade da projecao estereografica
da loxodromia, na propriedade equiangular da espiral logaritmica e em for-
mulas de interpolagdo, que conheceria, em parte, desde 1594 quando obteve
uma resolucao aproximada do problema de Nunes-Mercator para a carta
de marear [11]. Apesar de ndo haver referéncias aos manuscritos de Har-
riot na segunda metade do século XVII, esses resultados foram conhecidos
por alguns matemaéticos ingleses, nomeadamente Collins e Newton, antes
da publicagdo de Halley, cuja figura da loxodrémia é extraordinariamente
semelhante a de um dos manuscritos (Figuras 2a. e 2b.).

As linhas de rumo, através da sua histéria e das suas profundas relagoes
com a cartografia e navegacao, constituem um importante exemplo de um
problema pratico, que foi instrumental na histéria da expansdo europeia e
foi relevante na evolucao do célculo infinitesimal.
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ZACUTO E 08 GUIAS NAUTICOS PORTUGUESES DO
PRINCIPIO DO SECULO XVI: 0S PRIMEIROS PASSOS DA
NAVEGACAO ASTRONOMICA EM PORTUGAL

Jorge Semedo de Matos
Escola Naval; CINAV; CH-UL

Abraham Zacut, natural de Salamanca, provém de uma familia judaica
de tradicdo erudita, dedicada aos estudos religiosos. Nao ha nenhuma evi-
déncia de que tenha cursado a Universidade, nem é provavel que ali tenha
leccionado astronomia ou astrologia, matérias em que se notabilizou e que
vieram a dar-lhe o protagonismo que importa a este estudo.

Sem me alongar muito sobre a sua vida — o espago é escasso — direi que
emigrou para Portugal em 1492, a quando do decreto dos Reis Catdlicos que
expulsava os judeus dos seus dominios, sendo certo que o rei D. Manuel se
serviu dos seus servigos como astrologo. Gaspar Correia diz-nos que prome-
teu ao soberano a elaboracdo de um almanaque que permitisse calcular os
valores astrondémicos necessarios a navegagao; e, de facto, em 1496 era publi-
cado em Leiria, na oficina de Samuel D’Ortas, o Almanach Perpetuum, cujas
tabelas estdo na base da elaboracio das tabuas que constam dos primeiros
guias nduticos portugueses.

Os almanaques foram uma tradi¢do que atravessou toda a Idade Média,
normalmente para uso em astrologia natural, sendo constituidos por diversas
tabelas, com a posi¢do dos astros no cosmos, acompanhadas por uma parte
escrita — os cinones — que explicava a forma de as utilizar. Neste caso
especifico, e na parte que interessava & navegacio, o Almanaque de Zacuto
dispunha de uma tabela do lugar do sol, para o quadriénio que comegava
em 1473, acompanhada de uma outra, que permitia corrigir o valor original
para cada um dos quadriénios seguintes, de uma forma que o autor entendia
como sendo de utilizacado perpétua.

Para os calculos do sol, dispoe ainda de uma terceira tabela, com trés
colunas, onde se faz corresponder o lugar do sol, em cada uma das casas de
30° da Ecliptica, a um valor de declinacao respectivo. Valor que cresce de
0° até 23° 33, decrescendo depois até zero, numa leitura de frente para tras
(até a entrada na casa de balanca); e segue-se, de forma semelhante, até
completar os 360°.

E os primeiros guias nauticos portugueses serviram-se das trés tabelas
referidas, para obter os valores da declinagdo do sol, indispensaveis ao calculo
da latitude do lugar, quando os navios nao tém outra referéncia que nao fosse
a tomada da altura do sol, na sua passagem meridiana.
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Os mais antigos guias nauticos que até nés chegaram, sdo documentos
impressos no principio do século XVI, com dois modelos que tém pequenas
diferencgas entre si, conhecidos como o Guia Ndutico de Munique (mais an-
tigo) e o Guia Ndutico de Evora. Qualquer deles contém regras elementares
de cosmografia (retiradas do Tratado da Esfera), regimentos das léguas e das
horas nocturnas, regras aplicaveis a navegagao, formas de célculo de festas
moveis e, bem entendido, as tdbuas de declinagao do sol.

Falemos primeiro do Guia de Evora, exemplar que pertence & Biblioteca
Publica dessa cidade, onde encontramos um conjunto de tabuas de decli-
nacao do sol, que comecam num ano bissexto. Feitas as contas, conforme
explicam os cdnones de Zacuto, verificamos que se trata do ano de 1520. Ha
algumas evidéncias que o Guia foi editado por Valentim Fernandes, numa
altura em que este se dedicou a publicagdo de documentos nauticos, de forma
que é muito provavel que a edigdo date de 1518 ou 1519.

O Guia Ndutico de Munique, contudo, sendo claramente anterior a este,
tem uma tdbua de declinagao do sol apenas para um ano (e nao para quatro,
como seria normal). Vérios autores fizeram muitas tentativas de identificar
a que ano se destinava, a meu ver com menor atencdo as caracteristicas da
tabua.

A primeira curiosidade é a de que a primeira tabela ndo corresponde ao
meés de Janeiro (como seria de esperar), mas ao més de Margo, quando ocorre
o equindcio da Primavera e a declinacdo do sol atinge o zero. Terminando
no més de Fevereiro, do ano seguinte.

Mas, prosseguindo a observacdo, verificamos que as sucessivas tabelas
transcrevem quase de forma perfeita a tdbua auxiliar de calculo de declina-
¢oes, do Almanach Perpetumm, a que hé pouco me referia. Ou seja, a tdbua
serve-se dos 360 valores, correspondentes a 360 graus inteiros da Ecliptica,
fazendo corresponder um a cada dia do percurso do sol. Naturalmente que
no final faltavam seis dias (o més de Fevereiro tem 29 dias), de forma que
foram intercalados seis valores de declinagdo, sem um critério visivel, de
forma a completar os 366 dias do ano. Estas tdbuas nao resultam, portanto,
de nenhum célculo, sendo absurdo imaginar um ano raiz. As tdbuas servem
para qualquer ano (com erros, normalmente, inferiores a % grau), desde que
se aceite que a declinagao maxima do Sol de 23°33’. Valor que dominou a
literatura nautica portuguesa até a década de 90 do século XVI.

Recentemente, foi possivel identificar sem margem para dividas, que
o Guia foi publicado por Hermao de Campos, alemio que trabalhou com
Valentim Fernandes desde 1516 até a morte deste dltimo, em 1519.
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Os 500 ANOS DO PRIMEIRO TRATADO DE ARITMETICA
PRATICA IMPRESSO EM PORTUGAL

Teresa Costa Clain
Grupo de Histéria da Matemética e Educacio Matematica,
CIDMA-Univ. de Aveiro

Comemorou-se recentemente (15 de Novembro de 2019) os 500 anos do
Tratado da Pratica d’Arismetica de Gaspar Nicolas, também considerado
o primeiro tratado de aritmética pratica de autor portugués publicado em
Portugal. Da obra original, saida da oficina de Germao Galharde, existe um
exemplar na Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto que, em 1963,
foi publicado em edicdo fac-similada pela Livraria Civilizacdo do Porto e
prefaciada pelo Professor Luis de Albuquerque.
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Figura 1: Colofao do Tratado da Pratica d’Arismetica

A semelhanca de outras obras para o mesmo fim, o tratado apareceu
num ponto comercial importante, a cidade de Lisboa, entdo conhecida pela
dindmica ligada a expansao maritima portuguesa. O conhecimento pratico,
entdo transmitido de «boca em bocay, e ligado aos «pequenos» negocios,
tornara-se insuficiente. Gaspar Nicolas atuou como divulgador e formador
do saber matematico ligado a esta nova realidade. Prop6s modelos para
programar os grandes negdcios e para calcular os impostos, associados a
intensa atividade comercial, utilizando algoritmos apoiados na vulgarizagao
do céalculo com os nimeros indo-arabes.

Sobre Gaspar Nicolas os dados séo escassos. Contudo, pensa-se que viveu
entre o ultimo quartel do século XV e o segundo do século XVI. A. A. Mar-
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ques de Almeida remete-nos para Luis de Albuquerque que admite a pos-
sibilidade de Gaspar Nicolas ser de origem judaica (Almeida, 1994, v. I,
p. 79). Na nota biografica presente na edigao fac-similada de 1963, Luis de
Albuquerque escreve, «Nascido talvez em Guimaraes (...) tem o seu nome
ligado aos aspectos cientificos dos descobrimentos Portugueses, pois atribui-
-se-lhe parte activa na realizacdo de tdbuas nduticas.» (Nicolas, 1963, Nota
sobre a obra e o autor de Luis Mendonga de Albuquerque). O que sabemos
de Gaspar Nicolas esta ligado & obra que nos deixou. No prélogo do Tratado
da Pratica d’Arismetica o autor refere as suas ligagoes a cidade de Guima-
raes onde encontrou, numa dada ocasido, D. Rodrigo, Conde de Tenttigal!,
o mecenas. Nas palavras do préprio autor encontramos referéncias ao escla-
recimento de duvidas na Casa da India sobre o cdlculo dos impostos o que
nos leva a crer no seu papel de formador naquela instituicao.

Quanto a estrutura do tratado, ndo existe qualquer espago com a funcao
de «indice» mas antes a presenga das tabuadas da multiplicagdo. Seguem-
-se: os numeros, « Primeiraméte te he negeesario cohecer as letras e despoys
de conhegidas saber numerar coveé asaber cohecer estas mesmas letras quato
vallé» (Nicolas, 1963, f. 1) (as dez «letras» da aritmética, os algarismos de 0
até 9); as cinco operagoes aritméticas basicas: «numerar, conta de assomar,
conta de demenuir, conta de multiplicar e repartir» (Nicolas, 1963, ff. 1f-
10f); a regra de trés, as regras de companhias e as regras de quarto e vintena.
Todas estas regras sao necessarias ao mercador. Nos enunciados propostos
estd bem claro o papel do imposto ligado a pratica do quarto e vintena na
economia nacional, dai deduzir-se o papel de destaque na obra. Nicolas passa
as operacoes com quebrados e a regra da conta de Flandres, as progressoes,
deixando para depois a regra de baratas. Parece haver uma vontade de in-
tercalar temas de aritmética mercantil com assuntos matematicos desligados
do ambiente dos negdcios. De um modo geral, os assuntos expostos sdao, na
sua maioria, temas que fazem parte de uma tradicdo em aritmética pratica,
como as regras de companhias, as baratas, as ligas da prata e do ouro muito
ligadas aos modelos para os negbcios. Contudo, desviam-se deste objetivo
em algumas situagoes. Assim, observamos a presenca de uma Matemaética
pensada para o comércio, a par com processos desligados do mundo mer-
cantil, tais como os que se encontram associados a resolugdo de problemas
para determinar nimeros. Outras praticas aparecem disfarcadas de temas

'O Conde de Tenttigal era D. Rodrigo de Melo (1488-1545) também 12 Marqués de
Ferreira. Era filho de D. Alvaro (filho dos segundos Duques de Braganga) e de sua mulher,
D. Filipa de Melo. Pressume-se que nasceu em Castela durante o exilio do seu pai. Foi
agraciado com o titulo de Conde de Tentugal por D. Manuel em 1504 (Almeida, 1994,
v. I, p. 77).

Suplemento do Boletim da SPM 79, Dezembro 2021, pp. 121-124



TERESA CosTA CLAIN 123

mercantis mas visam trabalhar conceitos matematicos. Podemos observar
os exemplos dos mercadores que investem nas «companhias» mas desconhe-
cem o0 que investiram ou os tempos nas companhias, que nos conduzem a
sistemas lineares cuja resolucdo nos remete para conceitos algébricos que
certamente o mercador comum nao dominava.

Para ilustrar esta vontade de tratar de mateméatica fora do mundo mer-
cantil, veja-se o capitulo «Numeros» (Nicolas, 1963, ff. 39-56), onde aparece
um conjunto de enunciados que, embora considerados classicos, demonstram
uma vontade em conhecer e transmitir contetidos emancipados do real e as-
sociados a um esbog¢o da «teoria dos nimeros». No universo dos problemas
apresentados podem incluir-se alguns temas sobre ntimeros quadrados:

Da me huti numero que lhe poendo .10. fique quadrado e tirddo
.10. fique quadrado. Este he o modo por que diz .10. multiplica
.10. em sy e fazem .100. ajita sempre .4. por regra geral e fazem
.104. ora sempre parte por .4. por regra geral vem .26. (...)
(Nicolas, 1963, f. 43f).

A «regra geral referida» ndo se encontra enunciada anteriormente e a res-
posta apresentada ndo carece de qualquer justificacdo por parte do autor.
Se passarmos a linguagem atual podemos ter as equagdes do problema

r+10=a% (1)
r—10=0% (2)

onde x representa o niimero a determinar, a® e b* sdo os ntimeros quadrados
referidos. Se fizermos (1) + (2) temos 2x = a? +b? e fazendo (1) — (2) temos
20 = a?—b?. Sabendo que a®—b* = (a+b)(a—b), procuram-se dois divisores
de 20. A solugdo dada considera a + b = 10 e a — b = 2. Daqui resulta que
a=06eb=4. Ou seja, 2z = 62 + 4° & z = 26. Na regra geral referida por
Nicolas temos (a + b)* + (a — b)* = 10?2 + 22 = 2 (a® + b?) = 2(2z) entdo
4dr =104 & x = 26.

Os enunciados de problemas com nimeros do félio 42 v incluem ntimeros
e raizes, tais como este exemplo: «Dame hui numero que partido o seu terco
por sua rayz venham .19.» (Nicolas, 1963, f. 42v) e as situagdes de impossi-
bilidade, sempre com o suporte da regra de trés: «Buscame hii numero que
lhe tirando dous tergos e o meo fiquem .10.» (Nicolas, 1963, f. 42v). Para
justificar que a «conta é falsa» o autor afirma: «...tu bem ves que ho meo
e dous tergos que passa de cousa enteira e ndo podes tirar este meo e dous
ter¢os de nenhut numero que fique algutia cousa minguar» (Nicolas, 1963,
f. 42v). Para reforgar as suas afirmagoes, usa o niimero 6, assim determina
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um meio e dois tercos de 6 que somados fazem 7. O «minguary, neste caso,
quer dizer que 6 — 7 = —1.

O tratado inclui ainda um conjunto de problemas que abordam as regras
enunciadas em capitulos anteriores, numa sec¢do denominada «Numeros e
Perguntas». Trata-se, nao s6, de um conjunto de enunciados para consolida-
¢ao das regras mas também um meio de abordar outros temas. Um assunto
singular na obra é o tema «Geometria» e nas tltimas paginas aparecem os
problemas da liga da prata.

Sobre as obras matematicas que teriam inspirado Gaspar Nicolas a com-
por o seu tratado, o proprio faz multiplas referéncias a Luca Pacioli: «Frey
Lucas de Sam Francisco que foi nesta arte grande mestre que compilou e
compos hutia obra d’arismetica e geometria» (Nicolas, 1963, f. 51f).

Podemos considerar que Tratado da Pratica d’Arismetica teve uma
grande divulgacao dado que, sem contar com a edi¢ao de 1519, foi impresso
nos séculos XVI, XVII e XVIII (apenas uma edi¢ao), num total de nove vezes
(Nicolas 1963, Nota sobre a obra e sobre o autor de Luis de Albuquerque),
o que demonstra reconhecimento, agrado pela obra e utilidade da mesma
na formagao, assim o afirma Gomes Teixeira (Teixeira, 1934, p. 98) «um
excelente manual de Aritmética pratica, muito claro e simples na exposicao
das doutrinas, sem teorias, que certamente prestou bons servigos no século
XVI».
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Durante a Grande Guerra o desenvolvimento da ciéncia e da tecnologia
deram saltos gigantescos destacando-se em especial a grande evolucdo da
artilharia, ciéncia bélica em que a matematica tem um papel predominante,
nao s6 na construcao e aplicacdo dos materiais de artilharia, mas também
no céalculo das trajectérias dos projécteis, elaboracao das tabelas de tiro e
também na direccdo, regulagdo e correccao do proprio tiro.

Durante este conflito, quando o impasse da guerra de trincheiras se
impo6s, o uso da artilharia destacou-se uma vez que os seus alcances dei-
xaram de ser os 3 a 4 quilémetros até ai praticados para o tiro a vista, para
passarem a ser de uma a trés dezenas de quilémetros e mesmo cerca de 120
como foi conseguido pelos canhoes que os aleméaes baptizaram como « Kaiser
Wilhelm Geschiitz», com que bombardearam Paris, na Primavera de 1918,
também por isso conhecidos como « Paris-Geschiitz», sendo designados pelos
parisienses, inapropriadamente, por « Grosse Berthay.

Resumidamente, o problema do tiro de artilharia pode ser abordado
simplesmente em duas fases: a da balistica interna (estudo dos fenémenos
que ocorrem dentro do tubo do canhao) e a da balistica externa (fenémenos
relacionados com o trajecto do projéctil desde que sai da boca do canhéo,
deixando de estar sujeito aos gases propulsores, até que chega ao alvo).

O estudo da balistica interna comegou com o uso da pdlvora negra, ainda
na Idade Média. No periodo da Grande Guerra olhava-se ja de forma muito
diferente para as teorias da combustao da pélvora tendo em conta as relagoes
entre a velocidade de combustao, a temperatura, a forma dos graos e a erosao
da alma do canhao.

A evolugao da balistica externa passou por duas etapas claramente di-
ferenciadas. Antes de Newton, com utilizacdo de métodos geométricos, em
que se destacam: Galileu Galilei ao deduzir a trajectéria parabdlica de um
projéctil no vazio e Torricelli ao formular a equagao do alcance de um pro-
jéctil. Depois, Newton fundamentou as bases da dindmica para os corpos
rigidos e para os fluidos que também sdo aplicaveis aos fenémenos e estudos
da balistica. Apds Newton, utilizando métodos analiticos, Euler estudou a
resisténcia aerodindmica das balas dos canhoes e, nos finais do século XIX,
desenvolveram-se os métodos para determinar a resisténcia aerodindmica,
comegaram a usar-se projécteis com cinta de travamento em tubos de almas
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estriadas, que permitiam melhorar a obturacdo da camara, conseguindo ve-
locidades iniciais mais altas e com mais consisténcia, além de estabilizarem o
projéctil durante o voo, factores que iriam permitir melhores alcances. Nas
vésperas da Grande Guerra comecaram, entao, a desenvolver-se bases mate-
maticas que descreviam o comportamento do projéctil em voo, permitindo
elaborar tdbuas de tiro ou estudar a resisténcia aerodindmica em ttneis de
vento, bem como analisar trajectérias balisticas estratosféricas permitindo
construir algoritmos de simulacdo que por sua facilitava a prediccao do tiro
sem recorrer aos avultados custos de utilizacdo das carreiras de tiro.

O modelo de Galileu considerando a trajectéria parabdlica no vazio pres-
supunha como hipdteses que a Terra era plana e nao girava, ndo havia atmos-
fera e o projéctil era uma massa pontual. Mas, para os enormes alcances
dos canhoes que bombardearam Paris tais pressupostos nao eram aplicaveis.
Para além da velocidade inicial e do angulo de tiro havia que considerar uma
série de factores que afectavam a trajectéria; uns dependentes do proprio
projéctil, como a sua massa, o calibre, a geometria e a rotacdo a que era
submetido; outros, contudo, inerentes ao meio em que deslocava, como a
densidade, temperatura, pressio e viscosidade; a influéncia das velocidades
e direcgoes do vento nas varias altitudes do percurso; tudo conjugado com
a estabilizacdo do voo, a resisténcia aerodinidmica, o efeito giroscopico, etc.,
faziam com que a trajectdria real no ar nao correspondesse a da pardbola ted-
rica do vazio. Esta, no ramo ascendente, em que a resisténcia aerodinamica
actuava em conjunto com a gravidade, levava a que a componente vertical
da velocidade inicial se anulasse e a componente horizontal diminuisse mais
rapidamente, enquanto no tramo descendente, em que a resisténcia do ar
se opunha a da gravidade provocava que o tempo de queda fosse maior do
que na subida, originando como consequéncias que: a trajectéria nao era
simétrica (estando o vértice mais proximo do ponto de queda), a altura do
vértice era menor do que a correspondente a trajectéria no vazio, o angulo
de queda era maijor que o angulo de tiro, a velocidade no ponto de queda
menor do que a velocidade inicial, e o alcance maximo nao era obtido pela
utilizacdo de um angulo de tiro de 45°.

Apés aturados estudos de algoritmos de simulacdo, o professor von
Eberhardt e os engenheiros e matematicos das industrias Krupp, escolhendo
a direcgao de tiro adequada (para compensar o desvio provocado pela ro-
tagdo da Terra e o efeito de Coriolis) e considerando que o projéctil, na
atmosfera, acima dos 19 quilémetros de altitude, enfrentaria condi¢bes da
resisténcia do ar muito perto do zero e que, assim, o maximo alcance poderia
ser conseguido com um angulo de tiro superior a 50° que, em conjunto com
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a muito alta velocidade inicial imprimida ao projéctil, o iria fazer atingir
aquela altitude entrando nela com uma inclinagdo de cerca de 45° (dngulo
de tiro correspondente ao méximo alcance em vazio) percorrendo entao estas
altas camadas da atmosfera num regime muito préximo das condig¢oes do va-
zio, conseguindo assim, pela quase auséncia de resisténcia do ar, muito maior
alcance, até descer de novo para camadas inferiores, continuando depois o
seu trajecto num regime condicionado pelas componentes da resisténcia ae-
rodindmica do ar, até atingir o alvo a cerca de 120 quilémetros de distancia.

A interaccio entre as teorias analiticas, a resolucdo de equagoes dife-
renciais, a integracdo numérica e grafica, a pesquisa empirica resultante da
experimentacdo e medi¢do, todas combinadas, permitiram aos alemaes, em
Marco de 1918, bombardear Paris a cerca de 120 quilémetros de distancia,
felizmente sem grande efeito pratico, mas que, cientificamente, juntando ma-
tematicos, engenheiros e artilheiros concretizaram a procura de uma lei que
pudesse traduzir os efeitos matematicos da resisténcia do ar e permitisse a
obtencao de uma solucao para a utilizacao das equacgoes diferenciais aplica-
veis a balistica, sendo, neste caso, o embrido para a utilizagdo em aplicagoes
posteriores como a dos foguetes V1 e V2, na Segunda Guerra Mundial, e
dos actuais misseis balisticos intercontinentais.
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THE JESUITS’ “DRIVE TO THE EAST” (LITHUANIA-
POLAND-WHITE RUSSIA-UKRAINE-TRANSYLVANIA)
AND THE ROLE OF THEIR SCHOOLS IN EASTERN
EUROPE’S SCIENTIFIC HISTORY

Ugo Balding
Universidade de Padua

1 The historical background

The so-called ‘globalization’ of Western science, from the geographical dis-
coveries to the end of the ancien régime, is usually meant as a transfer to
other continents. However:

1) Properly, ‘Western science’ (especially mathematics) was that of Central-
Western Europe.

2) It reached Eastern Europe at the same time as other continents, also with
a revolutionary effect.

3) Due to rooted historical factors, that area had not been involved in the
cultural synthesis of the late Middle Ages; it lacked a structured school and
university system, not to say a proper teaching tradition in mathematics
and the related disciplines.

4) The diffusion of a western style school system with some scientific con-
tents, from about 1565/70, was mainly due to a single agent, the Society of
Jesus.

5) The Jesuits’ motives being not primarily scientific, this is a notable ex-
ample of a carrier transporting goods different from those it was mainly
destined to, or even considered contrary to its purposes.

6) Much early modern mathematical production in the area — whatever its
level — was due to Jesuits.

7) The role of a second teaching agent, the Piarists (Escolapios), was minor
because: they entered the region half a century later; for many decades their
schools were only of primary and secondary levels, and then their few high
schools adopted the Ignatians’ programs and methods also in mathematics,
so providing a partial ‘Jesuit’ instruction; excepting only a part of Tran-
sylvania, they did not advance much. Thus, individual cases apart, their
contribution was more in the social history of mathematics instruction than
in high learning or research.

8) A third agent, the Protestant schools, in some places existing before
the Jesuits’ arrival, were soon outnumbered and often surpassed in quality;
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to face the Jesuits’ challenge, many of them adopted their programs in
philosophy and mathematics.

For long, the western — and more clearly, for political reasons, the eastern
European historiography — ignored or belittled this epochal fact. Recently
local historians have focused on it, but the initial neglect and the dispersal
of the documents have kept the progress in this area relatively slow (“. ...
to advocate for the factual and the true . ... is no easy task, as the relevant
evidence was for many years ... obscured by many . ..., so biased against
Jesuits that they refused to acknowledge even their most obvious .... suc-
cesses”: Stasiewicz-Jasiukowa 2004, Introduction). Also due to language
barriers, the results are not yet found fully in general histories of mathe-
matics and science.

Until late 16th century, no stable higher education institutes existed
in the Baltic area east of a ‘border’ connecting Uppsala, Konigsberg and
Krakéw. In the Slovakian-Hungarian territories, it was even more to the
west (Bratislava to Pécs). In the Balkans and in the orthodox zone (Greece
to Moldavia, Ukraine and Belarus, not to say Russia), no university or high
school properly existed [Map I]. The only schools — apart from the monas-
tic, usually not attended by lay persons — were those of the ‘brotherhoods’
affiliated with individual churches, instructing the youth of the community.
Religion apart, they just provided a primary or lower secondary instruction,
including only ‘everyday’ mathematics. No stable orthodox high school ex-
isted before the Kiev academy (1632) and that of Moscow (1687), both of
which were not universities. Most of the 16th—17th centuries best known in-
tellectuals from eastern Baltic to Greece, literature or religion apart, studied
in German or Italian universities (Copernicus, Hevelius and Comenius are
just some examples).

Even in the Balkans, the Ottoman rule was not the only — and perhaps,
on a great historical scale, not the main — cause of this state of things.
A key historical-geographic factor was a west-east division in the essen-
tials of the economic-political system. Eastern society, not involved in the
great currents of the Mediterranean trade, remained more strictly feudal
and of large land tenures; so the thrust towards rationalizing procedures,
and hence specialized technical-scientific learning, was smaller. But an-
other factor, religious-cultural, was also decisive. A little more east of that
division there was that between the Western and the Orthodox churches.
The Byzantine origin of the latter permeated the entire East Slavic area
with characteristic knowledge contents and conventions. This is well known
(Toynbee considered Orthodoxy a ‘civilization’ different from the western),
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(W.R. Shepherd, Historical Atlas, New York 1911, p. 100)

but little attention is paid to its bearing in the field of science. Byzan-
tine instruction did not evolve really from the classic trivium-quadrivium.
More than directly, mathematics was dealt with through the works of such
philosophers-theologians as Proclus. After the fall of the Empire, the re-
gions influenced by it conserved this approach. There was no emergence
of a (partially) lay higher education agent as the West’s universities, which
from mid-fourteenth century provided mathematics with a stable placement
in the specialized curriculum of arts and medicine. Due to their prevailing
religious finality, higher studies were not organized in a disciplinary structure
but centered on dogmatic topics or the works of the Church fathers; thus,
scientific matters were mostly considered in the measure they were some-
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how linked to those topics, or hinted at in some patristic text; therefore
their topics remained incidental and ancillary. Four differentiating aspects
are worth mentioning:

i.

ii.

iii.

iv.

2

The use of the Cyrillic alphabet; The Cyrillic alphabetic numerals
(used in the Balkans until late 16th century, in Russia until the first
decades of the 18th century) are unfitting for a purely positional al-
gorithm. Numbers were written usually from a high value position to
a low value one but, for instance, those from 11 to 19 were not only
named with the units before the tens (as in the German languages:
‘eighteen’, ‘achtzehn’), but also written so (M. Deji¢, “How the old
Slavs (Serbs) wrote numbers”, Jr. of the British Society for the His-
tory of Mathematics, 2013, 1, 2-17);

The lack of a teaching of western languages and of Latin, the West’s
academic Esperanto;

The lack of a systematic presentation of the whole of the natural
world, and of the disciplines regarding its parts or aspects, hampered
the possibility of connecting single problems, or doctrines, in a gen-
eral methodical and conceptual structure, such as the West’s scholas-
tic cosmological synthesis. Although largely aprioristic and inducing
to conformity, that synthesis was a model of integrated knowledge,
and evidenced the areas in which research and systematization were
needed. It had absorbed originally separated topics (such as medicine),
under a general requirement of adopting an unique set of ontological
and intellectual criteria: one that, independently from the inadequacy
of that adopted in Scholasticism, was (and is) basic for any scientific
enterprise;

At the same time, the lack of refined observational and mathematical
approaches did not enable Orthodox culture to profit from the absence
of the constraints and inadequacies typical of that model.

The Jesuit advance and its cultural-scientific ef-
fects

From 1570, in an effort to reverse the Protestant expansion in the Baltic area,
and to support the pro-Rome Uniate Church in the Orthodox realm, the Je-
suits founded a growing number of schools. In parts of Eastern Europe the
Catholics were outnumbered by other confessions, but most of the region, up
to nearby the Black Sea, was ruled by the catholic Kings of Poland, whose
authority overlapped a fragmented religious geography [Map II]. Thanks
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to them, in about half a century the Society’s schools extended from Riga
to Kolozsvar/Cluj (Romania), major intermediate points being Vilnius and
Lwéw [Map IIIJ; thus, western instruction advanced more than 300 km to
the east. Each Jesuit school (22 in 1615, and 66 at mid-18th century)
had about 300400 students per year; moreover,their reputation attracted
protestants and orthodoxes (even from Russia), and to cope with their suc-
cess orthodox and protestant schools adopted their programs and also text-
books. A growing number of students learnt Latin and became familiar
with the western alphabet and numerals, but also with the western system
of the disciplines. Around 1650, ca. ten Jesuit schools (and some of the
non-Jesuit) provided the three years philosophy curriculum, in which math-
ematics was taught according to the programs of the 1599 Ratio studiorum:
Euclid’s Elements, especially books I-VI; arithmetic, with some elementary
algebra; basic spherical astronomy (sometimes with some trigonometry);
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general descriptive geography; applications (perspective, statics, gnomon-
ics; sometimes also musical theory and calendar theory). In all the Order’s
schools, conformity to the Ratio meant standardized textbooks. Lessons
were dictated, but — whatever their level — the contents transmitted came
from a little number of works: until about 1620 — as in Europe, America,
Asia and Africa — mainly those of C. Clavius (his commentaries to Euclid
and Sacrobosco are probably the most widespread mathematical works in
early modern history). Then the eclipse of pure geocentrism and the adop-
tion of Brahe’s system implied the use of other works, but in pure mathe-
matics Clavius’ texts were substituted only after 1640, mainly by those of
A. Tacquet.
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3 Early research and publishing

Due to the lack of local teachers, the first Jesuit teachers of mathematics
came from Germany and from Clavius’ school in Rome. They usually stayed
for the time necessary to prepare local substitutes, so published nothing in
the field. Their successors until 1600-1620 were not supported by extended
public and adequate libraries; moreover, most of them had been trained on
a little more than the contents of the teaching programs. Therefore, for
the first fifty years of the schools’ history, mathematical production was
mainly limited to manuscripts of lessons. After 1600 new circumstances
took shape. A few notable foreign teachers, Jesuit and not, provided a
stimulus: around 1610 A. van Roomen taught in a lay school at Zamosé
(southeastern Poland), from 1613 to 1617. Ch. Malapert taught in Kalisz
(central Poland), and from 1621 to 1650 C. Scheiner taught in spells in
Nysa (Silesia); some post-curricular, advanced courses in mathematics began
to be taught to future teachers. Moreover, promising students were often
sent to western colleges (especially to Rome) to specialize in theology, and
some mathematically gifted benefited from this experience: notable cases
are Alexius Sylvius (1593-ca. 1653), Marcin Smiglecki (1564-1618), Adam
A. Kochanski (1631-1700, later a correspondant of Hevelius and Leibniz and
a royal mathematician under Jan III Sobieski). Stanistaw Solski (1622-1701)
was formed locally, in Kalisz, but possibly by a Malapert former pupil.

Most pre-1700 mathematics works by Polish, Lithuanian, Belarusian and
Ukrainian Jesuits were didactical, or dealt with civil and military architec-
ture, engineering, gnomonics, astronomical tables, and other. The scarcity
of lay mathematicians in the region, the Society’s support of the rulers and of
the catholic aristocracy, and the continuous wars from early 17th century to
the mid-18th involved Jesuits in politics, military affairs, and even as tech-
nicians in the Commonwealth’s army, including artillery. Some advanced
research was however done (Kochanski found a notable approximation for
7, mastered leibnitian calculus, and had some original views in mechan-
ics). Their study is still in a preliminary stage, and interesting findings are
possible.

The outlines drawn so far provide us with a methodological lesson.
From ca. 1570 to mid 18th century, at the time when western mathematics
reached Far Eastern Europe as a part of Jesuit culture, in the West that
culture began collapsing. That collapse is often attributed to the impact of
mathematical-quantitative reasoning, seen as something radically opposite
to that culture, both conceptually and historically. What has been said
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shows perhaps that conceptual oppositions should not be simply taken as
historical.
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De Galileu a Borri

Galileu Galilei (1564-1642) terd conhecido o telescépio em Julho de 1609.
Com este instrumento iniciou uma série de observagoes do céu que publi-
caria no seu livro Sidereus Nuncius (1610). A observagdo da Lua revelou a
existéncia de montes e vales na sua superficie, ilustrados nas gravuras que
ali se encontram reproduzidas. Mas nao eram as primeiras ilustragoes de
sempre do relevo da Lua: talvez a de William Gilbert (1544-1603), a partir
de observagoes a olho nu, tenha sido a primeira (certamente antes de 1603)
mas sé foi publicada em 1651. Também o inglés Thomas Harriot (1560
1621) produziu imagens da Lua com a ajuda de um aparelho a que chamou
dutch spyglass; a primeira data de 3 de Agosto de 1609, uns meses antes das
observagoes da Lua por Galileu (Novembro de 1609), mas como as gravuras
de Harriot ndo foram publicadas durante a sua vida, é Galileu o autor das
primeiras gravuras impressas da Lua a partir de observacoes com telescépio.

Mas também aos padres jesuitas chegou a noticia da existéncia do teles-
copio, e também estes comecaram a fazer observagoes astrondmicas, entre
finais de 1609 e inicio de 1610. Por via da Companhia de Jesus, as novida-
des de Galileu chegaram rapidamente a Portugal. Em 1615, Giovanni Paolo
Lembo comegou a leccionar no Colégio de Santo Antdo em Lisboa. Pelas
notas do seu curso ficamos a saber que por essa altura se construiam te-
lescopios e se faziam observagoes astronémicas em Lisboa [4]. Alguns anos
mais tarde, Cristovao Borri (1583-1632) encontrava-se em Coimbra e ali
fez algumas observagbes astronémicas. Na noite de 18 de Julho de 1627,
Borri observou a Lua e fez a gravura que publicou em Collecta Astronomica
(1631) [1]. A sua gravura da Lua é muito provavelmente o mais antigo docu-
mento grafico publicado de uma observagao astronémica feita em Portugal.
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Entre as gravuras da Lua publicadas por Galileu e Borri ainda encontra-
mos a de Christoph Scheiner (1573/1575-1650), também jesuita, publicada
em Disquisitiones Mathematicae (1614). Durante todo o Séc. XVII a Lua
continuou a ser escrutinada e as suas irregularidades foram recebendo no-
mes de pessoas ilustres. Os nomes que chegaram aos nossos dias sao em
grande parte os da cartografia lunar do jesuita Giovanni Baptista Riccioli
(1598-1671), publicada em Almagestum Novum (1651).

Gilbert Harriot Galileu Scheiner Borri Ricciolli
(antes de 1603) (Agosto 1609) (Nov. 1609) (antes de 1613) (1627) (antes de 1651)

Propostas expositivas — Visto de Coimbra e Galileu-
-Borri

Visto de Coimbra (Museu da Ciéncia da UC) é uma exposi¢do de memoria
de lugar que aborda o tema das observagdes astronémicas em Coimbra [2].
A gravura da Lua de Borri é a imagem de marca da exposi¢do que comecga
por exibir uma réplica da luneta de Galileu junto as ilustragdes da Lua
publicadas em Sidereus Nuncius. A primeira parte da exposicio é dedicada
a histéria dos Colégios Jesuitas de Coimbra (Colégio das Artes e Colégio
de Jesus), com destaque para o curso filoséfico Conimbricense e para trés
apontamentos sobre a pratica da cultura, da ciéncia e do culto naqueles
colégios. A vitrina sobre ciéncia estd organizada em trés nicleos:

- Cristévao Clavius, antigo estudante do Colégio das Artes e divulgador da
obra de Pedro Nunes; em exposicdo o De Crepusculis, um astrolabio e uma
rosa-dos-ventos, ambos do séc. XVII.

- O telescopio; em exposicdo uma luneta do séc. XVIII e uma lente de
telescopio que se cré estar relacionada com a Companhia de Jesus e destaque
para a obra Collecta Astronomica de Borri onde se encontra a ilustracao da
Lua.

- Os azulejos didaticos jesuitas; em exposicdo um azulejo de astronomia e
um de matematica junto a um facsimile de Os Elementos de Euclides na
versao de Andrea Tacquet (1729).
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Galileuw e Borri (Observatério Astronémico e Geofisico da UC) é uma
proposta de guido para uma mostra sobre Galileu e Borri, também com trés
nicleos e centrada na obra de Borri:

- Apresentacdo da cronologia dos modelos do sistema solar; destacam-se as
duas questoes centrais da obra de Borri e a sua relagdo com a religido, en-
quanto divulgador da obra de Galileu: a incorruptibilidade dos céus rebatida
pela existéncia de cometas e o movimento da Terra, proposto por Galileu,
questao que Borri cré resolver optando pelo modelo geocéntrico de Tycho
Brahe.

- O papel do telescépio e a sua histéria; este nicleo introduz a descoberta do
telescopio, construido em 1608 na Holanda e melhorado por Galileu em 1609,
permitindo as observagoes astrondémicas publicadas em Sidereus Nuncius
(1610), seguindo-se a utilizagdo do telescépio pelos Jesuitas em Portugal
(Lembo em Lisboa e Borri em Coimbra).

- Os painéis didaticos de Astronomia em azulejo; o elemento central da ex-
posicao sera a reconstrucao dos dois painéis didaticos de astronomia a escala
real [3]. Cada painel tera por base uma ilustracdo do séc. XVII dos hemis-
férios celestes sobre o qual estardao colocadas réplicas dos azulejos. Neste
nicleo serdo ainda apresentadas as obras que podem ter servido de base
a composic¢ao final do painel existentes nas bibliotecas da UC (Zahn e Kir-
cher). Sera ainda assinalada a diferenga entre painéis de azulejos decorativos
sobre ciéncia (Colégio de St. Antdo em Lisboa e Colégio do Espirito Santo
em Evora) e os azulejos didaticos que foram produzidos para o Complexo
Jesuitico de Coimbra.
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A importancia da Histéria da Ciéncia (HC) como ferramenta didético-
-pedagdgica para o ensino das ciéncias é hoje em dia uma questdo mais que
consensual junto da comunidade educativa. Professores e alunos usam com
regularidade temas de HC para uma melhor compreensao de topicos e con-
ceitos cientificos e os préprios curriculos das varias disciplinas, das ciéncias
exatas as naturais, integram eles mesmos muitos episédios da sua prépria
historia. Nas escolas portuguesas o ensino das ciéncias exatas e naturais faz
parte dos curriculos dos alunos, sejam eles de Ciéncias e Tecnologias, Huma-
nidades ou Artes. O aumento da escolaridade obrigatdria para 12 anos traz
também ao percurso escolar dos alunos mais disciplinas de ciéncias, bem
conteudos cientificos ministrados durante mais anos, e por isso mesmo mais
aprofundados. Ao nivel do ensino, desde o basico, passando pelo secundario
e indo até ao superior, os temas de HC integrados nos curriculos é hoje in-
discutivelmente visto como uma mais valia que deve ser usada para ajudar e
melhorar o processo de ensino e aprendizagem. Em Portugal, temas de HC
encontram-se e cruzam-se atualmente nos varios niveis de escolaridade e dis-
ciplinas, apesar de muitas vezes ser deixado a responsabilidade do professor
o uso desse critério.

Por incrivel que nos possa parecer, muitas destas ideias acerca da im-
portancia da HC, como ferramenta didatico-pedagdgica para o ensino das
ciéncias, ja estava presente nos Estatutos Pombalinos de 1772, que instituem
uma das mais significativas e duradouras reformas do ensino universitario
e superior em Portugal, integrando-a, inclusive, nos curriculos das diversas
disciplinas. Pombal pretende tornar a Universidade nao sé um centro de
ensino, mas também um centro de producdo de conhecimento que fizesse
face as necessidades técnico-cientificas de um pais que via atrasado e que
urgia modernizar (Figueiredo & Duarte 2017). E implementado um ensino
técnico e cientifico em moldes completamente novos, criando-se um curso
completo e superior de ‘Sciencias Filosdficas’, dividido «na de Naturalis-
tas: na de Médicos: e na de Matemdticosy (Estatutos 1772, v.3 p.4), a ser
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ministrado nas novas Faculdades de Matematica e Filosofia Natural, e na
completamente reestruturada Faculdade de Medicina.

No contexto da Reforma Pombalina o ensino da Histéria toma um papel
de destaque. Pois como como sublinha H. Kragh, no século XVIII, a His-
téria deixa de “conduzir ao conhecimento da vontade de Deus, para passar
a conduzir ao conhecimento da natureza humana. FEsta revolucdo crucial
no campo das letras encontrou um sélido apoio por parte da nova filosofia
natural, entao em rapida expansao” (Kragh 2004, 8). O progresso da Cién-
cia, sendo construido degrau a degrau, aproveitava os progressos passados
e a Histéria revelava essa edificacao feita, tijolo a tijolo, pelos filosofos e
pensadores ao longo dos séculos. Nesse sentido, a Histéria assumia um pa-
pel importante como didatica do ensino nao sé das ciéncias matematicas e
naturais, mas também das ciéncias positivas. No caso dos cursos cientificos
a HC é matéria introdutoéria a todas as cadeiras e disciplinas — “em toda
e qualquer Faculdade principiardo os alunos pela parte historica”, afirmava
Manuel do Cenéculo, um dos atores da Reforma.

Do ponto de vista do ensino, a HC podia contribuir nao s6 para que as
disciplinas cientificas se tornassem mais atraentes, despertando nos estudan-
tes o interesse pelo estudo. Assim, todos os professores deveriam nas suas
primeiras aulas introduzir os fundamentos da sua disciplina, a par de uma
resenha historica focada nos periodos mais relevantes, de modo a

«facilitar melhor a entrada nela e sequrar o fruto das Ligoes:
Principiard o Professor pelos Prolegémenos respectivos: Dando
uma ideta circunstanciada do seu objecto e dos meios que aplica
para consequir o fim que se propoe: Mostrando a sua origem e
progressos» (Estatutos 1772, v.3 p. 176).

E sempre com o cuidado em fazé-lo de acordo com a capacidade dos
alunos, estimulando-os, mas nao os assustando,

«Mostrando-lhes, que a primeira coisa, que deve fazer quem se
dedica a entender o progresso das Matemdticas, é instruir-se nos
descobrimentos antecedentemente feitos; para ndo perder tempo
em descobrir seqgunda vez as mesmas coisas; nem trabalhar em
tarefas, e empresas ja erecutadasy (Estatutos 1772, v.3 p.170)

No caso da cadeira de Astronomia, cadeira do 42 ano do Curso Mathe-
matico, que no vasto campo das ciéncias fisico-matematicas gozava de um
estatuto particular, o papel da HC usado para ‘conduzir os mesmos disci-
pulos com mais gosto, e melhor preparo a ouvir as licées’ sai ainda mais
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reforgado. Pois, para além desse papel introdutério e motivador, a HC po-
deria, em si mesma, desempenhar uma funcao didatica muito relevante ao
préprio processo de aprendizagem através do chamado ‘método dos invento-
res’. Segundo o autor dos Estatutos, o professor podia seguir dois métodos
no ensino da Astronomia,

«O Primeiro consiste em dispor os conhecimentos jd descober-
tos, e averiguados, pela ordem Doutrinal, e Sintética, de sorte
que facam um encadeamento natural; e se apresentem ao enten-
dimento do modo mais fdcil, e vantajoso. O Segundo consiste
em Ssequir os passos dos mesmos Inventores; ajuntado primeiro
as Observagoes de todos os Fendémenos; e entrando depois na
indagacdo das causas deles, pela mesma cadeia de tentativas, e
raciocinios, por onde se chegou, ou podia chegar aos verdadei-
ros conhecimentos, que hoje possuimos.» (Estatutos 1772, v.3
p.191)

Quem hoje pela primeira vez 1é os Estatutos Pombalinos impressiona-se
com a clareza do discurso e as preocupagoes didaticas que atravessam todo
o texto. A HC ja era, tal como hoje o é, vista e aceite, como uma ferramenta
indispensavel a uma melhor compreensao das realizacbes tedricas e praticas
das préprias ciéncias, servindo aos alunos como um importante auxiliar para
apreciar o significado das questoes e desafios que inspiram os cientistas do
passado.
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Desde o século XVI o ensino elementar possui temas relacionados com a
Matematica, estando a aritmética sempre presente. Ao longo dos tempos, o
ensino da Matemédtica em Portugal sofreu varias reformulacdes. Por ques-
toes de limitagdo, concentramo-nos a partir de 1836 e apresentamos alguns
contetidos ensinados desde 1860.

Com a criagdo dos liceus, pelo ministro do reino Passos Manoel, entre
1836 e 1860, a instrucdo secundaria teve 10 disciplinas sendo a 52, Arit-
mética, Algebra, Geometria, Trigonometria e Desenho. Como se pretendia
valorizar o ensino cientifico e técnico é decretado a criagdo de um liceu em
cada capital de distrito do continente e do ultramar, mas em Lisboa seriam
dois.

Contudo, no Decreto da Instrugdo Secundaria, nao é feita referéncia ao
nimero de anos que constituem o ensino liceal, nem tao pouco os contetudos a
lecionar em cada disciplina de cada ano e respetiva carga horaria. A escolha
e coordenacdo dos compéndios e a distribuicdo das disciplinas ficariam a
cargo do Conselho de cada liceu.

Em 1844, Costa Cabral aprova nova reforma. No ensino secundério,
mantém-se a intencdo da existéncia de um liceu em todas as capitais de
distrito, mas reduz consideravelmente o ensino cientifico. O curso dos liceus
passa a ter 6 disciplinas, sendo a 32, Aritmética e Geometria aplicada a
Arte e primeiras nocoes de Algebra. Tal como a reforma anterior, nio faz
referéncia ao nimero de anos que deve ter o ensino liceal nem a carga horaria
ou manuais escolares. A salientar que s6 no final de 1870 sdo publicados os
primeiros programas oficiais do ensino liceal.

Em 1850 sao alterados os contetdos do curso liceal e criada a cadeira
envolvendo Aritmética, Algebra Elementar, Geometria Sintética Elementar,
Principios de Trigonometria Plana e Geografia Matematica. Em 1860, surge
um novo regulamento para os liceus, decretado por Fontes Pereira de Melo: o
curso liceal, de 5 anos, é composto por 10 disciplinas, sendo a 52, Matematica
Elementar. O ensino liceal vai sendo progressivamente estruturado e as
disciplinas vao surgindo de forma mais organizada, bem como os docentes e
os manuais que vao sendo cada vez mais especializados. Em 1868, o curso
liceal passa de 5 para 6 anos, continuando a existéncia de liceus de 12 e
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de 22 classe. Em 1880, no ensino liceal ha 16 disciplinas, onde a 52 é
Aritmética, Geometria plana, Principio de Algebra e Escrituracio, e a 112
é Algebra, Geometria no Espaco e Trigonometria. Em 1888, ha ainda a
divisdo do curso liceal em Curso Geral, Curso Complementar de Letras e
Curso Complementar de Ciéncias.

Em 1871, o tépico de Aritmética da cadeira de Matematica Elementar
contemplava, entre outros, a numeracao, as seis operacoes e divisibilidade
com numeros inteiros, niimeros primos, fragoes, decimais, raizes quadradas e
cuibicas, proporcgoes, progressoes, logaritmos e aplicacdes da aritmética. Um
livro adotado na altura foi “Elementos de Arithmetica” de Augusto José da
Cunha, também usado no liceu de Ponta Delgada, um dos primeiros fundado
nos Acores.

Alguns dos tépicos programaticos dos planos de estudos a partir de 1860
permanecem até hoje, como por exemplo, a organizacdo dos nimeros em
ordens e classes, contadas da direita para a esquerda. Considerava-se as
ordens: unidades, dezenas e centenas das classes das unidades, dos milhares,
dos milhoes e, logo a seguir, a dos bilides. Apds a 92 Conferéncia Geral de
Pesos e Medidas, em 1948, recomendou-se a normalizacdo para a Europa,
sendo adotada em Portugal, a partir de 1959, a Norma Portuguesa NP-18.
Nesta norma, obtém-se o nome dos grandes niimeros através da expressao
designatéria n-ilido para os valores de 105", onde n é 2, 3, etc. atribuindo-se
os prefixos latinos bi, tri, etc., respetivamente. A padronizacdo deveu-se ao
facto de existirem duas escalas: a curta baseada em 103("*1) = p-ilhdo e a
longa supracitada, termos introduzidos em 1975 pela matematica Genevieve
Guitel (1895-1982).

H& também a referir que se usava os complementos aritméticos para de-
terminar a diferenca entre dois niimeros e o valor de expressdes numéricas
no conjunto dos nimeros inteiros. A operacdo de multiplicacdo comegava
com a adicdo de parcelas repetidas e, posteriormente, recorria a tabuada
de multiplicacdo, apresentando o algoritmo completo com os produtos par-
ciais. A operacao de divisdo iniciava-se com as subtragoes sucessivas cujos
subtrativos correspondiam ao divisor, sendo depois apresentado o algoritmo
completo com os restos parciais. Definia-se um ntimero primo como aquele
que admitia apenas dois divisores: o 1 e ele préprio, e considerava-se o 1
como numero primo. Apresentava-se o algoritmo da raiz quadrada, mas
na raiz cubica, usava-se a tentativa e erro com um inicio semelhante ao da
raiz quadrada. Abordava-se os cdlculos com nimeros complexos e incom-
plexos. Por exemplo, 1d 2h 3min era um ndmero complexo, enquanto o seu
equivalente, 1563min era um ndmero incomplexo.
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Podiamos apontar outras particularidades. As acima referidas foram o
nosso alvo de estudo.
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PROBLEMAS DE MATEMATICA EM IMPRENSA
PERIODICA PORTUGUESA (1859-1936)

Madria Cristina Almeida™
CICS.NOVA/ANQEP

Em 2015 ao folhear um exemplar de A Illustracio Portugueza: Re-
vista Litterdria e Artistica observiamos que esta revista semanal publicava,
a par das crénicas, dos contos, das narrativas e das anedotas, problemas de
matematica. Esta divulgacdo da Matematica, na parte ludica da revista,
interessou-nos e levou-nos procurar a existéncia de passatempos matemati-
cos nesta e noutras publicacoes peridédicas. Assim, fizemos um levantamento
dos problemas editados em varias publicagoes da época. No que respeita ao
nimero de problemas temos: Archivo Pittoresco (1859) — 4 problemas, Jor-
nal do Domingo (1881) — 20 problemas, A Illustragio Portuguesa (1884) —
117 problemas, A Imprensa (1886) — 3 problemas, Brasil-Portugal (1899) —
3 problemas, O Académico (1903) — 1 problema, Almanach Bertrand (1900)
— em estudo. O reduzido nimero de problemas propostos nas outras publi-
cacoes, levou-nos a que caracterizdssemos apenas os problemas publicados
na revista A lllustragio Portuguesa (1884—1889), no que respeita a contetido
matematico e ligagdo a vida corrente. Do conjunto de problemas publicados
nesta revista, cento e oito foram propostos por Moraes d’Almeida. Carlos
Augusto Morais de Almeida (1843-1919) foi, segundo o Dicionario de Edu-
cadores Portugueses (1999), um individuo que se destacou especialmente no
campo do ensino das ciéncias fisicas e matematicas durante o periodo que
engloba o fim do século XIX e o principio do século XX; e, que contribuiu
igualmente para o movimento de divulgacao cientifica publicando varios ar-
tigos em revistas.

Segundo Mello e Souza (1940), mais conhecido por Malba Tahan, cor-
responde “a Aritmética recreativa uma série de problemas relacionados com
curiosidades sobre os niimeros, operagoes, enigmas, anedotas, adivinhagoes,
quadrados méagicos, etc.” (Mello e Souza, 1940, p. 233). Sobre adivinha-
¢Oes matematicas, refere que ha “questoes formuladas, envolvendo relagoes
numéricas ou figuras geométricas, que nao constituem propriamente proble-
mas — mas sim verdadeiras adivinhacdes matematicas. Essas adivinhagoes
nao se apresentam, de modo algum, adstritas a regras fixas ou a proces-
sos racionais, as solugdes, em geral, sdo atingidas quando o curioso dispoe

*Este trabalho foi parcialmente financiado por fundos portugueses através da FCT
— Fundagdo para a Ciéncia e a Tecnologia, I.P., no contexto do projeto PTDC/CED-
EDG/32422/2017.
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de uma habilidade especial e conhece os artificios comumente empregados
pelos inventores de enigmas.” (Mello e Souza, 1940, p. 45). Apés a andlise
do enunciado de cada um dos problemas propostos por Moraes d’Almeida
estabelecemos oito temas: Algebra, Aritmética, Adivinhacdes mateméticas,
Geometria, Combinatéria, Aritmética recreativa, Aritmética indiana, Pro-
babilidades. A distribui¢io dos problemas por tema revela que o maior
numero de problemas se situa no campo da Aritmética, em segundo lu-
gar temos as Adivinhacdes mateméticas, seguindo-se a Algebra, Geometria,
Combinatéria, Probabilidades. O nimero de problemas com contexto ligado
a vida real é cerca de metade do nimero dos problemas. Apresentamos um
exemplo de problema de Algebra, com contexto ligado & vida real “Quanto
possue uma pessoa que diz o seguinte: Se eu juntasse 30 contos ao que tenho
ficaria com tantos contos a mais de 85 quantos actualmente tenho a menos.
(A Illustagdo Portuguesa, n® 1, 1/07/1884, p. 7).

George Polya na sua obra How to Solve It (2003/1945, 12 ed.) argu-
mentou que o espago dedicado pelos jornais e revistas populares a palavras
cruzadas e outros enigmas parece demonstrar que as pessoas apreciam pas-
sar algum tempo a resolver problemas, apenas pelo desafio, pelo triunfo da
descoberta (Pdlya, 2003). Estes problemas, que mantivemos na sua grafia
original para beneficio curiosidade dos alunos, podem ajudar os professores
a acautelar que lhes sdo propostos problemas que nao seguem um padrao
que ja conhecem e que por isso ndo lhes colocam nenhum desafio. Alguns
dos problemas analisados poderao ser resolvidos na sala de aula ou clubes
de Matematica, onde sendo possivel avancar para uma discussao alargada,
se pode verificar a validade das varias estratégias de resolucdo que foram
descobertas e usadas, comparar as varias estratégias apresentadas, analisar
as possiveis solugoes (havendo mais que uma), ou avangar para variantes ou
prolongamentos do problema. Mas, também poderao ser resolvidos em casa
e entregues ao professor. Num caso, como no outro, trabalha-se a capacidade
de transmitir ideias, raciocinios e conclusées matemaéticas. Apresentamos ao
lado uma possivel aplica¢do para sala de aula (Figura 1) usando um dos pro-
blemas analisados. Este problema tem varias respostas (Figura 2).

Em jeito de conclusdo, realco que como professores cabe-nos proporcio-
nar condi¢bes para que os nossos alunos vivam o prazer de resolver problemas
que reside muitas vezes na descoberta de que podemos ir mais além do que
aquilo que pensidvamos conseguir.
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AGRUPAMENTO DE ESCOLAS DE XXX

Disciplina/Clube: MATEMATICA Ano letivo
Professor(a):
Nome: Ano: Turma:

Assunto: Problema dos tonéis

A llustrogo  Portugueza:
Revista Litterdria e Artistica
foi langada em Lisboa, em
Junho de 1884, publicou-se,
semanalmente, entre Julha
de 1884 e Outubro de 1890.

Muma das suas rubricas
denominada “Em familia”,
‘eram propostos passatempos,
que incluiam problemas de
matemdtica. Tendo  sido
publicados 108 problemas.

Vejamos um problema foi proposto nesta revista.
Problema

Dividir entre Fagundo, Procopio e Seraphim 24 toneis, estando 5 cheios de vinho, 8
vazios e 11 meio cheios, de maneira que cada uma d’aquellas pessoas fique com
egual nimero de toneis e com a mesma quantidade de vinho.

Resolva o problema.

a) Exponha a sua resposta.

b) Compare a sua resposta com a de outros colegas.

Figura 1. Aplicagdo para sala de aula

Fontes e Bibliografia

Toneis Toneis Toneis

cheios meio vazios
cheios

Fagundo 0 7 1
Procopio 2 3 3
Seraphim 3 1 4
Fagundo 1 5

Procopio 3 1 4
Seraphim 1 5 2
Fagundo 2 3 3
Procopio 2 3 3
Seraphim 1 5 2

Figura 2. Proposta de resolucao do
problema

Se o professor achar pertinente, po-
derd ser inserida no enunciado da
atividade (Figura 1), uma tabela
como a da figura 2 para os alu-
nos preencherem, ou ainda, avan-
car para um prolongamento do
problema.

A llustragao Portugueza: Revista Litterdaria e Artistica (1884-1890)

G. Polya, Como resolver problemas. Lisboa: Gradiva, 2003.

Mello e Souza, Diciondrio Curioso e Recreativo da Matemdtica 12 Vol.-A-B.

Rio: Edit. Getulio Costa, 1940.

Névoa, A.; Bandeira, F. (coord. geral). (1999). A educagao portuguesa: cor-
pus documental (séculos XIX-XX): dicionario de educadores portugueses.

Porto: Edigoes Asa.
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A MATEMATICA NA AULA, UM ESTUDO HISTORICO
ICONOGRAFICO!

Alexandra Rodrigues
Inst. de Gouveia — Escola Profissional, UIED

José Manuel Matos
U. Nova de Lisboa (UNL), UIED

O estudo de representacoes de aulas centradas na matematica, mostra-
-nos como elas tém tomado diferentes disposices ao longo dos séculos refle-
tindo metodologias de ensino, teorias de aprendizagem e inovacoes tecnolé-
gicas. Este estudo iconografico, suportado nas propostas de Erwin Panofsky
(1939/1972) recorre a gravuras e fotografias encontradas em livros de texto,
revistas ou no espdélio de colecionadores desde a época medieval até meados
do século XX. Utilizando um paradigma qualitativo, com pesquisa histé-
rica e documental, apresentamos para diferentes épocas teorias de ensino e
aprendizagem subjacentes a aula, através da consulta da legislacdo, manuais
escolares e fotografias.

O principal objetivo da comunicagao foi apresentar vislumbre de como
eram as aulas de matematica no passado. Por outras palavras, procuramos
interpretar as representacoes das aulas de matematica a partir de imagens
(fotografias, gravuras, imagens) encontradas em livros didaticos e jornais
e relaciond-las com outros estudos do ensino passado da matemaética. O
uso de imagens como evidéncia histérica estende o campo de trabalho do
investigador para além das fontes materiais tradicionais: declaragoes ofici-
ais, textos publicados em jornais, livros, documentacdo em arquivos, etc.
Contestando o que ele chama de invisibilidade visual, Peter Burke (2001)
discute os caminhos em cuja historia cultural pode incorporar o estudo das
imagens. Utilizando uma abordagem iconografica, pretendemos identificar
os elementos mostrados nas fotos das salas de aula e as relagoes entre eles
e, assim, compreender a mudanca e estabilidade nas salas de aula de ma-
temética. E uma viagem através dos modos de organizacgdo do processo de
ensino, a aula e nao sobre o contetido desse ensino (o curriculo). Serd neces-
sariamente uma viagem preliminar, visto que ainda nao foi feito um estudo
aprofundado sobre o assunto em Portugal, ao contrario de um trabalho mais
consistente realizado em outros paises.

'Encontra o artigo completo em Matos, J. M., & Rodrigues, A. S. (2020). Mathematics
in classroms, na iconographic historical study. Revista Histéria da Educagio, 24 (Epub
June 29, 2020). doi: https://doi.org/10.1590/2236-3459/99597
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Figura 1: Gravura do Tratado da pratica Darismetyca de 1519.

A mais antiga gravura que encontramos estd precisamente no final da
primeira edicdo do Tratado da pratica Darismetyca da autoria de Gaspar
Nicolas (1519/1963)2 e que constitui o primeiro livro de texto de matematica
impresso em Portugal (figura 1). A imagem parece representar uma aula
medieval tipica, na qual o mestre estd sentado numa cadeira mais elevada
e aponta para o livro enquanto os aprendizes folheiam, presumivelmente,
outros exemplares do mesmo livro ou escrevem em cadernos.

Sistematicamente e obedecendo a uma ordem cronoldgica, analisdmos
imagens que retratavam a aula jesuita, as aulas de primeiras letras e nos
primeiros liceus, gravuras que retratavam as inovagoes tecnologicas no final
do século XIX (o quadro preto, a lousa, entre outras...), as salas de aula da
primeira metade do século XX, salas de aula de formacao de professores e do
ensino profissional e a influéncia da escola nova no ensino primario e liceal.

Com semelhangas com o método hermenéutico alemao de andlise tex-
tual, o método iconografico tem sido criticado por ser demasiado intuitivo e
especulativo (Burke, 2001). No entanto, a analise iconografica das represen-
tagbes encontradas em livros de texto, fotografias ou gravuras, interligadas
com o contexto social, econémico e cultural da época, encontrado em registos
de professores, alunos e na legislacdo permitiram-nos identificar praticas da
matematica na aula (no sentido de Julia, 1995) enquadradas entre o periodo
medieval e meados do século XX. Através deste retrato iconografico foi pos-
sivel reconhecer uma evolucao das relagoes estabelecidas entre professores
e alunos, dos materiais utilizados e da organizacao do espaco da aula, que,
ao longo dos séculos, foi transformando a rigidez formal da organizacao es-

2A gravura foi usada noutros livros do mesmo editor.
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pacial. Os novos equipamentos educativos, em especial o quadro negro, vao
gradualmente transformar a estrutura da aula, ndo apenas de um ponto de
vista arquiteténico, mas, mais importante, de um ponto de vista simbélico.

Esperamos ter trazido o leitor para uma visdo da histéria (em particular
da histéria da Educagdo Matematica) como uma busca de permanéncias e
mudancas que nos permita refletir sobre o presente. O aluno, o professor e o
contetido enquanto categorias abstratas sdo permanentes, mas tudo o resto
muda: as relagoes que se estabelecem na aula, o valorizado e o reprimido,
os artefactos e o seu significado. Mas muda, para além de tudo a identidade
social e cultural concreta dos alunos, dos professores (repare-se de novo nas
imagens de alunos e de professores) e da prépria matematica (que incorporou
diferentes visées do que é conhecimento matematico legitimo e desejavel
eliminando simultaneamente outras dimensoes).
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TEORIA DOS CONJUNTOS”?

Ana Patricia Martins
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Em 1927, Pedro José da Cunha apresenta, ao Congresso Luso-Espanhol
para o Progresso das Ciéncias, uma comunicacao intitulada A nog¢do de con-
junto numa das memorias de Daniel da Silva, onde considera o matematico,
oficial de Marinha e lente da Escola Naval, Daniel Augusto da Silva (1814
1878) “um precursor da Teoria dos Conjuntos”. Essa meméria, Propriedades
geraes e resolucao directa das congruencias binomias: introduc¢ao ao estudo
da theoria dos numeros, estava concluida em 1852 e foi ofertada pelo au-
tor & Academia das Ciéncias de Lisboa. Publicada em 1854, o seu capitulo
final (Vdrias aplicagoes) nao ficou concluido — Daniel da Silva afastara-se
da vida activa ainda em 1852, por motivos de doenga (excesso de trabalhos
intelectuais, segundo o préprio). Regressaria em 1859.

A primazia do contributo de Georg Cantor (1845-1918) na génese da Te-
oria dos Conjuntos (TC) é facto amplamente difundido desde os inicios do
século XX e Pedro José da Cunha partilhava dessa opinido. Pouco comuns
sdo as abordagens historiograficas que realcam também o papel de outros
matematicos, destacando-se, na década de 1990, os textos de José Ferreiros.
Para o autor, a tese de que, no terceiro quartel do século XIX, Cantor foi o in-
trodutor do infinito na Matematica, conceito que impulsionou o surgimento
da Matematica Moderna é, se considerada isoladamente, um facto histérico
impreciso. Segundo Ferreirds, a tradicional historiografia da TC potenciou
alguns equivocos quanto ao desenvolvimento da Matemética Moderna. Por
um lado, é falso que antes de Cantor houvesse uma rejeicdo universal do
infinito actual. E, também, falso que abordagens conjuntistas da Matemé-
tica (que consideram a TC como linguagem bésica da Matematica) tenham
surgido exclusivamente em assuntos da Anélise (associados aos trabalhos
de Cantor com séries trigonométricas). Emergiram, também, de questoes
da Algebra e da Teoria dos Ntimeros (distinguindo-se os contributos de Ri-
chard Dedekind), e da Geometria (de onde sobressaem as investigagoes de
Bernhard Riemann, em Topologia). De realgar que os primeiros contributos
na TC, por Cantor e seus contemporaneos (Dedekind e Riemann), incluem
abordagens intuitivas aos conjuntos, sendo enquadrados no que se apelidou
de Naive Set Theory. Ja nos inicios do século XX, as primeiras tentativas
sistematicas de axiomatizacao da TC sao devidas a Bertrand Russel (1903)
e Ernest Zermelo (1908).
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Em Propriedades geraes e resolucdo directa das congruéncias binomias,
Daniel da Silva apresenta processos e formulas para a resolucdo de congruén-
cias binémias que se destacam pela sua originalidade, colocando-se questoes
de prioridade sobre o matematico escocés John Stephen Smith, num trabalho
seu publicado em 1861. A nocdo de conjunto surge, na obra do matematico
portugués, como uma ferramenta para demonstrar “um dos teoremas de uso
mais frequentes na teoria dos numeros”, de Euler, que permite obter a quan-
tidade de primos com um nimero, nio superiores a ele. E apresentada como
uma “notacao”. Daniel da Silva assume, portanto, a existéncia de conjuntos,
pelo que nao os define.

Para uma série de ntimeros S, “reunidos, e ndo sommados”, denota por
S, a “reunido” daqueles que gozam de certa propriedade a, e introduz no-
tagdes que correspondem aos actuais conceitos de interseccao de conjuntos,
complementar de um conjunto e cardinal de um conjunto. S, representa
a reuniao dos nimeros que verificam, simultaneamente, as propriedades a e
b (sendo que Sgp = Sg,, ou seja, Sgp é a reunido dos nimeros que, go-
zando da propriedade a, gozam também de b). (De forma semelhante,
Sabe = Sap, = Sabc, etc.) %S representa a reunido dos elementos de S
“privados” da propriedade a, operacio que pode ser estendida a qualquer
ntimero de propriedades. (De modo semelhante, %S = fag , etc.) S, de-
nota o “nimero dos nimeros contidos” em S,. Utiliza, ainda, notacoes
correspondentes aos actuais conceitos de reunido (+) e diferenca (—) de
conjuntos.

A notagao S [1—,] serve para representar S = S —S,, pelo que a reuniao
~6ba G & escrita na forma

webag — G- 1= [1=d]. .., (1)

sendo que “os produtos dos numeros a, b, ¢, etc. passam a indices compostos
das series respectivas”. E, de modo semelhante, se estipula

oS = g8 [1-] [1=g) [1=] .. 2)

igualdade que expressa o Principio de inclusdo-exclusao na sua forma com-
plementar. Para clarificagdo das parcelas constituintes de (2) (que Daniel
da Silva néo faz), considere-se o desenvolvimento:

@Z)"'c’b’aS:LZ)S—dJSa_Q;Z}Sb_TJZ)SC_"'+1’Z)Sa’b+¢sb7c+"‘_wsa’b’c_"'

A abordagem da nocao de conjunto feita por Daniel da Silva abrange
apenas conjuntos finitos, facto evidenciado pelos exemplos em que usa a
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sua notacdo. A saber, na demonstracao da férmula de Euler e também na
aplicagdo das férmulas (1) e (2), a respeito das quais afirma: “teem ainda
a vantagem de exprimir teoremas muito mais geraes que o de Euler, [e]
podem servir comodamente para a demonstracio de formulas importantes
e curiosas”. Tal exemplo, demonstrado, diz respeito a obtencao da soma de
todos os niimeros ndo maiores que N, e primos com ele.

De salientar que na meméria Propriedades geraes e resolugdo directa das
congruencias binomias nao se faz outro uso da motagdo de conjunto nem
existem consideracoes a processos infinitos. O que estd em linha com o en-
quadramento desta obra, desde logo explicitado no seu subtitulo (introducgao
ao estudo da theoria dos nimeros).

Concordamos com Pedro José da Cunha na afirmacdo de que “muito
antes que Cantor publicasse os seus primeiros trabalhos sébre a Teo-
ria dos conjuntos ja Daniel da Silva havia mostrado a conveniéncia de
estabelecer principios a que se subordinassem os numeros reunidos em
coleccoes, sb6 pelo facto de estarem reunidos”. No entanto, discorda-
mos da sua tese. A resposta a questdo que nos propusemos esclarecer,
Daniel Augusto da Silva, “um precursor da Teoria dos Conjuntos”?, é, por-
tanto, nao.
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Durante o século XIX verificou-se uma expansao dos sistemas de ensino,
de novos métodos de producao de papel e maquinas de impressao. Os desen-
volvimentos cientifico-tecnolégicos — transportes a vapor, maritimos e terres-
tres; comunicacoes, a rede global de cabos telegraficos; iluminacao, a gas e,
posteriormente, eléctrica — alteraram de forma palpéavel o dia a dia de muitos
cidadaos. A vontade de potenciar a instrugao, mobilizar cidadaos e/ou, ape-
nas, aproveitar oportunidades comerciais resultantes do crescente niimero de
leitores, nomeadamente das classes baixas, levou a que, ao longo do século
XIX, se tenha desenvolvido o que hoje denominamos por comunicacao de
massas e se identifica, por vezes, como a idade de ouro da divulgacao cienti-
fica. Livros e revistas com tiragens de milhares de exemplares tornaram-se
comuns em VvAarios paises europeus. Inserido nesta dindmica internacional, o
editor portugués David Corazzi (1845-1896) deu & estampa, em 1881, o pri-
meiro nimero da Bibliotheca do Povo e das Escolas (BPE). A primeira edi-
¢ao, de 10 000 exemplares, da brochura de 64 paginas de 11,0 cm por 16,5 cm
intitulada Historia de Portugal esgotou rapidamente. A este éxito comercial
somou-se uma boa recepcao critica e as tiragens subiram acompanhando a
procura popular. O nimero 16, Hygiene, publicado aproximadamente 8 me-
ses depois, teve uma tiragem de 20000 exemplares [1]. Isto é, cerca de 8%
de todos os alunos matriculados em Portugal no ensino priméario no ano de
1889 [2, p. 104]. A longevidade é outra das caracteristicas desta colecgao. A
publicacdo sobreviveu ao abandono de Xavier da Cunha (1840-1920), o seu
primeiro director e arquitecto, e as mudancas de proprietario da editora. No
total publicaram-se, ao longo de 33 anos, 237 niimeros, entre os quais, va-
rios de matemaética, quer de nivel elementar como, por exemplo, Arithmetica
Pratica (n° 5, 1881) e Algebra Elementar (n° 14, 1881) de José Greenfield
de Mello (1848-1905), Trigonometria (n° 142, 1887) de Jodo Maria Jalles,
quer de contetidos mais elaborados, nomeadamente numa fase tardia, como
Funcgoes e Equagoes Numericas (n? 207, 1898) de Luis Marrecas Ferreira
(1851-1928) e Nogoes sobre Cdlculo das Probabilidades, Theoria dos Erros
e Methodo dos Minimos Quadrados (n° 223, 1904) e Geometria e Trigono-
metria Espherica (n° 231, 1910) de Rodolpho de Guimaraes (1866-1918).
Note-se que todos os autores referidos pertenceram as forgas armadas [3].
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Em 1985, Manuela Domingos analisou, de forma exemplar, a colecgao
e o seu contexto [4]. Nao conseguiu, no entanto, identificar quais as colec-
¢oes andlogas referidas por Xavier da Cunha como modelos da colecgdo. A
comercializacdo de colec¢des, mais ou menos elaboradas, enquadradas pelo
vocdbulo “biblioteca” eram, em 1881, un fait accompli em muitos paises
europeus. Refiram-se, por exemplo, indicando entre paréntesis o ano do pri-
meiro nimero, a inglesa Library of Useful Knowledge (1827) ou a francesa
Bibliothéque Populaire (1832). Todas estas “bibliotecas” possuiam caracte-
risticas idénticas — instruir o povo a custo médico. Em geral, sdo pequenas
brochuras, publicadas em papel de qualidade inferior, vendidas avulso em
quiosques de jornais e locais similares ou por assinatura. Em Portugal, po-
demos enquadrar no mesmo espirito a Encyclopedia Popular (1867) de Joao
José de Sousa Telles (1826-1903), embora, ao contrario das colecgoes referi-
das anteriormente, esta publicacdo nao tivesse um tnico tema por nimero
e incluisse artigos de poesia e romance. A publicacdo nao terd sido bem

BisLioTHECA DO Povo

E DAS ESCOLAS Centesimi 15 il Volume

CADA VOLUME 50 REIS

ELEMENTI

DI

| ARITMETICA

S\ RITHMETICASS
PRATICA

1.* EDIGRD, 12:000 EXENPLARES

onstam de 64 pa.

LISBOA
DAVID CORAZZI, EDITOR
FAIEEZA MORAS ROMANTICAS
Premiada com 2 medalha e ourona exp
40— RUA DA ATALAYA—52
281

MILANO
EDOARDO 'SONZOGNO, EDITORE
Via Pasquirolo, N. I4.

Publica-se nos dias 10 « 26 de cada mez

Figura 1: Imagem das capas dos nimeros Arithmetica Pratica (1881) da Bi-
bliotheca do Povo e das Escolas e Elementi di Aritmetica (1876) da Biblioteca
del Popolo.

sucedida, como alids, tantas outras iniciativas nacionais, tendo terminado
ao fim de 16 nimeros. Esta constatacao revela nao sé a fragilidade dos es-
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forcos locais de divulgacao cientifica como evidencia, no contexto nacional,
a singularidade da BPE.

Ao estudarmos este tipo de publicagées encontramos, por acaso, 0 mo-
delo da BPE. Publicada em Milao, pelo importante editor Edoardo Sonzogno
(1836-1920), a Biblioteca del Popolo (BdP) apareceu em 1875, mantendo-se
no prelo pelo menos até a década de 40 do século XX. Os niimeros da BdP
e da BPE tém igual dimensao e o mesmo nimero de paginas. A compara-
¢do das duas publicagoes (figura 1) revela nao s6 a semelhanga grafica entre
ambas como o texto do rectangulo central da BPE corresponde a tradugao
do da sua congénere italiana. Numa publicacdo anterior analisamos com
detalhe as semelhancas e diferengas entre as duas colecgdes [1]. Se as dife-
rencas resultam de uma aposta explicita nos mercados escolar e brasileiro, as
semelhancas apontam inequivocamente a BdP como a inspiracao da BPE.
Refira-se, no entanto, que os nimeros da BPE néo sdo tradugoes. Alids,
uma andlise prévia dos primeiros nimeros das duas colecgoes aponta para
uma maior incidéncia de contetidos de Ciéncias Naturais na publicagdo por-
tuguesa, provavelmente devido a formagao académica de Xavier da Cunha,
antigo aluno das Escolas Médico-Cirtirgica e Politécnica de Lisboa.

Este estudo confirma, de novo, que no Portugal oitocentista se conheciam
os desenvolvimentos além fronteiras. Neste caso particular, os responsaveis
pela publicacdo da BPE, adaptaram um modelo internacional ao contexto
portugués conseguindo, assim, um inesperado éxito comercial.
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Diogo Pacheco d’Amorim (1888-1976) propdoe uma construgdo para a
Teoria da Probabilidade na sua tese de doutoramento defendida em 1914
na Universidade de Coimbra. A sua construgdo é concebida com base no
conceito de escolha, a sorte, de um elemento do espago amostra sob as
hipéteses do fenémeno padrao, supondo que somos nés os agentes da escolha,
de forma a garantir a aleatoriedade, e que possuimos total conhecimento do
espaco amostra, através do qual podemos deduzir a possibilidade de cada
elemento. E com base nestas duas hipéteses, bem como em J. Bernoulli e nos
principais autores da escola francesa de Probabilidades (sobretudo Laplace,
Bertrand, Borel e Poincaré), que o autor constréi a sua visao do Célculo
das Probabilidades, evitando, deste modo, recorrer ao polémico principio da
razao insuficiente de J. Bernoulli e Laplace.

Na CONCLUSAO da sua tese, o autor analisa & luz das leis limites (Lei
dos Grandes Numeros e Teorema Limite Central) os casos onde as hipd-
teses subjacentes ao fenémeno padrao nao se verificam, expondo, assim, a
sua visao sobre as aplicacbes da Probabilidade, isto é, a sua concegao de
Estatistica.

Deste modo, comega por dividir o campo de andlise de um fenémeno
em trés grupos que caracterizam o agente da escolha (nds, por um agente
semelhante a nés e por um agente de outra natureza) e, como tal, qualifi-
cam a primeira condigao inerente ao fenémeno padrao. Cada grupo é depois
dividido em dois sub-grupos que correspondem a tiragem a sorte de um ele-
mento de uma classe (ntmero finito de modalidades) e ao langamento de
um ponto numa regiao (caso continuo). Finalmente, cada sub-grupo serd
dividido em trés casos que descrevem o nosso grau de conhecimento sobre
o fenémeno em estudo, relativamente ao conhecimento qualitativo (campo
de existéncia, i.e. 0 seu suporte) e quantitativo (lei de probabilidade, i.e. a
sua distribuigdo) de forma a ser analisada a segunda hipdtese do fenémeno
padrao. No primeiro caso temos o conhecimento qualitativo e quantitativo
do fenémeno (hip6tese subjacente ao fenémeno padrao), no segundo caso

!Este trabalho foi financiado por Fundos Nacionais através da FCT — Fundacéo para
a Ciéncia e a Tecnologia, no ambito dos projetos UIDB/00006/2020 e UIDP /00006/2020.
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temos conhecimento qualitativo mas desconhecimento quantitativo do fené-
meno (conhecemos o suporte mas desconhecemos a sua distribuigao) e, por
fim, temos o desconhecimento qualitativo e quantitativo do fenémeno. O
objetivo ¢é analisar as condi¢oes que nos permitem reduzir todas as situagoes
ao fenémeno padrao, de forma a podermos utilizar a teoria que desenvolveu
nos capitulos precedentes para modelar os fenémenos em analise, pois “todo
o fenémeno, para que possa fazer parte do estudo desta ciéncia, deve poder
reduzir-se a este” (fenémeno padrao).

Para justificar estas transformacoes, o autor fundamenta-se nas Leis de
Bernoulli e analogas, considerando que estas nos permitem, sob determina-
das condigoes, passar todas estas situagdes para o fenémeno padrao, uma vez
que estas leis garantem que, se fixarmos um erro maximo € para a distancia
entre o valor observado numa amostra, de um qualquer fenémeno, e o seu
valor tedrico (isto é, o valor desse fenémeno na populagio), entdo a proba-
bilidade de cometermos um erro superior ao fixado vai convergir para zero
a medida que aumentamos a dimensao da amostra. Por conseguinte, desde
que possamos obter uma amostra de grande dimensao conseguimos sempre
obter um resultado aproximado e provavel. Assim, Pacheco d’Amorim sa-
lienta que este resultado, além de aproximado, é provavel, pois, apesar de
podermos garantir que o erro maximo cometido é € com determinada pro-
babilidade p, por mais que a probabilidade p se aproxime da unidade nunca
podemos garantir a priori, com total certeza, esta majoracao do erro.

Apesar deste “hiato que separa a probabilidade da certeza”, o autor con-
sidera que esta aproximacao provavel é suficiente para modelar os fenémenos
aleatérios, sendo a Calculo das Probabilidades a Ciéncia que nos deve guiar
na tomada de decisdo sob incerteza. Pacheco d’Amorim considera ainda que,
caso nao sejamos noés os agente da escolha, se o fendémeno se comportar em
harmonia com as Leis de Bernoulli e andlogas podemos considera-lo como se
fosse proveniente de uma escolha feita por nds proprios e, consequentemente,
estaremos nas condi¢ées de aplicabilidade das mesmas metodologias para o
seu estudo.

Refira-se que, nesta visdo, Pacheco d’Amorim inclui algumas ideias so-
bre testes de hipdteses e de significancia, desenvolvidos sobretudo por Jerzy
Neyman e Egon S. Pearson por volta dos anos 30, e propde testar se uma
sequéncia de observagoes, independentemente da sua origem, pode ser con-
siderada como aleatéria (ideia presente na utilizacdo de nimeros pseudo-
aleatérios na simulagdo).

Em 1929, Manuel dos Reis, numa tese de doutoramento igualmente dedi-
cada ao estudo dos alicerces da Teoria da Probabilidade, apesar de mostrar
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discordancia com alguns aspetos da construcao de Pacheco d’Amorim, teste-
munha a importancia da sua visao no ensino e na investigagdo desta area em
Coimbra. Mesmo passados mais de 40 anos, na sebenta utilizada durante
o ano letivo 1956-1957, Pacheco d’Amorim mantém a mesma visdo sobre
o Célculo das Probabilidades e as suas Aplicagoes, apesar de apresentar
uma fundamentagao distinta da inicial, baseada em conceitos da Teoria da
Medida inexistentes em 1914. A sebenta a que tivemos acesso est4 manuscri-
tamente corrigida e aumentada pelo préprio autor, visando uma publicagao
definitiva da sua construcao do Calculo das Probabilidades que nao chegou
a ocorrer.
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Em 1922, Gago Coutinho e Sacadura Cabral completaram a primeira
travessia aérea do Atlantico Sul desde Lisboa até ao Rio de Janeiro. O
sucesso da travessia deveu-se ao facto de terem desenvolvido os primeiros
métodos cientificos de navegacdo aérea. Para a sua aplicagdo, tornava-se
necessario determinar a altitude da aeronave, de modo a estimar, com rigor,
a sua posi¢do. “O cdlculo da posicdo, por meio de observacoes dos astros,
exige o conhecimento aproximado da nossa altitude [...].” [1]

O dnico instrumento disponivel a data era o altimetro, no entanto, este
instrumento nao apresentava valores suficientemente rigorosos e poderia in-
troduzir erros nos cédlculos, comprometendo o sucesso da viagem. Assim
sendo, Gago Coutinho procura uma solugdo que lhe permita resolver este
problema com o rigor necesséario aos seus objetivos.

“Com ceu claro, e com o sol a mais de 30 graus de altura, a sombra do
avido sobre a superficie do mar € suficientemente nitida para ser medida a
sextante ou a bindculo telemétrico. E é elementar ter, [...[, uma pequena
tabela, calculada com o comprimento das azas do avido, que dd o coeficiente
K da formula.

altitude = K ctg.angulo da sombra

Férmula que nos dard a altitude com um érro de poucos metros, [...]” [1]

O requisito da altura do Sol ser superior a 30° é essencial, pois caso
contrario a sombra da aeronave é deformada e projetada para muito longe,
dificultando assim a sua medi¢do com o rigor desejado. Para determinar
o valor da constante K Gago Coutinho utiliza um processo geométrico e
algumas férmulas trigonométricas. Apresentaremos de seguida uma breve
descrigdo deste processo, remetendo o leitor para [2] para um estudo mais
detalhado.

A aeronave utilizada era um biplano, ou seja, uma aeronave com duas
asas verticalmente opostas. Em primeiro lugar, observemos que a distancia
vertical entre as duas asas ird incrementar o comprimento da sombra da
aeronave na superficie do mar por um valor, que denotaremos por x, e que
depende apenas da altura do Sol. (Figura 1(a))

Denotemos por P a distancia vertical entre as duas asas, por e a enver-
gadura da aeronave, por as a altura do Sol e por s o comprimento da sombra
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da aeronave na superficie do mar. Tem-se s = e + x, onde x = P cot(as).
De seguida iremos determinar a constante K, tendo em conta o diagrama
apresentado na Figura 1(b).

(a) (b)

Figura 1: (a) Incremento da sombra do biplano na superficie do mar.
(b) Diagrama para determinar a altitude. (Fonte: Elaborado pelos auto-
res.)

Em primeiro lugar, observemos que o valor de o é pequeno. Este valor
foi estimado pelos autores utilizando um modelo planar do problema em
causa, tendo concluido que o seu valor serd inferior a 15°. Deste modo,
tem-se d = y cot (%) ~ 2y cot(a). Por outro lado, para o dngulo # marcado
na Figura 1(b) temos § = 90° 4+ /2 ~ 90°. Logo,

S

cos(90° — as) = Sy= gcos(90O —as) &y = 3 sin(as).

Yy
s/2
Finalmente,
H = dsin(as) ~ 2y cot(a) sin(as) ~ ssin?(as) cot(a)
~ (e 4 P cot(as)) sin?(as) cot(a)
~ (esin?(as) + P cos(as) sin(a,)) cot(a)
ou seja, fazendo K = esin?(as) + P cos(as) sin(as) temos

H = K cot(a). (1)

Observemos que e e P sdo valores fixos para uma determinada aeronave.
No caso particular do biplano usado na travessia do Atlantico Sul temos que
e = 19,2 metros e P = 1,6 metros. Logo, o valor da constante K é dado por

K =19,2sin’(a,) + 1,6 cos(as) sin(as)

ou seja, o seu valor depende apenas de ag, ou seja, da altura do Sol. Gago
Coutinho constréi uma tabela com os valores de log K para valores de ag a
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variar entre 20° e 90°. Todos os logaritmos considerados sdao logaritmos de
base 10. (Figura 2(a))

Na pratica, para determinar a altitude da aeronave durante o voo era
apenas necessario medir, com um sextante, o &ngulo da sombra das asas do
biplano na superficie do mar. Suponhamos que o dngulo medido é de 10° e
que a altura do Sol no instante da medicao é de 80°. Consultando a tabela
da Figura 2(a) para 80° obtém-se log K = 1,276. De seguida Gago Coutinho
consultaria a Table de Logarithmes, de J. Hotiel [3] para determinar o valor de
log(cot(angulo da sombra)). Neste caso particular log(cot(10°)) = 0,75368
(Figura 2(b)).

Pela equacao (1) tem-se log Altitude = log K + log(cot(10°)) = 2,029,
ou seja, Altitude = 10%9?9. Para terminar o processo bastaria determinar o
valor de 10292, ou seja, procurava-se nas tabuas de logaritmos o valor entre
100 e 1000, neste caso mais préximo de 100, que melhor aproximaria 029.
O valor em causa seria 107 (Figura 2(c)), concluindo-se que a altitude da
aeronave seria de 107 metros.

Wl it = K o | (R

A (K] | Awea| £k | [ pr3t)

7 == T 165|21748
90° 1285 | | 56°| 1162 | | 26" [0 G0b| - 166 (22011
e B | g
all. NS 9,
aepbaia | 52| (104 | | 52,0 786] | B e

(a) (c)

Figura 2: (a) Extracto da tabela com os valores de log K (fonte: [4] p. 312).
(b) Valor de log(cot(10°)). (c) Valor de 10*°%% (fonte: [3], p. 51, p.2).
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