
Aritmética das Leis de Probabilidade
Maria de Fátima Brilhante

Faculdade de Ciências e Tecnologia, Universidade dos Açores
CEA/UL — Centro de Estatística e Aplicações, Universidade de Lisboa
Campus de Ponta Delgada, Rua da Mãe de Deus
9500-321 Ponta Delgada, Portugal

e-mail: maria.fa.brilhante@uac.pt

Maria Ivette Gomes
DEIO, Faculdade de Ciências da Universidade de Lisboa
CEA/UL — Centro de Estatística e Aplicações, Universidade de Lisboa
Academia das Ciências de Lisboa
Instituto de Investigação Científica Bento da Rocha Cabral
FCUL, Bloco C6, Piso 4, Campo Grande
1749-016 Lisboa, Portugal
e-mail: migomes@fc.ul.pt

Sandra Mendonça
DM-FCEE, Universidade da Madeira
CEA/UL — Centro de Estatística e Aplicações, Universidade de Lisboa
Campus Universitário da Penteada, Universidade da Madeira
9020-105 Funchal - Portugal
e-mail: sandram@staff.uma.pt

Dinis Pestana
DEIO, Faculdade de Ciências da Universidade de Lisboa
CEA/UL — Centro de Estatística e Aplicações, Universidade de Lisboa
Instituto de Investigação Científica Bento da Rocha Cabral
FCUL, Bloco C6, Piso 4, Campo Grande
1749-016 Lisboa, Portugal
e-mail: ddpestana@fc.ul.pt

Resumo: Um pouco de álgebra de variáveis aleatórias, um tudo-nada de
aritmética das leis de probabilidade, uma mão-cheia de indicações sobre
transformadas integrais, umas notas (quase mais moedinhas do que notas,
como Uma Mão Cheia de Nada e Outra de Coisa Nenhuma da Irene Lisboa)
sobre história da Probabilidade, e relações entre variáveis estáveis positivas
e variáveis Gama. Como LX

(
1/s

)
, onde LX é a transformada de Laplace de

uma variável aleatória positiva X, é uma função de distribuição, as variáveis
aleatórias estáveis positivas Yα com expoente característico α ∈ (0, 1) estão
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2 Aritmética das Leis de Probabilidade

relacionadas de forma simples com a variável aleatória exponencial Z padrão.
Obtém-se assim uma decomposição multiplicativa de Y −1

1/n em termos de
variáveis aleatórias Gama(k/n, n), k = 1, . . . , n − 1. Da relação entre as
funções densidade de probabilidade de X e de 1/X, f1/X(x) = fX(1/x)/x2,
e observando que X ⌢ Gama(1/2, 2) ⌢ χ2

1, obtém-se a expressão da função
densidade de probabilidade da variável aleatória de Lévy, a estável positiva
com expoente característico 1/2.

Abstract: Using the fact that LX
(
1/s

)
, where LX is the Laplace transform

of a positive random variable X, is a distribution function, positive stable
random variables Yα with characteristic exponent α ∈ (0, 1) and the stan-
dard Exponential random variable Z are closely related. As a consequence,
a multiplicative decomposition of Y −1

1/n in terms of Gamma(k/n, n), k =
1, . . . , n−1, is obtained. From the simple expression f1/X(x) = fX(1/x)/x2,
and observing that X ⌢ Gamma(1/2, 2) ⌢ χ2

1, the probability density
function of the Lévy random variable (positive stable with characteristic
exponent 1/2), is easily obtained.

Palavras-chave: álgebra de variáveis aleatórias; estabilidade; aritmética
das leis de probabilidade; transformadas integrais

Keywords: algebra of random variables; stability; arithmetic of probability
laws; integral transforms

1 Introdução
No que se convencionou chamar Aritmétida das Leis de Probabilidade, in-
vestigando a decomposição, por vezes referida como "fatorização", em somas
de variáveis aleatórias independentes:

• há variáveis aleatórias que são indecomponíveis, no sentido em que não
podem ser decompostas na soma de duas variáveis aleatórias indepen-
dentes não degeneradas (exemplo: X ⌢ Bernoulli(p), p ∈ (0, 1));

• há variáveis infinitamente divisíveis no sentido em que podem ser de-
compostas em tantas parcelas independentes e identicamente distri-
buídas quantas se quiser (exemplo: X ⌢ Gama(α, δ), α, δ > 0);

• e destas há um subconjunto I0 das que só têm fatores infinita-
mente divisíveis (por exemplo, X ⌢ Poisson(µ), µ > 0, e Y ⌢
Gaussiana(µ, σ), µ ∈ R, σ > 0).
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Qualquer distribuição infinitamente divisível pode ser representada como
composição de um conjunto finito ou numerável de distribuições de I0, i.e.
I0 é denso na classe de distribuições infinitamente divisíveis na topologia da
convergência fraca (Lukacs, 1970).

Como as somas de variáveis aleatórias Xk podem ser tratadas com a
convolução das suas distribuições, ou com o produto das correspondentes
funções características φXk

(t) = E
[
eitXk

]
, t ∈ R (ou produto das corres-

pondentes transformadas de Laplace LXk
(t) = E[e−tXk ], se Xk ≥ 0), há

bastante maleabilidade ao exprimir resultados em termos do semigrupo adi-
tivo de variáveis aleatórias, ou do semigrupo de convoluções de medidas de
probabilidade/distribuições, ou ainda do semigrupo multiplicativo de fun-
ções características, e daí o uso do termo "fatorização".

Qualquer variável aleatória X admite decomposição (em geral não única)
do tipo X = Y + W , com Y e W independentes, e em que Y é da classe
I0 e W é degenerada ou é a soma finita ou numerável de variáveis aleató-
rias indecomponíveis independentes. Esta decomposição, que tem alguma
reminiscência da fatorização dos inteiros em números primos, originou a
expressão "aritmética das leis de probabilidade".

Na Secção 2 indicamos alguns factos sobre a função Gama de Euler
— nomeadamente a fórmula da multiplicação de Gauss, que usaremos na
Secção 5 — e sobre variáveis aleatórias Gama.

Na Secção 3 indicamos a utilidade de transformadas integrais (função ca-
racterística, transfomada de Laplace, transformada de Mellin) para estudar
somas ou produtos de variáveis aleatórias independentes.

Na Secção 4 estabelecemos que e−tα , α ∈ (0, 1), é completamente mo-
nótona, e consequentemente a transformada de Laplace de uma variável
aleatória Yα ≥ 0, que demonstramos ser estável para somas, no sentido em
que se Yα,1, ..., Yα,n forem réplicas independentes de Yα, então

Yα,1 + · · · + Yα,n
n1/α

d=Yα, n = 2, 3, . . .

Abordamos ainda, muito sucintamente, os conceitos de divisibilidade infinita
e de autodecomponibilidade. Uma exposição complementar consta da secção
20 de Kendall (1973, pp. 21–24).

À semelhança do que se passa com somas, há uma aritmética multi-
plicativa de leis de probabilidade. Na Secção 5, a partir de um resultado
geral sobre a transformada de Laplace LX de uma variável aleatória X ≥ 0,
mais concretamente, LX(1/s) = FX/Z(s), Z ⌢ Exponencial(1), com X e
Z independentes, demonstramos alguns resultados da aritmética multipli-
cativa envolvendo variáveis estáveis (para somas) positivas e variáveis ale-
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atórias Gama. No Corolário 1.1, aquele resultado dá de forma imediata
a função de distribuição de Xr/Z, com Z e Xr ⌢ Gama(r, 1) indepen-
dentes, e com a consequência inesperada de, no caso r ∈ N, Xr/Z ser
o máximo de r variáveis aleatórias independentes e idênticas a X1/Z. O
Corolário 1.2 é consequência imediata de LYα(1/s) ser a função de dis-
tribuição de Wα

d=Yα/Z ⌢ Fréchet(α), onde 0 ≤ Yα ⌢ Estável(α) e
Z ⌢ Exponencial(δ) são independentes, e consequentemente Wα

d=Z1/α.
O Corolário 1.3 está implícito em Shanbhag et al. (1977, p. 291), e o Co-
rolário 1.4 é de Williams (1977), mas as demonstrações são novas. Na de-
monstração que apresentamos do Corolário 1.3, a autodecomponibilidade de
lnZ com Z ⌢ Exponencial(δ) e a divisibilidade infinita de lnYα são esta-
belecidas usando apenas o conceito de autodecomponibilidade, e o facto de
Wα = Yα/Z ⌢ Fréchet(α), para qualquer α ∈ (0, 1). No que se refere ao
Corolário 1.4, o uso de transformadas de Mellin evita o recurso ao critério de
Carleman sobre momentos e unicidade, e usando o facto de limz→0

Γ(nz)
Γ(z) = 1

n

(Prabhu, 2010), suplementamos um passo obscuro na demonstração de Wil-
liams (1977). Além disso, os parâmetros dos fatores gama ficam claramente
identificados, evidenciando que o inverso da variável aleatória de Lévy, a va-
riável aleatória estável com expoente característico α = 1/2 e suporte [0,∞),
é o dobro de uma variável aleatória qui-quadrado com 1 grau de liberdade.

Na Secção 6 referimos muito sucintamente os trabalhos pioneiros da arit-
mética das leis de Probabilidade.

2 Função Gama de Euler e Variáveis Aleatórias Gama

A função Gama, ou integral de Euler de segunda espécie,

Γ(α) =
∫ ∞

0
xα−1e−x dx, α > 0,

verifica a expressão recursiva Γ(α + 1) = αΓ(α). Do facto de Γ(1) =∫ ∞

0
e−x dx = 1 conclui-se que Γ(n + 1) = n!, n ∈ N. Também se obtém

facilmente Γ
(1

2
)

=
√
π, e Γ

(
n+ 1

2
)

= (2n−1)!
22n−1(n−1)!

√
π, n ∈ N.

Adiante iremos usar a fórmula de multiplicação de Gauss (Abramowitz
and Stegun, 1972, p. 256, 6.1.20)

Γ(nz) = (2π)
1−n

2 n
nz−

1
2
n−1∏
k=0

Γ
(
z+ k

n

)
= (2π)

1−n
2 n

nz−
1
2 Γ(z)

n−1∏
k=1

Γ
(
z+ k

n

)
. (1)
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Como lim
z→0

Γ(nz)
Γ(z) = 1

n (Prabhu, 2010), tomando o limite quando z → 0,

1
n

= lim
z→0

Γ(nz)
Γ(z) = (2π)

1−n
2 n

−
1
2
n−1∏
k=1

Γ
(
k
n

)
⇔ (2π)

n−1
2 n

−
1
2 =

n−1∏
k=1

Γ
(
k
n

)
. (2)

Para mais informação sobre a função Gama consulte-se Whittaker and
Watson (2013, Cap. XII), Erdélyi et al. (1953, Cap. 1) e Abramowitz and
Stegun (1972, Cap. 6).

Como 0 < Γ(α) < ∞, qualquer que seja α > 0,

fZα(x) = xα−1e−x

Γ(α) I[0,∞)(x)

é uma função densidade de probabilidade, e dizemos que Zα ⌢ Gama(α, 1).
Mais geralmente, podemos considerar Zα,δ,λ ⌢ Gama(α, δ, λ), onde

Zα,δ,λ = λ+δZα, com parâmetros de localização λ ∈ R e de dispersão δ > 0,
além do parâmetro de forma α, com função densidade de probabilidade

fZα,δ,λ
(x) = (x− λ)α−1e−(x−λ)/δ

δα Γ(α) I[λ,∞)(x).

No caso de λ = 0 omitimos esse parâmetro. Com essa notação simplificada,
Z1,δ ⌢ Exponencial(δ) e Zn

2 ,2
⌢ χ2

n.(1) Observe-se ainda que se Z ⌢

Exponencial(1), 2Z ⌢ χ2
2.

(1) Quando K. Pearson (1900) inventou o teste do qui-quadrado ainda era habitual usar
o símbolo χ para representar a variável aleatória Gaussiana padrão, e por isso Pearson
denotou χ2 o seu quadrado, cuja densidade de probabilidade deduziu:

fχ2 (x) = fχ

(√
x
)(√

x
)′ − fχ

(
−

√
x
)(

−
√

x
)′ = x−1/2e−x/2

21/2 Γ(1/2)
I[0,∞)(x),

e portanto χ2 ⌢ Gama
(

1
2 , 2

)
. Ainda com esta notação χ para a variável Gausiana padrão

— se χ1, ..., χn forem independentes, χ2
1+· · ·+χ2

n ⌢ Gama
(

n
2 , 2

)
, e passou a ser designada

qui-quadrado com n graus de liberdade (há n fontes de variação para o resultado da soma)
e denotada χ2

n. Um pouco mais elaborado ainda, se houver ℓ ligações entre as variáveis
χ1, ..., χn, há efetivamente ν = n − ℓ fontes de variação independentes, e χ2

1 + · · · + χ2
n ⌢

χ2
ν . Em louvor de Karl Pearson (que inteiramente merece ser louvado, pela inteligência,

criatividade e bom carácter, e que impulsionou a carreira de tantos jovens cientistas)
veja-se por exemplo Cox (2002) ou Voinov et al. (2013), em cujo Prefácio se afirma [...]
"several model validation techniques and goodness of fit tests have been developed over the
years. The oldest and perhaps the most commonly used one among these is the chi-squared
goodness of fit test proposed by Karl Pearson over a century ago".
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3 Transformadas Integrais na Investigação de Somas e de Pro-
dutos de Variáveis Aleatórias Independentes

A álgebra das variáveis aleatórias tradicionalmente ocupa-se de operações
envolvendo variáveis aleatórias independentes, salvo se explicitamente for
indicado o contrário. A operação mais estudada é a soma.

Mas a função de distribuição da soma de X e Y independentes, e abso-
lutamente contínuas, é

FX+Y (z) = P[X ≤ z − Y ] =
∫ ∞

−∞
P[X ≤ z − y] fY (y) dy =

=
∫ ∞

−∞
FX(z − y) fY (y) dy,

sendo a função densidade de probabilidade desta soma a convolução

fX+Y (z) = (fX ∗ fY )(z) =
∫ ∞

−∞
fX(z − y) fY (y) dy

das suas funções densidade, frequentemente difícil de calcular. Uma ideia
expedita e muitas vezes frutífera é trabalhar com valores esperados parame-
trizados, mais geralmente referidos como transformadas integrais.

Se a variável X ≥ 0, é tentador usar a transformada de Laplace

LX(t) = E
[
e−tX]

=
∫ ∞

0
e−tx dFX(x),

que existe para ℜ(t) ≥ −a, a > 0. Se X ≥ 0 e Y ≥ 0 forem independentes,
o valor esperado do produto é o produto dos valores esperados, e portanto

LX+Y (t) = E
[
e−t(X+Y )] = E

[
e−tXe−tY ]

= E
[
e−tX]

E
[
e−tY ]

= LX(t)LY (t),

muito mais simples em geral do que calcular o integral de convolução das
densidades. Isto é o que costuma dizer-se, escamoteando que dois passos
podem não ser nada simples — calcular as transformadas de Laplace, e
depois identificar a variável aleatória que tem esse produto como respetiva
transformada de Laplace, o que pode envolver uma inversão complicada.
Mas em algumas situações importantes a questão é mesmo simples.

Por exemplo, se X ⌢ Gama(α, δ), a transformada de Laplace é

LX(t) =
∫ ∞

0
e−txx

α−1 e−x/δ

δα Γ(α) dx = 1
δα Γ(α)

∫ ∞

0
xα−1e−x(t+1/δ) dx =

=
( 1

1 + δ t

)α
, t > −1

δ
.
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Consequentemente, se X ⌢ Gama(α, δ) e Y ⌢ Gama(β, δ), independentes,

LX+Y (t) =
( 1

1 + δ t

)α ( 1
1 + δ t

)β
=

( 1
1 + δ t

)α+β
,

que é a transformada de Laplace de uma Gama(α + β, δ), concluindo-se
assim que X + Y ⌢ Gama(α+ β, δ).

No caso geral, com qualquer suporte, o instrumento adequado para
investigar somas de variáveis aleatórias independentes é a função ca-
racterística, φX (t) = E[eitX ] (note-se que existe para todo t ∈ R, pois
|φX (t)| ≤ E[|eitX |] = E[1] = 1). Mais uma vez a facilidade decorre
de φX+Y (t) = E[eit(X+Y )] = E[eitX ]E[eitY ] = φX (t)φY (t) se X e Y
forem independentes. A função característica de X ⌢ Gaussiana(0, 1) é
φX(t) = e−t2/2 — e ser proporcional à correspondente função densidade
de probabilidade facilita muitos argumentos (Pestana et al., 2001) — , e a
função característica de Y ⌢ Cauchy(0, 1) é φY (t) = e−|t|.(2)

Também no que respeita ao produto W = XY de variáveis X ≥ 0 e
Y ≥ 0 independentes, cuja função densidade de probabilidade, se forem
absolutamente contínuas, é

fW (w) =
∫ ∞

0
fX

(
w
y

)
fY (y) dy

y
,

o uso da transformada integral de Mellin,

MW (s) = E[W s] =
∫ ∞

0
ws dFW (w),

(2) No caso da variável Gaussiana padrão, como
∫ ∞

−∞ e−x2/2dx =
√

2π, o truque é
arranjar um quadrado no argumento da função exponencial:

φX(t) =
∫ ∞

−∞
eitx 1√

2π
e−x2/2dx = e−t2/2

√
2π

∫ ∞

−∞
e−(x−it)2/2dx = e−t2/2.

A forma "elementar" de obter a função característica da variável de Cauchy padrão sem
ter que usar cálculo de resíduos é um pouco sinuosa. A função característica de Z ⌢

Exponencial(1) é φZ(t) =
∫ ∞

0 eitxe−xdx = 1
1−it . Assim, se Z1

d= Z2 ⌢ Exponencial(1),
a variável aleatória Z1 − Z2 ⌢ Laplace(1) tem função densidade de probabilidade
fZ1−Z2 (x) = 1

2 e−|t| IR(x) e função característica φZ1−Z2 (t) = 1
1−it

1
1+it = 1

1+t2 . A fór-
mula para inversão da função característica — lá se vai o "elementar" à vida — , um dos
resultados que se pode estabelecer facilmente usando a relação de Parseval, no caso de
a função característica ser absolutamente integrável é fX(x) = 1

2π

∫ ∞
−∞ e−itxφX(t) dt, e

portanto a função característica de Y ⌢ Cauchy(0, 1) é φY (t) = e−|t|.
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que converge numa banda vertical contendo o eixo imaginário (eventual-
mente degenerando nesse eixo) pode ser mais simples. A transformada de
Mellin de X ⌢ Gama(α, δ) é

MX(s) =
∫ ∞

0
xs
xα−1 e−x/δ

δα Γ(α) dx = δs Γ(α+ s)
Γ(α) . (3)

Um exemplo do uso de transformadas de Mellin no estudo de produtos de
variáveis aleatórias independentes é o seguinte: se U ⌢ Uniforme(0, 1), a
sua transformada de Mellin é

MU (s) =
∫ 1

0
xs dx = 1

1 + s
,

s > −1. Então, como∫ 1

0
xs

(− ln x)n−1

(n− 1)! dx = 1
(n− 1)!

∫ ∞

0
e−t(1+s) tn−1 dt =

( 1
1 + s

)n
,

conclui-se que fW (x) = (− lnx)n−1

(n−1)! I(0,1)(x) é a função densidade de proba-
bilidade de W = ∏n

k=1 Uk com Uk ⌢ Unifome(0, 1), k = 1, . . . , n, indepen-
dentes.

4 Variável Exponencial Padrão e Transformadas de Laplace,
com um Cheirinho de Aritmética das Probabilidades: Variá-
veis Estáveis, Autodecomponíveis e Infinitamente Divisíveis

A distribuição Exponencial padrão associa-a de forma muito evidente a
transformadas de Laplace de variáveis aleatórias Y ≥ 0:
Se X ⌢ Exponencial(1) e Y ≥ 0,

P
[
X

Y
> t

]
=

∫ ∞

0
e−tydFY (y) = LY (t),

ou seja, a transformada de Laplace de Y .
Observe-se que LX é a transformada de Laplace de uma função de dis-

tribuição FX honesta se, e só se, for completamente monótona — isto é,
(−1)n L(n)

X (t) ≥ 0 — e LX(0) = 1 (Feller, 1971, p. 439). Exemplos de
funções completamente monótonas são e−t e a derivada ψ′(t) = α tα−1 de
ψ(t) = tα, α ∈ (0, 1), pois as derivadas ψ(n)(t) = ∏n−1

k=0(α − k) tα−n de
ψ(t) = tα, α ∈ (0, 1), são alternadamente positivas e negativas.
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Assim, usando o Critério 2 de Feller (1971, p. 441), conclui-se que a
função composta LYα(t) = e−ψ(t) = e−tα , α ∈ (0, 1), é a transformada de
Laplace de uma variável aleatória Yα ≥ 0.

Observe-se que se Yα,1, ..., Yα,n forem réplicas independentes de Yα,
Yα,1+···+Yα,n

n1/α

d=Yα, pois

L Yα,1+···+Yα,n

n1/α

(t) =
[
exp

(
−

(
t

n1/α

)α)]n
= e−tα = LYα(t).

Por outras palavras, são variáveis aleatórias estáveis para somas, e usamos
a notação Yα ⌢ Estável(α).(3)

As variáveis aleatórias estáveis são as únicas que podem ser limites de
somas de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas,
convenientemente escaladas por n1/αL(n), α ∈ (0, 2], onde L é uma função
de variação lenta no sentido de Karamata (1930), isto é lim

t→∞
L(tx)
L(x) = 1.

Sendo a média de variáveis independentes e identicamente distribuídas X =
X1+···+Xn

n tão usada, o conceito de estabilidade, que manteria o modelo,
parece muito apelativo, mas . . . as variáveis estáveis com índice α < 2 não
têm variância, e as com α < 1 não têm valor médio, e o pior é que apenas
se conhecem com forma analítica decente as funções densidade das variáveis
aleatórias Gaussianas (α = 2), de Cauchy (α = 1) e de Lévy Y1/2 ≥ 0
(α = 1/2).

As variáveis aleatórias estáveis são um subconjunto das variáveis auto-
decomponíveis X (classe L de Khinchine), no sentido em que para qualquer
c ∈ (0, 1) existe Vc tal que

X
d= cX + Vc, (4)

com X e Vc independentes. As variáveis aleatórias autodecomponíveis são
as únicas que podem ser limites de somas, convenientemente escaladas, de
variáveis aleatórias independentes.

(3) As variáveis aleatórias Gaussianas e as variáveis aleatórias de Cauchy também são
estáveis para somas. Se X1, ..., Xn forem réplicas independentes de X ⌢ Gaussiana(0, 1),

φ
X1+···+Xn

n1/2

(t) =
(

e− (t/
√

n)2
2

)n

= e−t2/2 = φX (t),

o que mostra que X é estável com índice α = 2. No que se refere à variável de Cauchy Y
com localização 0 e dispersão 1, se Y1, ..., Yn forem réplicas independentes de Y ,

φ
Y1+···+Yn

n

(t) =
(

e−
∣∣ t

n

∣∣)n

= e−|t| = φY (t),

e portanto a variável de Cauchy é estável com expoente característico α = 1.
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Recorde-se ainda que as leis infinitamente divisíveis são as leis limites de
somas de variáveis independentes em arranjos triangulares

Y1 = X11
Y2 = X21 +X22
Y3 = X31 +X32 +X33
...
Yn = Xn1 +Xn2 + · · · +Xnn

assintoticamente negligíveis, lim
n→∞

max
1≤k≤n

P[Xnk > ε] = 0, para qualquer
ε > 0, para que nenhuma das parcelas tenha um papel preponderante na
soma.

Observe-se que

{estáveis} ⊂ {autodecomponíveis} ⊂ {infinitamente divisíveis}.

Anote-se ainda que na fatorização (4) a variável Vc é infinitamente divisível
(Lukacs, 1970, p. 162).

5 Variáveis Exponenciais e Estáveis Positivas

Uma transformada de Laplace LX decresce de LX(0) = 1 para lim
s→∞

LX(s) =
0. Consequentemente LX

(1
s

)
é uma função de distribuição, que identificamos

no Teorema 1.

Teorema 1. Denote-se LX a transformada de Laplace da variável aleatória
X ≥ 0, X e Z ⌢ Exponencial(1) independentes, e W ≥ 0 com função de
distribuição FW (s) = LX

(1
s

)
. Então W d= X

Z
.

Demonstração. A transformada de Mellin de W é

MW (s) = E[W s] =
∫ ∞

0
wsdLX

( 1
w

)
=

∫ ∞

0
ws

∫ ∞

0
e−s/w s

w2 dFX(x) dw =

=
∫ ∞

0
tsdFX(t)

∫ ∞

0
e−ww−sdw = MX(s) M 1

Z
(s),

e portanto W d= X

Z
com X e Z independentes.

Por exemplo, a transformada de Laplace de U ⌢ Uniforme(0, 1) é
LU (s) =

∫ 1
0 e−sxdx = 1−e−s

s , e portanto a função de distribuição de
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W = U/Z é FU/Z(s) = LU
(

1
s

)
I(0,∞)(s) = s

(
1 − e−1/s) I(0,∞)(s), e a função

densidade de probabilidade é fU/Z(s) =
(
1 − e−1/s − e−1/s

s

)
I(0,∞)(s).

Se Wr = Zr
Z com Zr ⌢ Gama(r, 1) e Z ⌢ Exponencial(1), inde-

pendentes, como LZr (s) = 1
Γ(r)

∫ ∞
0 e−sxxr−1e−x dx =

( 1
1+s

)r, tem-se que
FWr (s) =

(
s

1+s
)r I[0,∞)(s) e fWr (s) = r sr−1

(1+s)r+1 I[0,∞)(s).
No Corolário 1.1, usando a transformada de Laplace de Zn ⌢ Gama(n, 1)

estabelecemos que a soma de n variáveis aleatórias, cada uma das quais é
o quociente entre duas variáveis exponenciais padrão independentes, tem a
mesma distribuição que o máximo de n variáveis aleatórias independentes,
cada uma das quais também é o quociente entre duas variáveis exponenciais
padrão independentes. Claro que as parcelas daquela soma são dependentes.

Corolário 1.1. Sejam Zn ⌢ Gama(n, 1) e Z ⌢ Exponencial(1), indepen-
dentes. Então Wn = Zn

Z
d= max {W1,1, . . . ,W1,n}.

Demonstração. FWn(s) =
(

s
1+s

)n
I[0,∞)(s) = (FW1(s))n, e portanto

Zn
Z

d= Z1,1
Z

+ · · · + Z1,n
Z

d= max
{
Z∗

1,1
Z∗

1,2
, . . . ,

Z∗
1,2n−1
Z∗

1,2n

}
,

com Z
d=Z1,1

d= · · · d=Z1,n
d=Z∗

1,1
d= · · · d=Z∗

1,2n ⌢ Exponencial(1), indepen-
dentes.

A utilidade do Teorema 1 parece bastante limitada, porque a expressão
analítica de LX é em geral complicada.

Por exemplo, se X = Xp,q ⌢ Beta(p, q),

LXp,q (s) = 1
B(p, q)

∫ 1

0
e−sxxp−1(1 − x)q−1dx = M(p, p+ q,−s),

onde B(p, q) =
∫ 1

0 x
p−1(1 − x)q−1dx = Γ(p) Γ(q)

Γ(p+q) , p, q > 0, é a função Beta ou
integral de Euler de primeira espécie, M(a, b, z) = ∑∞

k=0 = (a)k

(b)k

zk

k! é a função
hipergeométrica confluente, e (α)0 = 1, (α)k = α(α + 1) · · · (α + k − 1) =
Γ(α+k)

Γ(α) é o símbolo de Pocchammer (Abramowitz and Stegun, 1972).
Mesmo nas situações mais simples, por exemplo Xn,1 ⌢ Beta(n, 1),

LXn,1(s) = M(n, n + 1,−s) = ns−nγ(n, s), onde γ(α, z) =
∫ z

0 x
α−1e−xdx,

α, z > 0, é a função gama incompleta inferior (Abramowitz and Stegun,
1972). Nem sequer vamos ousar escrever aqui as formas mais "simplifica-
das" das transformadas de Laplace de distribuições usuais como a Lognor-
mal, a Pareto ou a Loglogística. Assim, quase diríamos que a utilidade
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do Teorema 1 se limita ao cálculo da distribuição do quociente de Uni-
forme por Exponencial, independentes, ou de Gama por Exponencial, inde-
pendentes, o que não é de grande utilidade porque, recorrendo a técnicas
de cálculo mais comuns, fU/Z(s) =

∫ 1
0 fU (sy)fZ(y)ydy =

∫ 1/s
0 e−yy dy e

fZα/Z =
∫ ∞

0
(sy)α−1e−sy

Γ(α) e−yy dy são fáceis de calcular.
Porém, quando o dividendo X = Yα ⌢ Estável(α), α ∈ (0, 1), com

suporte [0,∞), cuja função densidade de probabilidade, excetuando o caso
α = 1/2, só é conhecida como expansão em série

fYα(x) = − 1
π

∞∑
k=1

(−1)k
k! sin(αkπ) Γ(αk + 1)

xαk+1

(Humbert, 1937; Bergström, 1952), o Corolário 1.2 permite demonstrar que
lnYα é autodecomponível (Corolário 1.3), e quando α = 1/n obter uma
decomposição multiplicativa interessante (Corolário 1.4).

Corolário 1.2. Sejam Yα > 0 uma variável aleatória estável com expoente
característico α ∈ (0, 1), Z ⌢ Exponencial(1), Z e Yα independentes. Então
Yα
Z

d=Wα ⌢ Fréchet(α), ou seja Yα
Z

d=Z−1/α.

Demonstração. FWα(s) = LYα(1/s) = e−s−αI[0,∞)(s) = Φα(s), onde Φα é a
função de distribuição Fréchet com índice α. Basta então observar que

FZ−1/α(s) = P
[
Z−1/α < s

]
= P

[
Z > s−α]

= e−s−α
I[0,∞)(s) = Φα(s).

e portanto Wα
d=Z−1/α.

Corolário 1.3. Se Yα > 0 for uma variável aleatória estável com expoente
característico α ∈ (0, 1), Z ⌢ Exponencial(1), Z e Yα independentes, então
lnZ é autodecomponível e lnYα é infinitamente divisível.

Demonstração. De Yα
Z

d=Z− 1
α obtém-se lnYα − lnZ = − 1

α lnZ. Como para
todo o α ∈ (0, 1) existe uma variável aleatória −α lnYα tal que −α lnYα +
α lnZ = lnZ, lnZ é autodecomponível e lnYα é infinitamente divisível.

Corolário 1.4. Se Y1/n > 0 for uma variável aleatória estável com expoente
característico 1

n , n = 2, 3, ..., Z ⌢ Exponencial(1), com Z e Y1/n indepen-
dentes, então Y −1

1/n
d=nW1/nW2/n · · ·W(n−1)/n, com Wk/n ⌢ Gama(k/n, n),

k = 1, ..., n− 1, independentes.
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Demonstração. Como Y −1
1/n Z

d=Zn, com 0 ≤ Y1/n ⌢ Estável(1/n) e Z ⌢

Exponencial(1) independentes,

MY −1
1/n

(s) MZ(s) = MZn(s) =⇒

MY −1
1/n

(s) = MZn(s)
MZ(s) =

Γ
(
1 + ns

)
Γ(1 + s) = nΓ(ns)

Γ(s) .
(5)

Usando a fórmula de multiplicação de Gauss (1) e (2) obtém-se

MY −1
1/n

(s) =
nΓ

(
ns

)
Γ(s) =

(2π)(1−n)/2 nns+1/2
n−1∏
k=0

Γ
(
s+ k

n

)
Γ(s) =

=
nns

n−1∏
k=1

Γ
(
s+ k

n

)
(2π)(n−1)/2 n−1/2 = ns

n−1∏
k=1

ns
Γ

(
s+ k

n

)
Γ

(
k
n

) ,

onde ns = Mn(s), a transformada de Mellin da variável aleatória degene-

rada em n, e da expressão (3) cada fator ns Γ
(
s+ k

n

)
Γ
(
k
n

) , k = 1, ..., n − 1, é a

transformada de Mellin de Wk/n ⌢ Gama(k/n, n).
Consequentemente,

MY −1
1/n

(s) = Mn(s)
n−1∏
k=1

MWk/n
(s) =⇒ Y −1

1/n
d=nW1/nW2/n · · ·W(n−1)/n,

onde Wk/n ⌢ Gama(k/n, n), k = 1, ..., n− 1, independentes.

Note-se que no caso particular n = 2 se tem W1/2 ⌢ χ2
1; assim é fácil

calcular a função densidade de probabilidade da variável aleatória de Lévy
Y1/2 ⌢ Estável(1/2) (com escala c = 2):

fY1/2(y) =
fY −1

1/2
(1/y)

y2 =
f2W1/2(1/y)

y2 = e−1/(4y)

2
√
π y3 I(0,∞)(y).

6 Algumas prioridades

Em 1917, Paul Lévy, que até então trabalhava em Mecânica, foi convidado
a fazer palestras sobre o teorema limite central. Ao observar que a variável
de Cauchy tinha um comportamento estável semelhante ao da Gaussiana,
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explorou esse critério de estabilidade. A compilação dos resultados que
obteve encontra-se em Lévy (1925). A partir de 1917 passou a investigar
sobretudo na área de Probabilidade, e os seus resultados sobre o movimento
Browniano tiveram uma influência decisiva na teoria dos Processos Esto-
cásticos. Os seus trabalhos sobre processos com incrementos independentes
levaram-no ao conceito de divisibilidade infinita, que interessou também o
seu correspondente Khinchine, e independentemente um do outro deduzi-
ram representações das funções características de variáveis aleatórias infini-
tamente divisíveis, que podem depois ser afinadas para variáveis aleatórias
autodecomponíveis e para variáveis aleatórias estáveis. Monografias descre-
vendo em detalhe todos os resultados clássicos (em estilos de escrita muito
diferentes) são Lévy (1937) e Gnedenko and Kolmogorov (1954).

Mas os resultados pioneiros sobre divisibilidade infinita devem-se a Bruno
de Finetti (1929a-d, 1930), que provou que as variáveis aleatórias infinita-
mente divisíveis são Poissons compostas (isto é, somas aleatórias ∑N

k=0Xk

com subordinadora N ⌢ Poisson(µ) independente das variáveis aleatórias
Xk, independentes e identicamente distribuídas) ou limites de Poissons com-
postas.

As variáveis X ⌢ Poisson(µ), µ > 0 e Y ⌢ Gaussiana(µ, σ) não
só são membros de I0, como apenas têm fatores do mesmo tipo, isto é
X ⌢ Poisson(µ), µ > 0, só admite fatores Poisson (teorema de Raikov
(Raikov, 1938)) e Y ⌢ Gaussiana(µ, σ) só admite fatores Gaussianos (teo-
rema de Cramér (Cramér, 1936)), tal como a variável degenerada só pode
ser decomposta como soma de variáveis degeneradas. Por isso, as funções ca-
racterísticas das variáveis degeneradas, das Poissons e das Gaussianas são o
que chamamos pontos extremos do conjunto convexo das funções caracterís-
ticas infinitamente divisíveis (intuitivamente: retirando os pontos extremos
de um conjunto convexo obtém-se um conjunto convexo). Choquet (1960)
provou que, em condições muito gerais, qualquer ponto de um conjunto con-
vexo C cujo conjunto de pontos extremos ext(C) seja compacto pode ser
representado como valor médio de uma medida de probabilidade suportada
por ext(C). Johansen (1966) usou estas considerações para estabelecer a
representação de Lévy-Khinchine das funções características infinitamente
divisíveis como representação integral de Choquet. Anote-se que este traba-
lho de Johansen (1966) complementa o anterior trabalho de Kendall (1963)
obtendo uma representação integral de Choquet para as transformadas de
Laplace de variáveis aleatórias infinitamente divisíveis positivas.

No que se refere a autodecomponibilidade e classe L de Khinchine, na
expressão (4) X d= cX + Vc a variável aleatória Vc é infinitamente divisível.
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Urbanik (1972, 1973) renomeou L0 a classe das variáveis aleatórias infinita-
mente divisíveis e L1 a classe das autodecomponíveis de Khinchine,

X ∈ L1 ⇐⇒ ∀c ∈ (0, 1), ∃Vc ∈ L0 : X
d= cX + Vc,

e definiu recursivamente classes Lr, r = 2, 3, ...

X ∈ Lr ⇐⇒ ∀c ∈ (0, 1),∃Vc ∈ Lr−1 : X
d= cX + Vc.

Obviamente Lr+1 ⊂ Lr, e
{
estáveis

}
⊂ L∞ =

∞⋂
r=0

Lr.
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