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Resumo: Politopos com muitas facetas podem muitas vezes ser escritos
como projecgoes de objectos muito mais simples, como por exemplo poli-
topos com muito menos facetas. Esta observacdo permite, por vezes, op-
timizar eficientemente sobre politopos aparentemente muito complicados,
técnica que tem dado frutos em optimizacado combinatoria. Poe-se entdo a
questao de, dado um politopo, saber qual o conjunto “mais simples” do qual
este é uma projeccdo. Apresentamos aqui o resultado classico de Yanna-
kakis, que responde a esta pergunta no caso de representacdes lineares, e
generalizamo-lo para representacoes semidefinidas, resultado que utilizamos
para caracterizar politopos com representacdes semidefinidas minimas.

Abstract: Polytopes with many facets can many times be written as pro-
jections of simpler objects, namely, polytopes with a much smaller number
of facets. This observation allows us, sometimes, to optimize efficiently over
apparently complicated polytopes, a technique that has been very useful in
combinatorial optimization. The question arises of, given a polytope, deter-
mining the “simplest” set of which it is a projection. Here, we present the
classic result of Yannakakis that solves the question for the case of linear re-
presentations, and we generalize it to semidefinite representations, allowing
us to characterize polytopes with minimal such representations.

palavras-chave: Politopos; Programacao Semidefinida; Raizes de Hada-
mard.

keywords: Polytopes; Semidefinite Programming; Hadamard Square Ro-
ots.
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146 REPRESENTAGOES MINIMAS DE POL{TOPOS

1 Introducao

Um politopo P é um subconjunto compacto de R™ definido por um sistema
de inequacoes lineares. Assumindo que P tem dimensdo méxima, ou seja
que o espaco afim minimo que contém P é R™, existe um tnico (a menos de
multiplica¢do por escalares positivos) sistema minimo de inequagoes lineares
nao redundantes que definem P, cada uma das quais definindo uma faceta
de P. Os vértices de P sao o subconjunto V (finito) minimo de P tal que P
é o invélucro convexo de V. Qualquer politopo pode ser representado por
{x €R" : ag+a1z1 + -+ apzy, > 0}, onde os a; sdo vectores em R, m
o numero de facetas e a desigualdade é considerada entrada a entrada.

Um problema central da programacao linear é a optimizacdo de uma
funcao linear sobre um politopo. Os algoritmos correntes resolvem este pro-
blema em tempo polinomial no tamanho dos dados. Se representarmos o po-
litopo usando as facetas, isso significa que estes algoritmos terao problemas
em politopos com muitas facetas. Poderiamos em alternativa representar o
politopo pelos seus vértices, mas isso nao resolveria esta situacdo quando os
politopos tém muitas facetas e muitos vértices simultaneamente.

Isto motiva a necessidade de encontrar formas alternativas de represen-
tar o politopo, que permitam uma optimizacdo mais eficiente. Uma forma
classica de o fazer é escrever o politopo como projeccdo de um objecto mais
simples. Neste artigo apresentamos alguns resultados sobre a existéncia de
representagoes eficientes de politopos por meio de programacao linear e pro-
gramacao semidefinida.

2 Teorema de Yannakakis

Uma representagdo linear de um politopo P é uma descri¢ao do politopo P
dada por

P={xeR":3y,a0 +a1x1+ -+ + anTp + an+19Y1 + -+ AptmYm > 0},

ou seja, uma descricdo de P como projeccao de um politopo numa dimensao
maior. O tamanho da representacdo linear serd o tamanho dos vectores a;
ou, equivalentemente, o nimero de facetas do politopo cuja projecco é P. A
motivagdo para considerar estas representagoes prende-se com o facto bem
conhecido de um politopo poder ter muito menos facetas que a sua projecgao.
Um exemplo deste fendmeno é o resultado de Ben-Tal e Nemirovski [I], de
que o poligono regular de n-lados pode ser escrito como a projeccdo de um
politopo de 2[logy(n)] lados. Na Figura |If podemos ver a ilustracdo desse
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Figura 1: Octégono regular como projeccao de um poliedro de seis facetas.

resultado para n = 8. Dado um politopo fixo pretendemos caracterizar o
nimero minimo de facetas de um politopo que o tenha como projeccao. Para
isto temos de introduzir duas defini¢bes adicionais. Seja P um politopo com
facetas dadas por hi(x) > 0,...,hs(x) > 0, e vértices p1,...,p,. A matriz
de folgas de P é a matriz Sp € RF*V definida por Sp(i,j) = hi(p;).

Seja M uma matriz m por n, ndo negativa. M tem uma factorizagdo
ndo negativa de ordem k, se existirem vectores nao negativos ai,--- ,a, €
by, b, em R¥ tais que M;; = (a;,bj), ou seja, se existirem A, m por k, e
B, k por n, ndo negativas com M = AB. A caracteristica nao negativa de
M é o menor k para o qual tal factorizacao existe.

Teorema 2.1 (Yannakakis [4]) Dado um politopo P, o tamanho minimo
de uma sua representagdo linear corresponde a4 caracteristica ndo negativa
da sua matriz de folgas.

3 Representacoes semidefinidas
Uma representacio semidefinida de um politopo P é uma descri¢ao
P = {.%' : Hy,Ao—i-AlLL‘l —+ - +Anxn+An+lyl +An+mym - 0},

onde os A; sdo matrizes reais simétricas e A > 0 significa que A é uma
matriz semidefinida positiva. Optimizar sobre esta representacao pode ser
feito em tempo polinomial no tamanho das matrizes A; (que denominare-
mos por tamanho da representacio semidefinida), recorrendo a programacao
semidefinida. Para estabelecer um paralelo com o teorema de Yannakakis
temos de apresentar uma nova nocao de factorizacdo de matrizes: dizemos
que uma matriz ndo negativa M, m por n, tem uma factorizacio semidefi-
nida de ordem k, se existirem matrizes positivas semidefinidas Ay, --- , A,
e By, -- B, em R¥*F tais que M; ; = (A;, Bj) para todas as entradas de M.
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148 REPRESENTAGOES MINIMAS DE POL{TOPOS

A caracteristica semidefinida de M é o menor k para o qual tal factorizacao
existe.

Teorema 3.1 (G.-Parrilo-Thomas [2]) Dado um politopo P, o tamanho
minimo de uma sua representacdo semidefinida corresponde d caracteristica
semidefinida da sua matriz de folgas.

Nao é dificil provar que a matriz de folgas de um politopo de dimen-
sdo d tem caracteristica semidefinida maior ou igual que d + 1, o que nos
levou a questionar quais sdo exactamente os politopos de dimensdao d que
possuem representagoes semidefinidas minimas, isto é, de tamanho d + 1.
Terminaremos este artigo com alguns resultados nesta direcgao.

Seja M uma matriz ndo negativa. Uma raiz quadrada de Hadamard,
que denotaremos por ¥/M, é uma matriz cujo quadrado entrada a entrada
coincide com M. Note-se que VM est4 definida apenas a menos de trocas de
sinal nas suas entradas pelo que definiremos a caracteristica de Hadamard
de M como sendo a caracteristica (usual) minima de entre todas as suas
raizes de Hadamard.

Teorema 3.2 G.-Robinson-Thomas [3] Um politopo P de dimensdo d tem
uma representacdo semidefinida de tamanho d + 1 se e sé se a sua matriz
de folgas tiver caracteristica de Hadamard d + 1.

Usando este resultado podemos obter resultados interessantes em di-
mensoes baixas, incluindo a caracterizacao total para R? e R3, que pode ser
encontrada parcialmente em [3], mas muito permanece ainda por fazer.
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Resumo: Apresenta-se um problema de tempo minimo associado ao mo-
vimento de uma particula que se desloca num escoamento de Couette, bem
como a sua resolugcdo usando o principio do méximo. Este estudo é um
primeiro passo para o desenvolvimento de uma estrutura matematica para
o controlo e optimizacdo de sistemas dindmicos que evoluem através da
interaccao de EDQO’s e EDP’s, com aplicacdo no controlo de planadores su-
baquaticos e peixes mecanicos.

Abstract: We present a minimum time control problem of a particle advec-
ted by a Couette flow, and solve it by using the maximum principle. This
study is a first step of an effort aiming at the development of a mathemati-
cal framework for the control and optimization of dynamic control systems
whose state variable is driven by interacting ODE’s and PDE’s, and which
can be applied in the control of underwater gliders and mechanical fishes.

Palavras-chave: Controlo 6ptimo; Principio do méaximo; Equactes dife-
renciais ordindarias; Equagoes com derivadas parciais; Sistemas dindmicos.

Keywords: Optimal control; Maximum principle; Ordinary differential
equations; Partial differential equations; Dynamical systems.

1 Introducao

Este artigo representa um primeiro passo para o controlo éptimo de sistemas
dindmicos cujo estado evolui através da interaccao de equagdes diferenciais
ordinarias e as derivadas parciais. Na figura [Il encontram-se dois exemplos

Encontro Nacional da SPM 2012, Optimizacao / Investigacdo Operacional, pp. 149-152



150 CONTROLO OPTIMO DE SISTEMAS ...

representativos da classe de aplicagoes consideradas: (i) planadores subaqué-
ticos, i.e., veiculos, possivelmente nao tripulados, cujo movimento depende
das condigoes do meio ambiente e da sua configuracao neste; e (ii) peixes ro-
béticos. Modelizagoes do movimento destes tipos de sistemas encontram-se
em [2] e [I], respectivamente.

Figura 1: Planador subaqudtico (esquerda), peixe robdtico (direita).

2 Problema de controlo do tempo minimo

Considere-se um canal de largura L contendo um fluido com um determinado
campo de velocidades. Coloca-se uma particula nesse fluido. Seja (0,b) a
posicao inicial da particula, onde 0 < b < L.

¥ - ¥

L [ ===

o X iz ==
-1

Figura 2: Campo de velocidades linear (esquerda) e quadratico (direita).

O objectivo deste problema consiste em determinar o controlo u(t) =
(u1(t),uz(t)) que se aplica na particula, para que se possa mové-la no canal
até um ponto final (z¢,b) em tempo minimo, usando também a velocidade
do fluido. Sendo X (t) = (x(t),y(t)) a posicdo da particula em cada instante,
o problema de controlo consiste em

Minimizar T
s.a. X = F(X,u), X(0)=(0,b), X(T) = (xs,b), (1)
y(t) € [0,L], [lu(t)|o <1, VE€[0,T].
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2.1 Caso linear

No caso do escoamento linear (de declive m), o campo de velocidades do
fluido é dado por v(z,y) = (%,0). Logo, a dindmica do problema de controlo
¢ dada por F'(X,u) = (£ 4 u1, u2).

O principio do méaximo, [3], permite calcular o controlo éptimo u* =
(uj,ub) através da maximizacdo da fun¢ao de Pontryagin H (X, P,u) (aqui,
P = (pz,py) é a varidvel adjunta que satisfaz —P = VxH(X,Pu), re-
presentando, Vx o gradiente em ordem a X) quase sempre em relagio a
medida de Lebesgue (é neste sentido que se especificam as fungdes dora-
vante) articulada com a satisfagdo das condigoes de fronteira. Assim, sendo
H(X, P,u) = py(Z% +uy)+(py+7)u2, onde v é uma certa funcao que reflecte
a actividade da restricao em y, tem-se que p, = K1 e p, = Ky — %t com
K1, K5 > 0. Tendo em conta que a posicao da particula em ¢ é dada por

b t 1t t
o) = ~t+ [w@dr+— [t =@,y =b+ [ umdrn
m 0 m Jo 0
conclui-se através da maximizacdo da fungdo de Pontryagin que uf(t) =1e
que ub é definida por:
. 1, telo, 5] L
o us(t)= & 2., nocaso de x5 < 2(L —b). Substituindo nas
-1, te]5,tY]
equagoes da posigao da particula, obtém-se que o tempo éptimo de ()
é dado por t* =2 <\/(b+m)2 +mxy — (b+m)> .
1’ te [0, tl[

o uy(t)=< 0, te€jty,t*—1t1], onde tlz\/(b—i-m)2 + 2m(L—b) —(b+m),
—1, t et —t1,t¥]
. B +mzy
no caso de xy > 2(L — b), sendo agora t* = ————.
b+m + t1

Os casos na defini¢do de uj correspondem a activacdo ou nao da restrigao.

2.2 Caso quadratico

Argumentos semelhantes aplicam-se ao caso do escoamento quadratico (com
vértice em (a,0)), sendo que, agora, a dindmica do sistema de controlo é dada
por F(X,u) = (a — 75y* + u1, uz). Importa observar de imediato que (i) a
restricao de estado vai estar inactiva ao longo da trajectéria éptima, e que
(ii) existe simetria em relacdo ao eixo y = 0. Usando estas observagoes na
aplicacao do principio do méximo, bem como o facto da posicao da particula
ser dada por

x(t) :at—%/Oty2(7')d7'—|—/0tu1(7)d7', y(t):b+/0tUQ(T)dT,

conclui-se que uj(t) =1 (figura2]), e que u} é definida por:
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. ~1, tefo, b
o us(t) = o~ 2. » se xp < 20, sendo, neste caso, o tempo
1, te|5,t]

minimo t* uma raiz do polinémio

1212 1212
% — 6bt*? + (120 — 1202 — ) t* 4 zp=0. (2
-1, t G[O,tl[
o ui(t) = 0, te€lti,t*—t1] , se xy > 2b, sendo o tempo 6ptimo

1, teft —t,t
zp— 2%(3t3 — bt3)
a—i—l—%(b—tl)?’
@) com z; = 2b.

t* = onde t; é metade do valor de t* obtido em

3 Conclusoes e trabalho futuro

Os casos de estudo aqui apresentados sdo bastante simples e a sua diferenga
relaciona-se com o tipo de perfil de velocidades do fluido. Néao s6 a dindmica
do sistema de controlo pode ser representada por um conjunto de EDO’s
mas também as condigoes resultantes da aplicagdo do principio do méaximo
podem facilmente ser resolvidas de forma explicita. O préximo passo consiste
em derivar condic¢oes de optimalidade na forma de um principio do maximo
por forma a calcular o controlo éptimo de problemas em que as simplificagoes
acima nao podem ser exploradas. Este estudo sugere que as condicoes de
optimalidade a desenvolver venham a requerer uma varidvel adjunta que
satisfaga um sistema misto de EDO’s e EDP’s, por forma a que o controlo
optimo possa ser obtido pela maximizagdo de uma fungdo de Pontryagin
adequada, articulada com condigoes de fronteira adicionais.
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Resumo: A teoria dos conjuntos aproximativos, proposta por Pawlak nos
anos 80, permite caracterizar diferentes tipos de informagao, baseada na
permissa de serem conhecidos dados incompletos ou imprecisos e por vezes
incoerentes. A incerteza pode ser reduzida pela identificacdo de elementos
que nao podem ser distinguidos com base nos atributos. Neste trabalho é
feita uma breve introducdo a teoria dos conjuntos aproximativos aplicando-
se estes conceitos a um problema de otimizacdo em redes.

Abstract: The rough set theory, proposed by Pawlak in the 80s, allows
to characterize different types of information, based on the premise that
inaccurate or incomplete data and sometimes inconsistent are known. The
uncertainty can be reduced by identifying elements that can not be distin-
guished based on the attributes. In this work we briefly introduce the theory
of rough sets and apply these concepts to a network optimization problem.

palavras-chave: Conjuntos aproximativos; indiscernibilidade; otimizagao
em redes.

keywords: Rough sets; indiscernibility; network optimization.

1 Introducao

Seja (N, A) um grafo representado por um conjunto de nds, N, e um
conjunto de arcos, A. Em formulagoes classicas de otimizacdo em redes
associam-se pardmetros fixos e bem determinados a cada i € N ou cada
(1,7) € A. Numa representacao mais fiel da realidade os pardmetros podem
ser subjetivos ou sujeitos a fontes de incerteza e imprecisao, podem ser dina-
micos; o seu conhecimento pode ser dispendioso; um grupo de decisdo pode
nao concordar com os valores de cada parametro, etc. Na literatura sur-
giram alguns modelos para lidar com esta incerteza, por exemplo, modelos
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“aproximados”, probabilisticos ou robustos. No que se segue considera-se o
modelo dos conjuntos aproximativos [I], que lida com informacao incompleta
ou imprecisa e por vezes incoerente.

2 Conjuntos aproximativos

A teoria dos conjuntos aproximativos é motivada pela necessidade de in-
terpretar, caracterizar e processar a indiscernibilidade entre elementos. O
ponto de partida é um sistema de informagdo, definido como um par

S = (U,C), onde:
e U # () 6 um conjunto finito de objetos chamado universo,
e C # () 6 um conjunto finito de condigdes, ou atributos condicionais.

Cada a € C' estd associado a uma funcao f, : U — V,, onde V, é o conjunto
dos valores permitidos para a. Juntando a estes elementos um conjunto
finito D # (), disjunto de C, de decisoes ou atributos de decisao, obtém-se o
sistema de decisao S = (U, C, D).

Alguns objetos do sistema podem ter as mesmas caracteristicas (em ter-
mos de atributos condicionais). Assim sendo, por forma a identificar uma
estrutura capaz de reproduzir o universo associa-se uma relacao de equiva-
léncia a cada B C C, dita relagdo de indiscernibilidade, definida como

I(B) = {(z,y) € U*:Ya € B, fu(x) = fa(y)}.

O conjunto de todas as classes de equivaléncia em I(B) denota-se por
U/1(B). Quando (x,y) € I(B), diz-se que = e y sdo B-indiscerniveis. Uma
classe de equivaléncia em I(B) que contém o elemento = denota-se por [z]p.

Dados B C C' e X C U, podem aproximar-se os objetos em X a partir
da informagao sobre as condi¢bes em B. A aproximacao B-inferior de X é
dada por B(X) = {z : [x]p C X}, o que significa que os elementos de B(X)
sdo classificados como certamente pertencentes a X, por conhecimento de
B. Por sua vez, a aproximacao B-superior de X é dada por B(X) = {z :
[z]p N X # (0}, sendo os seus elementos classificados como possivelmente
pertencentes a X, por conhecimento de B. O conjunto B(X) — B(X) é a
B-fronteira de X. Um conjunto diz-se grosseiro/preciso se a sua fronteira é
nao-vazia/vazia. Estes conceitos podem ser estendidos, de forma andloga, a
subconjuntos de D. Quando hé inconsisténcia ndo é possivel especificar a
decisdo a tomar perante um atributo, pois esta nao é a mesma para todos
os objetos da classe. Tem-se entdo uma categoria imprecisa.
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Dado B C C, a matriz de discernibilidade é definida por Mp(B) =
[mp (i, j)lnxn, 1 <4,j < n, com n=[U/I(B)], onde

mD(i7j> = {a € B: fu(E;) # fa(Ej)}a para i,j =1,2,...,n,

onde o elemento mp(i,j) é o conjunto de atributos de B que discerne as
classes de objetos E;, E; € U/I(B). Note-se que esta matriz é simétrica.
A indiscernibilidade entre os objetos pode igualmente ser classificada pela
funcéo de discernibilidade, dada pela funcao booleana

1B) = AN{Vmb(ij):1<j<i<nf,

com mj,(i,j) uma varidvel booleana que se associa ao atributo mp(i, ).
Um atributo a diz-se dispensével (ou redundante) relativamente a B C C,
se I[(B) = I(B—{a}), caso contrério é indispensavel em B. Um reduto de B
¢ um conjunto de atributos B’ C B, tal que todo o a € B — B’ é dispenséavel
e I(B') = I(B). Um reduto de um sistema de informagao pode ser determi-
nado através da fun¢do de discernibilidade, no entanto, a determinagao de
um reduto com cardinalidade minima é computacionalmente complexa [2].

3 Exemplo

Mostra-se agora uma aplicagdo dos conceitos anteriores a um problema de
encaminhamento em redes. Considere-se a rede de comunicagoes na Fi-
gura [} cujos nés identificam routers. O encaminhamento é determinado
pelos parametros de qualidade de servigo das arestas: largura de banda
(a1), propagacao do atraso (az), probabilidade de falha (ag). Seja entdo
S = (U,C, D) um sistema de decisao com C = {ay, a2, a3},

e a;: suficiente (1), disponivel (2) e insuficiente (3);
e ay: baixa (1), normal (2) e elevada (3);
e a3: baixa (1), normal (2) e elevada (3).

e D ={B,N,M}, onde B denota Bom, N denota Normal e M denota Mau.
Tém-se as seguintes classes de equivaléncia relativamente a C, U/I(C) =

{121 {(1,3)},{(2,4)},{(2,5), 3,4)}1,{(3,5)},{(4,6)}, {(5,6) } }- As

aproximagoes C-inferior e C-superior de X = {z : d(z) = B}
sio C(X) = COX) = {(1,2),(1,3),(2,4)}, logo este conjunto é
preciso, enquanto que X' = {z : d(z) = B VvV d(x) = N} é
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% 1 2 3 4 5
@) @) Zjl2 3|4 5014 5|66
v a1 | 2 2|1 1 1 3 2 3
@ (6) |1 1/1 212 2|23
A a3 | 3 1|1 3 3 2 2 3
6 e d| B B|B M|N M|N|M
Figura 1: Rede (N, A) e fungéo f,.
grosseiro dado que C(X') = {(1,2),(1,3),(2,4),(4,6)} e C(X') =

{(1,2),(1,3),(2,4),(2,5),(3,4),(4,6)}. Analogamente, mas para atribu-
tos de decisdo, a decisdo associada a {(1,2),(1,3),(2,4)} é certamente B e
a associada a {(4,6)} é certamente N. No entanto, a decisdo associada a
{(2,5),(3,4)} pode ser N ou M.

A matriz de discernibilidade do sistema (omitem-se os elementos abaixo
da diagonal principal e indica-se a classe de equivaléncia correspondente
ap6s cada linha da matriz) é

— a3 ajasg ai1ag aj1asas asas aipag [(1, 2)]

— al ajasaz aiazas azas3 ajasas [(1, 3)]

- aza3 aijazaz aijaaz  a1a2a3 [(2, 4)]

MD(C) = — ajas ajas al1an [(2, 5)]
- ai aza3 [(3, 5)]

— ajazas [(4, 6)]

[(5,6)]

Os atributos a1 ou ag sdo obrigatérios para discernir objetos. Desprezando as
entradas da matriz Mp(C') com pelo menos um destes atributos concluimos
também que o atributo as é dispensavel, podendo considerar-se apenas a; e
as, e simplificando assim o sistema inicial. A determinacdo de uma solucao
preferencial passaria pela definicdo de relagoes de preferéncia entre os varios
atributos ou entre outros introduzidos no problema.

Referéncias
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Resumo: O atual programa de MACS inclui nos seus contetidos progra-
maticos métodos de representacao proporcional. No entanto, a maioria dos
professores de matematica ndo teve qualquer formacao nesta area. Neste
documento evidencia-se que os métodos dos divisores resolvem problemas
de otimizacao inteira e sugere-se que estes sejam introduzidos nos cursos de
(ensino em) matematica, em disciplinas da drea da investigagao operacional.

Abstract: The apportionment problem is currently taught in portuguese
high schools, included in the syllabus of MACS. Most teachers of mathe-
matics, however, have no training in this area. The methods of divisors
solve integer programming problems, so we encourage the inclusion of these
methods in the syllabus of operations research subjects.

palavras-chave: MACS; Representacdo Proporcional; Otimizagao Inteira.

keywords: MACS; Apportionment; Integer Programming.

1 Introducao

O atual programa da disciplina Matematica Aplicada a Ciéncias Sociais
(MACS) do ensino secundario inclui a representacao proporcional. Neste
ambito sdo abordados em MACS alguns métodos de origem norte-americana
e os dois métodos de origem europeia mais usados atualmente. Todos os
métodos abordados (exceto o de Hamilton) sdo métodos de divisores mo-
dificados e os dois métodos europeus (D’Hondt e Sainte-Lagué) sdo de fato
equivalentes a dois dos métodos americanos (Jefferson e Webster).

A maioria dos professores de matemaética nao teve no entanto qualquer
formacao nesta area e os materiais de apoio existentes sdo escassos e nao
sem algumas lacunas. Encontramos na literatura intimeros trabalhos sobre
a formacado de professores que evidenciam a necessidade da existéncia de
programas de educagdo em matematica que apoiem conexoes entre os con-
tetddos dos cursos de nivel universitario e os contetidos do ensino secundario
(ver por exemplo [4] e os trabalhos que o referenciam).
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Neste documento apresentamos os métodos de divisores abordados em
MACS, expondo como as solu¢bes dadas por estes métodos correspondem
a otimizacdo de uma funcao objectivo diferente, consequéncia de concecoes
distintas de traduzir matematicamente o que é mais justo. Assim sendo,
sugerimos que se apresentem alguns destes métodos nas disciplinas da area
da investigagdo operacional em cursos de (ensino em) matemética.

2 O problema da representacao proporcional

Nos Estados Unidos da América (EUA) cada estado recebe um nimero de
lugares na cimara de representantes proporcional a sua populagao. Em ina-
meros paises da Europa cada lista eleitoral recebe um nimero de mandatos
no parlamento proporcional ao nimero de votos obtidos nas eleigoes.

Seja V' o ntimero total de votos validos de uma eleigdo, que se distribuem
por N listas eleitorais, sendo v; o nimero de votos na lista eleitoral i. Seja
M o ntimero total de mandatos (a distribuir pelas listas eleitorais de acordo
com a sua proporg¢ao de votos v;/V). Seja D = V/M o divisor que indica
o nimero de eleitores representados por cada mandato no parlamento. A
quota de mandatos da lista eleitoral i serd ¢; = M x v;/V (ou ¢; = v;/D),
que em geral ndo é um nimero inteiro. Encontramos uma solucdo para o
problema ao determinar o nimero de mandatos m; a atribuir a cada lista
1, sendo os m; inteiros nao negativos tais que Zi]\il m; = M, como indica a
formulacao da Figura

objectivo distribuir os m, de acordo com as ¢, = M x‘%
S.a.:. 1\:1 m, = M

mj € Zar, Vie {1,...,N}
Figura 1: Formulacao do problema da representagao proporcional

No inicio do funcionamento na camara de representantes dos EUA, o
numero de lugares nao era fixo, fixando-se sim o racio do niimero de cidadéaos
por lugar na cdmara de representantes - o divisor D. Definido D, determina-
se a quota de cada estado de acordo com a sua populacao ¢; = v; /D, restando
o problema de definir o ntimero inteiro de lugares correspondente a cada
quota (m;). O nimero de mandatos a atribuir a cada estado é encontrado
arredondando as quotas segundo algum critério (os varios métodos diferem
apenas no critério de arredondamento). A partir do momento em que se fixa
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o numero de lugares na cimara de representantes M, o nimero de cidadaos
representado por cada mandato passa a depender do total da populacao V,
sendo o divisor definido de acordo com estes valores D = V/M. Se o total
de lugares distribuidos por arredondamento das quotas ndo ¢é igual a M,
o divisor é modificado D — D’ e recalculam-se as quotas ¢, = v;/D’. O
processo podera necessitar de varias iteracdes até encontrar uma solugao.
Os métodos de divisores desenvolvidos na Europa vao atribuindo um
mandato de cada vez até completar todo o parlamento, verificando a cada
passo a que lista eleitoral serd atribuido o mandato em consideracao. Cada
um destes métodos considera uma sequéncia de divisores d(m;), m; =
0,... M —1, i = 1,..., N. O método comeca por atribuir 0 mandatos a
todas as listas eleitorais e seleciona a cada iteragdo o maior récio v;/d(m;),
atribuindo por cada racio selecionado um mandato a lista eleitoral corres-
pondente, como indica o algoritmo da Figura [2] Este corresponde a forma
recursiva dos métodos norte-americanos [2], onde os divisores d(m;) nao sdo
mais que os pontos de arredondamento das quotas, conforme a tabela. Note-
se que os métodos em que o primeiro divisor é zero atribuem na primeira
iteracdo um mandato a todos os concorrentes, o que, sendo um requisito
nas eleigoes da camara de representantes dos EUA (todos os estados tém de
estar representados), ndo é vidvel para a maioria das elei¢oes parlamentares.

Métodos de divisores Divisores d(m;) Sequéncia

Algoritmo modificados m=0,..,M-1  Divisores
0Wm=0, i=L...N . Adams m, 0,1,2,3,...
(i) Repetir até que Z:] m=M Dean 2m(m,+1) 412 24

Seja k tal que Vi _ v, A _ m(m+1) 3507
=max—— Huntington-Hill m,(m, +1)
m]) d(m’) WebsteraSainte-Lagué m, +%
Fazer m, =m, +1 e n,.=m Vi#k Jefferson ~ D’Hondt m;+1

Figura 2: Forma recursiva dos métodos dos divisores

Métodos diferentes determinam, em geral, solucoes diferentes para uma
mesma instancia do problema. Qual serd a forma mais justa de dis-
tribuir os M mandatos pelas N listas eleitorais, de acordo com a cor-
respondente proporcao de votos? Poderemos pensar que o ntmero de
eleitores que cada mandato representa deveria ser igual para todas as
listas, e igual a representatividade de cada mandato pensada na defi-
nicdo da dimensdo do parlamento. Esta ideia pode ser traduzida por
Min SN mg(v;/m; — V/M)z. Ou, analogamente poderemos pensar na de-
sejavel igualdade da proporcao de mandatos por cada eleitor, que pode ser
representada por Min >N | v;(m;/vi — M/V)?. Uma vez que o ntimero de
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mandatos atribuidos a cada lista eleitoral ndao sera exatamente igual a sua
quota, existirdo, neste sentido, listas favorecidas e listas desfavorecidas. Po-
deremos pensar em minimizar o nimero de votos por mandato da lista mais
desfavorecida, traduzido por MinMax v;/m;. Ou minimizar a representagao
per-capita da lista mais favorecida, traduzido por MinMaz m;/v;.

Na verdade, cada um dos métodos dos divisores determina a solugao
6ptima para um destes objectivos ([2], [3], [1]), como mostra a Figura

Método objectivo

. v
Adams min max —-—
m,
g T 2
. . . 7 Vi 4 . vE
Huntington-Hill min TN my| - | o min L
m; M m;

. omj
< min ——
Vi

N2
Webster~Sainte-Lagué minZﬁl"!’[%‘%]
. m; )
) m;  Sminy sa:—<y,i=L..N
Jefferson ~ D"Hondt min max — Vi

Vi
/\yeﬁ?F

Figura 3: Objectivos otimizados pelos métodos dos divisores

Note-se que o método de Webster resolve um problema de programa-
¢do quadratica inteira e o de Jefferson um problema de programacao linear
mista, estando estes tipos de problemas incluidos nos contetiidos programati-
cos habituais de disciplinas da area da investigacdo operacional. Os métodos
de Adams e Huntington-Hill resolvem problemas de programacao nao linear
inteira, menos usuais nos programas de licenciatura.
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