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Resumo: De acordo com a tese de Church—Turing, se um calculo puder ser
feito de forma automatizada — por um dado método, num nitmero finito de
passos — entao também pode ser feito por uma maquina de Turing. Neste
artigo faz-se uma breve introducao a tese de Church—Turing e ao contexto
historico da sua formulagdo. Inclui-se uma traducdo comentada de parte
do artigo de Alan Turing de 1936-37, “On computable numbers, with an
application to the Entscheidungsproblem” [24], onde é possivel entender a
origem da maquina de Turing.

Abstract The Church—Turing thesis roughly states that, if a certain com-
putation can be carried out in an automated fashion, by some calculation
procedure and in a finite number of steps, then it can also be carried out
by a Turing machine. In this article I will make a brief introduction to the
Turing thesis, and to the surrounding historical context. Also included is
a commented partial translation, to Portuguese, of the relevant section of
Turing’s original 1936-37 article “On computable numbers, with an applica-
tion to the Entscheidungsproblem” [24], where it is possible to understand
how the Turing machine came to be.
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1. Este artigo serve dois propositos. Primeiro, pretende explicar o me-
lhor possivel, a um leitor com pouco conhecimento sobre o tema, o que diz
a tese de Church—Turing. Assim, comegamos nesta secgdo por analisar o
algoritmo para a soma de dois ntimeros, que é o mais simples que todos
conhecemos; depois, na quarta e tltima seccao do artigo, incluimos a tra-
ducdo comentada de uma parte do artigo original de Turing, onde é feita
uma analise semelhante para o caso geral de um algoritmo arbitrario; nesta
secgdo procuramos mostrar como a definicdo de maquina de Turing surge
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muito naturalmente desta andlise. O segundo propésito deste artigo é dar
uma visao global dos acontecimentos histéricos que levaram a formulacao da
tese de Church—Turing. Deste modo, na segunda sec¢do do artigo descreve-
mos o contexto légico-matematico do principio do século XX, que motivou o
estudo da computabilidade. Na terceira seccdo narramos os acontecimentos
que resultaram numa definicdo satisfatoria da mesma, e na formulacao da
tese de Church—Turing.

2. Esta tese, ainda que pouco conhecida, pertence a um conjunto de
descobertas, feitas nos anos 30 do século passado, que influenciaram dras-
ticamente a nossa histéria e o nosso modo de vida. A tese diz respeito ao
conceito de algoritmo, que no contexto deste artigo definimos da seguinte
forma:s:

Algoritmo. Procedimento para resolver um problema ma-
tematico num numero finito de passos.

Vamos entao olhar com detalhe para o algoritmo escolar para a soma de
dois ntimeros.

3. Suponhamos que nos sdo dados dois niimeros a e b, em notagao de-
cimal, e pretendemos calcular o nimero a + b. Os nimeros sdo escritos de
tal forma a que o digito a direita de a estd alinhado com o digito a direita
de b, e cada um dos seguintes digitos de a estd alinhado com o digito de b
que lhe corresponde. Procedemos entao da direita para a esquerda somando
uma casa decimal de cada vez, com atengdo ao transporte (“e vai um”).
Podemos adicionar cada par de digitos de duas formas: utilizando os dedos
das maos como uma crianga, ou relembrando uma tabela com as somas de
pares de digitos de 0 a 9. O digito resultante desta soma ¢ escrito abaixo do
respectivo digito de b. Depois de completar o calculo para cada digito dos
dois ntimeros, o nimero a+ b estaré escrito abaixo de b em notagao decimal.

Assim descrito, este algoritmo tao simples parece um pouco mais compli-
cado. Mas ainda nao dissecdmos o algoritmo completamente; para tal temos
de descrever com exactidao cada operacao individual.

4. Vamos entao estabelecer as convencgoes seguintes. Suponhamos que nos
é dada uma folha de papel quadriculado suficientemente grande. Os ntimeros
a e b estao escritos em notacao decimal, em duas linhas adjacentes, alinhados
a direita. Suponhamos adicionalmente que s6 podemos focar a nossa atencao
em trés quadriculas de papel de cada vez, alinhadas verticalmente. Por
exemplo veja-se a Figura[l] para o caso em que a é cento e cinquenta e seis
e b é quarenta e sete. Tal como na figura, vamos supor que no principio do
procedimento a nossa atencao esta focada nas quadriculas a direita.
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Figura 1: A configuracgao inicial do algoritmo da soma.

5. Durante a execucgao do algoritmo, o nosso “estado mental” determina
as operagoes que pretendemos executar. A soma de dois ntmeros é feita
pela soma sucessiva de cada par de digitos, e para somar um par de digitos
correctamente, é necessario saber se houve transporte de uma unidade vinda
da soma do par de digitos anterior. Portanto é possivel estar em dois estados
mentais distintos: um estado mental no qual ndo ha transporte, e um estado
mental no qual ha transporte. Vamos chamar a estes estados mentais soma
de um digito sem transporte (S) e soma de um digito com transporte (T).
O nosso propésito é diferente em cada estado mental. Se estamos no estado
mental S, o0 nosso objectivo é somar o digito na quadricula de cima (do nosso
foco de atengdo) com o digito na quadricula do meio e escrever o resultado
na quadricula de baixo. O nosso objectivo no estado T é o mesmo, mas
acrescentando 1 ao resultado.

O algoritmo comeca, como ja foi mencionado, com a nossa atengao focada
nos trés quadriculas da direita. Comecamos por estar no estado mental S.
Sempre que estivermos no estado mental S consultamos a Tabela ja
memorizada, que contém todas as somas de dois digitos, para encontrar a
entrada correspondente aos dois digitos no nosso foco de atengdo. Depois
escrevemos, na quadricula de baixo, o digito da direita do niimero extraido
da tabela. Em seguida movemos o nosso foco de atencdo para as trés casas
imediatamente a esquerda. Por fim, decidimos o nosso novo estado mental
da seguinte forma: se o nimero extraido da tabela for menor que 10, entao
continuamos a soma dos restantes digitos no estado mental S; e se for pelo
menos 10, entdo continuamos no estado T. Por exemplo, se estivermos no
estado mental S e virmos a seguinte configuracao:

8]
5
L]

Entao de acordo com a coluna 8 e a linha 5 da Tabela o resultado é
13, e portanto mudamos o contetido das quadriculas para:
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8]
5

movemos o nosso foco de atengao para as quadriculas imediatamente a esquer-
da, e porque o resultado é pelo menos 10, mudamos para o estado mental T.

No estado mental T as nossas accOes sao as mesmas, mas utilizando
a Tabela Se num dado momento focamos a nossa atencdo em trés
quadriculas em branco, entao chegdmos ao fim dos nossos nimeros; se nesse
instante estivermos no estado T, entdo colocamos um 1 na quadricula de
baixo, e completamos a soma; se estivermos no estado S, entdo o calculo
termina sem mais operagoes.

Tabela 1: Tabelas para a soma; “[1” representa uma quadricula em branco.

(a) soma de um digito sem transporte (b) soma de um digito com transporte
gjoj 1|2 9 gjoj1,2|...19
ogjojo|1 2 9 0|1 1 2 3 10
0,001 2 9 0|1 1 2 3 10
1|11} 2 3 10 1] 2 213 |4 11
212123 |4 11 21313415 12
9[9]9of10]1n]... [18] 9J10[10]11][12]... [19]

6. Agora a descrigdo do algoritmo estd completa. O acto de somar dois
nimeros foi reduzido a passos distintos e indivisiveis: (1) leitura e escrita de
simbolos; (2) mudanca do foco de atencao; (3) mudanca do estado mental.

A tese de Church—Turing diz, grosso modo, que qualquer algoritmo, isto €,
qualquer procedimento para resolver um problema matemdtico num numero
finito de passos, pode ser reduzido a estes mesmos passos elementares (1),
(2), e (3). Depois da andlise que fizemos do algoritmo da soma, a tese de
Church—Turing parece extremamente verosimil: tornou-se razoavel imaginar
que qualquer algoritmo, dissecado da mesma forma, poderd reduzir-se as
mesmas operagoes. Esta observacao simples, fundamental — e a priori
nada trivial — foi feita pela primeira vez por Alan Turing, nos anos 30 do
século passadoll]

No entanto, como veremos, Alonzo Church j4 tinha feito uma observagio semelhante
a respeito do cdlculo-A, um sistema matematico de sua invencdo. No entanto, os pas-
sos elementares do cédlculo-\ sdo muito mais complexos e muito menos intuitivos que as
operagoes (1), (2) e (3) postuladas por Turing.
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A nocao de algoritmo no principio do Séc. XX

7. Para compreender a tese de Church—Turing é necessario voltar um pouco
atras no tempo, para uma época antes da invencao do computador digital.
No principio do século XX quase todas as contas eram feitas ou & mao, ou
mentalmente ou com a ajuda de um mecanismo simples como um abaco ou
uma régua de célculo. Os dispositivos de cdlculo mais sofisticados existentes
na altura eram as méaquinas de tabulagcdo, que permitiam processar uma
grande quantidade de dados em pouco temp(ﬂ, e o analisador diferencial, que
era capaz de calcular solu¢bes numéricas de equagoes diferenciais simplesﬂ

Hoje em dia a palavra inglesa “computer” é sobretudo utilizada para de-
signar um dispositivo electrénico, mas em 1936 um “computer” era uma
pessoa contratada para fazer calculos longos e repetitivos, tipicamente num
observatério astronémico. Em Portugués as palavras correspondentes dife-
rem; uma maquina que faz calculos é um “computador”, mas uma pessoa que
faz célculos é um “calculador”. O trabalho de um calculador, em principio,
consistia na execucao de um conjunto de métodos de célculo bem deﬁnidosﬁ

8. J4a para os matemadticos da época era claro que um método de cal-
culo, ainda que correcto em principio, ndo era necessariamente aplicavel na
pratica.

Por exemplo, para produzir as solucdes inteiras da equacao de Pel]ﬂ

$2:ay2—f—1

é possivel utilizar um método conhecido no ocidente desde o século XVII, e
que no século XVIII Lagrange demonstrou ser correcto; todavia, em certos
casos particulares os calculos tornavam-se demasiado extensos, e o método
era impossivel de aplicar na préticaﬁ Portanto havia ja uma nocao, ainda
um tanto vaga, do que hoje chamamos de algoritmo.

20 exemplo mais famoso é o célculo do censo dos EUA, em 1890, que demorou apenas
um ano: compare-se com os sete anos necessarios para concluir o censo de 1880.

3Utilizado, por exemplo, no calculo de tabelas de artilharia.

4No inicio do século XX os calculadores eram muitas vezes mulheres, em parte porque
as posigoes cientificas estavam reservadas aos homens, e talvez também em parte porque
na altura uma calculadora recebia metade do saldrio de um calculador homem. Varias
destas mulheres encontraram na carreira de calculador a sua tnica possibilidade de fazer
ciéncia, e algumas foram mais tarde reconhecidas como cientistas brilhantes. Veja-se o
exemplo da calculadora—astrénoma Henrietta Swan Leavitt.

®Na equacéo que se segue, a é uma dada constante inteira, e procura-se todos os pares
de ntimeros inteiros = e y que a satisfagam.

50 artigo [14] contém uma introducao a equagdo de Pell, aos algoritmos para a resolver
e ao problema dos bovinos, que foi inventado por Arquimedes e que s6 pdde ser finalmente
resolvido mais de vinte séculos depois por um computador digital.
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9. A equacdo de Pell é um exemplo de uma equacao diofantina, isto é,
uma equagao da forma p(zi,...,x;) = 0, para um dado polinémio p com
coeficientes inteiros, em que as variaveis x1, . .., T s6 podem assumir valores
inteiros. Na altura s6 eram conhecidos métodos para resolver certos casos
particulares de equacgoes diofantinas, como a equacdo de Pell. No virar do
século XIX, o matematico alemao David Hilbert publicou, no seguimento
do congresso internacional de matematicos, uma lista de 23 problemas em
aberto [I0]. O décimo problema consistia na busca de um algoritmo geral
para resolver equagoes diofantinas. A formulacdo original de Hilbert é a
seguinte [10]:

10. Resolubilidade de uma equagao diofantina. Dada
uma equacao diofantina com um qualquer niimero de incognitas
e com coeficientes inteiros: inventar um processo que permita
determinar, num nimero finito de operacgoes, se a equacao tem
solucdo nos nimeros inteirosﬂ

Ora, um processo que permita determinar a solubilidade de uma equagdo
num numero finito de operagoes é justamente um algoritmo, de acordo com
a definicao que foi dada no principio deste artigo. Nos anos que se seguiram
a sua formulagdo, o décimo problema de Hilbert evoluiu para um problema
mais geral, que ficou conhecido como o Entscheidungsproblem (ou problema
da decisio) de Hilbert [0, p. 146]. Informalmente, o problema da decisdo
consiste na procura de um procedimento para determinar, num ntmero finito
de passos, se uma dada formula da légica de primeira ordem é valida [11]:

Problema da decisdo. O Entscheidungsproblem [ou pro-
blema da decisdo para a légica de primeira ordem| pede um pro-
cedimento que permita, dada uma expressao logica, determinar
a sua validade ou satisfatibilidade num nimero finito de passos.
Este problema deve ser considerado o problema mais importante
da logica matematica. .. A solugao deste problema é de uma im-
portancia fundamental para a teoria de todos os dominios cujas
proposigoes podem ser estudadas com base num nimero finito
de axiomas.

10. De certo modo, o Entscheindungsproblem pedia um algoritmo mestre,
que fosse capaz de demonstrar qualquer proposicao matematica que pudesse

"Este problema na sua formulacio original s viria a ser resolvido 70 anos depois,
quando Yuri Matiyasevich demonstra uma conjectura de Martin Davis, Julia Robinson e
Hilary Putnam, a qual implica a inexisténcia do dito processo [5].
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ser formalizada com precisdo. E na altura era muito razoavel pensar que um
tal algoritmo deveria mesmo existir. Nos séculos anteriores as disciplinas
da matematica e da fisica tinham sofrido um enorme desenvolvimento e
encontrado aplicagbes variadas. O movimento era de expansdo, e havia
na altura poucos resultados que mostrassem limitacoes gerais de métodos
matemdticos. (Um exemplo cldssico de um resultado deste género foi a
demonstrac¢ao por Ferdinand von Lindemann da transcendéncia de 7 e, como
consequéncia, da impossibilidade da quadratura do circulo.) Na pequena
comunidade que trabalhava nos fundamentos da matematica, era prevalente
a crencga de que o Entschendungsproblem seria resolvido aﬁrmativamenteﬂ

Mas em 1936, Alonzo Church e Alan Turing mostraram que um tal algo-
ritmo mestre nao existe, e para esta demonstracao foi necessario encontrar
uma defini¢do precisa de algoritmo...

A tese de Church—Turing e suas generalizacoes

11. Entre 1932 e 1936 foram publicadas quatro defini¢ées formais de “com-
putabilidade,” que mais tarde se demonstrou serem equivalentes: o calculo-A
de Alonzo Church [e.g. 3], as fungoes recursivas de Kurt Godel [13], a mé-
quina de Turing [24] e a maquina de Post [18].

O calculo-A foi inventado por Alonzo Church em Princeton no ano de
1932, como parte de um trabalho de fundamentos da matematica. Church
encarregou os seus dois alunos de doutoramento, Stephen Kleene e John
Rosser, de desenvolver esse trabalho [1]. A tese de doutoramento de Kleene
e o trabalho de Rosser que se seguiu mostrou que o calculo-A tinha um
enorme poder expressivo. John Rosser relata a conversa em que Church
enunciou pela primeira vez um esbogo da (actualmente chamada) tese de
Church-Turing [19]:

«Certo dia, no fim de 1933, estava a descrever [a Alonzo
Church] a minha mais recente [demonstracao de que uma dada
fungao é definivel no célculo-A]. Ele comentou, de forma pouco
convicta, que talvez toda a funcao efectivamente calculavel, que
transforme niimeros inteiros em ntmeros inteiros, possa ser defi-
nivel no calculo-A. De facto, deu-me a impressao que essa ideia
lhe tinha surgido nesse preciso momento, ao ver a minha de-
monstracaoy.

8 A expressido maxima desta ideia surge nas duas frases finais de uma aula que Hilbert
deu em 1930: Wir missen wissen. Wir werden wissen. — (referindo-se as verdades
matemadticas) Nés temos que saber. Nés vamos saber. [6, p. 103].
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12. Em 1934, chegado a Princeton, Gddel leccionou um curso onde, entre
outros temas, se debrugou sobre os seus teoremas de incompletude e sobre
a teoria das fungoes recursivasﬂ Godel sabia que uma defini¢do satisfato-
ria de computabilidade lhe permitiria obter uma noc¢ao precisa de sistema
formal e, consequentemente, um melhor entendimento de quais os sistemas
formais que padeciam da incompletude por ele descobertaﬂ Para além
disso, Church estava convencido que uma definicdo precisa de computabi-
lidade ajudaria a entender o Entscheidungsproblem de Hilbert [9]. Church
partilhou as suas conjecturas a respeito do calculo-A com Gdédel. Todavia,
Godel considerava como sendo “completamente insatisfatoria” esta versao
embriondria da tese de Churcht]

No ano de 1935, Kleene e Rosser demonstram a equivaléncia entre as
fungoes recursivas de Godel e o calculo-A, e isto convence finalmente Church
da validade da sua tese [2()]@ No mesmo ano Church inicia a escrita do seu
artigo An unsolvable problem in elementary number theory [3] que resolve
negativamente o Entscheindungsproblem, e que seria publicado no principio
de 1936.

13. Até este ponto, ndo parece haver motivo para associar o nome de
Turing a tese de Church, mas de facto Turing teve um papel essencial na
sua fundamentacdo. Trabalhando independentemente do grupo de Prince-
ton, Alan Turing, ainda estudante de licenciatura, publica em 1936 o seu
artigo On computable numbers, with an application to the Entscheidungspro-
blem. Nesse artigo Turing apresenta um dispositivo conceptual, um modelo
matematico de computagdo. Turing mostra a expressividade do seu modelo
implementando varios algoritmos sofisticados, e demonstrando a equivalén-

9Teoria inspirada na sua breve correspondéncia com Jacques Herbrand [21].

0ver [23], para uma boa introdugédo a sistemas formais e aos teoremas da incompletude
de Godel.

" Como descrito no artigo [20], Gédel achava que a tinica forma de demonstrar a tese
de Church seria partir de uma axiomatizagdo intuitiva dos principios que uma qualquer
defini¢do de computabilidade deva obedecer, e depois derivar um teorema mostrando como
o calculo-A ou as fungbes recursivas resultam univocamente desses axiomas. Todavia, o
artigo de Turing, que apresenta uma argumentagao informal — justamente na sec¢io que
traduzimos no fim deste artigo — convenceu-os ambos de que haviam chegado a defini¢do
correcta. KEsse trabalho de axiomatizacdo foi feito a posteriori, em diversos contextos e
por diferentes autores [e.g. [8, 22, [7].

12 A primeira apresentacio piblica da tese de Church surge numa palestra feita 4 Ame-
rican Mathematical Society, em 19 de Abril de 1935 [2]. No resumo desta palestra pode
ler-se: «Defendemos que a nogao de uma funcao efectivamente calculdvel sobre os nimeros
inteiros deve ser identificada com a nogdo de fungdo recursiva, sendo que outras defini¢oes
plausiveis de calculabilidade efectiva resultam em mogdes que sdo ou equivalentes ou mais
fracas que a nogao de fungdo recursivay.
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cia com outras possiveis nogoes, tal como Church, Kleene e Rosser tinham
feito com o célculo-A e as fungoes recursivas. A maquina de Turing surge da
sua analise sistematica da actividade de calculo, que é reduzida as trés ope-
ragoes elementares (1), (2) e (3) da secgao @ E esta andlise que traduzimos
para Portugués na seccao seguinte, porque é ela que justifica a equivaléncia
entre a maquina de Turing e o conceito intuitivo de algoritmo, e é devido a
ela que se tornou costume associar o nome de Turing a tese inventada por
Church.

Para além destas contribui¢des, Turing inventa um conceito fundamen-
tal inteiramente novo — a sua maquina universal. Turing mostrou que era
possivel construir uma méaquina de Turing programaéavel, capaz de simular
qualquer outra maquina de Turing quando dada um programa para a des-
crever. Ou seja, foi o inventor do computador programavel moderno, com a
sua distincao entre hardware e softwareE

14. Uma maquina de Turing é um dispositivo meramente conceptual
capaz de executar as trés operagoes elementares da §6] A médquina possui
uma fita quadriculada, e nessa fita hd uma cabeca de leitura que permite
ler e escrever certos simbolos, e que se pode deslocar para a esquerda ou
para a direita. Num dado instante da computacio, a cabeca de leitura
esté sobre uma dada quadricula da fita, e a maquina encontra-se num certo
estado interno (e uma dada méquina s6 pode estar num estado de entre
um nimero finito de estados). A operagdo feita pela cabega de leitura, e o
estado interno no instante seguinte, sdo determinadas pelo estado interno
da maquina e pelos simbolos lidos no instante presente. A simplicidade do
modelo permite chegar a uma definicdo formal e mateméaticamente precisa,
que esbocaremos na quarta parte deste artigo.

15. E agora estamos prontos para formular a tese adequadamente:

Tese de Church—Turing. Toda a fun¢do que pode ser cal-
culada por um procedimento finito pode também ser computada
por uma méquina de Turing.

Uma implicacdo da tese de Church—Turing é que a nocao de algoritmo —
até entao heuristica e imprecisa — encontra, através da maquina de Turing,
uma caracterizacdo matematica completa. Isto permite-nos entender me-
lhor os limites do calculavel. Por exemplo, no seu artigo Turing demonstra

13Mais tarde na sua carreira Turing desempenha um papel essencial na decifracdo
dos cddigos utilizados nas comunicagdes militares da Alemanha nazi [5]; depois da Se-
gunda Guerra Mundial publica o primeiro artigo matematico sobre inteligéncia artificial
[26, 27, [4]. Todas estas contribuicdes cientificas influenciaram drésticamente o curso da
humanidade. A sua morte precoce foi uma grande perda.
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que o Entscheidungsproblem de Hilbert ndo pode ser solucionado por uma
maquina de Turing. Mas ao aceitar a tese de Church—Turing, somos forca-
dos a concluir que esse mesmo problema ndo pode ser resolvido por nenhum
método de calculo; portanto, o algoritmo que Hilbert procurava nao existe.

16. A nossa pequena descricao histérica evidencia que o estudo da com-
putabilidade surgiu a partir de considera¢bes matematicas fundamentais e
abstractas, e ndo de uma analise matematica inspirada em avancgos tecno-
l6gicos ou em experiéncias cientificas. Portanto, a invencido do computador
tem uma histéria singular: o objecto matematico ja existia e estava perfei-
tamente caracterizado vinte anos antes da sua implementacao tecnoldgica.

17. Nas décadas que se seguiram, os computadores electrénicos mudaram
o mundo. A palavra “computacao” ja s6 raramente significa uma actividade
feita por seres humanos e passou a designar a actividade feita por dispositivos
electrénicos. De facto, o computador substituiu e superou o ser humano
em muitas actividades ditas inteligentes, como jogar xadrez. A poténcia e
a versatilidade dos computadores é tal que hoje em dia sdo utilizados para
simular certos sistemas e experiéncias em engenharia, meteorologia, biologia,
quimica e fisica. Um exemplo em biologia é o uso dos computadores na
previsao do enovelamento de proteinas.

A tese de Church—Turing pode ser generalizada tendo em conta estas ca-
pacidades do computador. Neste artigo ndo nos alongaremos muito neste
tema, que é nebuloso e controverso; vamos apenas enumerar alguns exem-
plos.

Um destes surgiu no verao de 1956, durante o evento fundador da inteli-
géncia artificial como area cientifica: a conferéncia de Dartmouth [16].

Tese de Dartmouth. Todas as caracteristicas e capacida-
des da aprendizagem e da inteligéncia podem ser efectivamente
simuladas por uma méquina [de Turing].

A tese de Church—Turing da é um caso particular da tese de Dart-
mouth, visto que a capacidade de fazer calculos é uma das capacidades da
inteligéncia. A tese de Dartmouth implica em particular que a inteligéncia
humana é o resultado de um processo meramente mecanico, ou pelo menos
mecanizavel. Uma versao ainda mais forte é a seguinte tese [L7} [I5]:

Tese da simulagao. Todo o sistema fisico pode ser simulado
por uma maquina de Turing.

Ou seja, a tese da simulagdo propde que o universo se rege por leis que
podem ser descritas algoritmicamente. Que pensar disto? Por um lado, pa-
rece ousado atribuir ao conceito de computabilidade tal significado césmico;
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por outro lado, e vendo bem, a tese da simulacdo ndo é mais do que uma
versao reforcada da crenca segundo a qual o universo pode ser descrito por
leis mateméticad

A argumentacao de Turing

18. No seu artigo de 1936, Turing faz a seguinte formulacdo da tese:

«[The numbers computable by a Turing machine| include all
numbers which could naturally be regarded as computable».

Em defesa desta tese, Turing oferece trés linhas de argumentagao: (1) mostra
que certos algoritmos bastante sofisticados podem ser implementados numa
méquina de Turing, o que revela a versatilidade e a riqueza do modelo; (2)
demonstra a equivaléncia entre a miquina de Turing e outras duas nog¢oes
(um célculo funcional baseado em logica de primeira ordem, e o célculo—/\@;
e (3) apresenta uma anélise fenomenolégica do acto de célculo.

19. Na minha opinido, esta terceira linha de argumentacao é aquela que
melhor justifica a maquina de Turing e a tese de Church—Turing. Com efeito,
esta argumentacao explica porque é que a maquina de Turing é um modelo
natural de computacgdo, e como a definicdo formal de maquina de Turing
surge, muito naturalmente, a partir de uma analise rigorosa do céalculo tal
como um ser humano o faz. Hoje em dia considero que esta parte do ar-
tigo de Turing é leitura indispensavel num curso de introducdo a teoria da
computagao.

20. Sendo assim, permitimo-nos traduzir aqui parcialmente a seccao
(9a) do artigo [24]. Em paralelo, fazemos notar que a andlise de Turing
foi aplicada na nossa apresentacdo do algoritmo da soma, e como surge de
forma transparente a definicdo formal de maquina de Turing.

«Normalmente, um cdlculo € feito escrevendo certos simbo-
los em papel. Podemos supor que este papel estd dividido em
quadriculas como num caderno escolar de aritmética. Em arit-
mética elementar faz-se, por vezes, uso do cardcter bidimensio-
nal do papel quadriculado. Mas € sempre possivel evitar tal uso,

14 A tese da simulacdo pode ser de novo generalizada para exigir que a simulacéo seja
eficiente. Neste ponto parece ser necessario utilizar um modelo de computacdo quéantica
[ver [12].

15A data da sua primeira submissdo, Turing desconhecia o trabalho de Church. A
demonstragido de equivaléncia com o calculo-\ é apenas esbocada em apéndice, e mais
tarde demonstrada rigorosamente no artigo [25].
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e penso que € podemos concordar que tal uso mao € essencial
para o cdlculo. Portanto, assumirei que o cdlculo € feito num
pedaco de papel unidimensional, ou seja, numa fita quadricu-
lada. Vou também assumir que o numero de simbolos que podem
ser impressos € finito. Se permitissemos um ndmero infinito de
simbolos, haveria necessariamente certos simbolos que difeririam
entre si numa extensdo arbitrariamente pequemﬂ O efeito desta
restricio do nimero de simbolos ndo é muito grave. E sempre
possivel utilizar uma sequéncia de simbolos no lugar de um sim-
bolo. Desta forma um numeral ardbico, como por exemplo 17
ou 999999999999999, é normalmente tratado como um simbolo
unico. Da mesma forma em qualquer lingua europeia as palavras
sao tratadas como simbolos singulares (enquanto a lingua Chi-
nesa procura ter uma infinidade enumerdvel de simbolos). Do
nosso ponto de vista, a diferenca entre simbolos singulares e com-
postos € que os simbolos compostos, se forem demasiado longos,
nao podem ser observados num sé relance. Isto estd de acordo
com a nossa experiéncia. Num s6 relance ndo nos é possivel
saber se 9999999999999999 e 999999999999999 sio iguais. »

Como vimos, Turing comega por analisar o modo como se fazem célculos:
escrevendo simbolos em papel. Pressupbe, por consenso, que o caracter
bidimensional do papel é desnecessario. Como tal, uma maquina de Turing
é um dispositivo que faz uso de uma fita quadriculada unidimensional. Em
cada quadricula da fita pode estar escrito um simbolo. A méaquina possui
um mecanismo, que chamamos cabeca de leitura, que pode ler e escrever
simbolos nas quadriculas desta fita. Os simbolos a ser utilizados formam
um conjunto, que designamos por .

Depois, Turing estabelece que os simbolos utilizados sdo em ntimero finito.
Formalmente, isto significa que ¥ é um conjunto finito. Como vimos, no caso
do algoritmo da soma s6 sdo necessarios dez simbolos: ¥ = {0,1,...,9}.
Neste algoritmo, fizemos de facto uso do cardcter bidimensional do papel.
Todavia, é possivel transformar o algoritmo de modo a funcionar numa

t«Se considerarmos que um simbolo é literalmente impresso numa quadricula, podemos
supor que essa quadricula é 0 < z < 1,0 < y < 1. O simbolo é definido como um conjunto
de pontos na quadricula, nomeadamente o conjunto ocupado pela tinta impressa. Se nos
limitarmos a conjuntos mensuraveis de pontos, podemos entdo definir a “distdncia” entre
dois stmbolos como sendo o custo de transformar um simbolo noutro, em que o custo de
deslocar uma unidade de area de tinta uma unidade de distancia é a unidade, e somos
providos de uma quantidade infinita de tinta no ponto x = 2,y = 0. Com esta topologia
os simbolos formam um espaco pré-compacto.»
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fita unidimensional. Deixamos para o leitor o exercicio de descrever essa
transformacgao.

21. Na parte que se segue Turing analisa o que se passa dentro da cabeca
do calculador.

«O comportamento de um calculador em qualquer instante é
determinado pelos simbolos que ele estd a observar, e pelo seu
“estado mental” nesse momento. Podemos supor que existe um
limite B do nimero de quadriculas (e portanto simbolos) que o
calculador pode observar num dado momento. Se ele desejar ob-
servar mais quadriculas, terd de fazer uso de observacoes suces-
stvas. Vamos supor também que o numero de “estados mentais’
que precisamos de levar em conta € finito. As razdes para isto
sdo do mesmo cardcter que aquelas que restringem o niumero de
diferentes simbolos. Se admitissemos uma infinidade de estados
mentais, alguns destes iriam estar “arbitrariamente prérimos,”
e seriam confundidos. De novo, a restricio ndo é uma que afecte
seriamente o cdlculo, dado que o uso de estados mentais mais
complicados pode ser evitado escrevendo mais simbolos na fita.»

U

A simplificacao feita é drastica e certeira. As acgoes julgadas relevan-
tes para o calculo dependem apenas dos simbolos observados e do “estado
mental” do calculador. Os simbolos observados sao em ntmero finito, sendo
claro para qualquer pessoa que é impossivel observar uma infinidade de sim-
bolos. Por outro lado, ndo importa qual o contetdo ou a func¢éo dos “estados
mentais” do calculador; interessa apenas que sejam em numero finito. Aqui
o argumento é muito simples e mesmo intuitivo: se o algoritmo dependesse
de um ntmero infinito de estados mentais, estes seriam confundidos uns com
os outros e, portanto, nao seria possivel executar o calculo com precisao.

Assim sendo, na formalizacdo da méaquina de Turing faz-se uso de um
conjunto finito de estados Q). Os elementos de @ sdo os estados da mdquina,
que correspondem aos estados mentais do calculador. Exige-se também que,
num dado instante, a cabeca de leitura de uma maquina de Turing s6 pode
observar uma quadricula da fita. Note-se que esta exigéncia é mais restritiva
do que aquela que utilizamos na nossa analise do algoritmo da soma. Com
efeito, no algoritmo da soma sdo observados trés quadriculas de cada vez, e
ha dois estados mentais distintos, que designamos por S e T. Mas é possivel
imaginar que, em vez de observar as trés quadriculas de uma sé vez, como foi
feito, podemos comecar por observar o digito de a, memorizando-o, depois
passar ao digito de b, memorizando-o também, e depois escrever o digito
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apropriado no espaco correspondente. Isto aumenta o nimero de estados
mentais (j4 que o estado mental guarda os digitos memorizados). Mas de
facto, se o numero de quadriculas observadas num sé instante for finito, é
sempre possivel fazer uma transformacao semelhante para o caso em que s6
uma quadricula é observada de cada vez.

22. Chegado a este ponto, Turing comeca a dissecar as acgoes executadas
num calculo genérico: escrita de simbolos e mudanca do foco de atencao.

« Vamos imaginar que as operagoes executadas pelo calculador
sao divididas em “operacoes simples,” que sdo tdo elementares
que ndo € fdacil imagind-las mais divididas. Uma tal operagdo
consiste numa mudanga no sistema fisico formado pelo calcu-
lador e pela sua fita quadriculada. Conhecemos o estado deste
ststema quando sabemos qual a sequéncia de simbolos na fita,
quais destes sio observados pelo calculador (possivelmente numa
ordem particular), e qual o estado mental do calculador. Pode-
mos assumir que uma operacdo simples modifica ndo mais que
um simbolo. Quaisquer outras modificacoes podem ser decom-
postas em modificacoes simples deste tipo. No que diz respeito
as quadriculas cujos simbolos podem ser alterados desta forma,
a situacdo € a mesma que no caso das quadriculas observadas.
Portanto, podemos assumir sem perda de generalidade que as
quadriculas que podem ser modificadas sdo sempre uma parte
das quadriculas que estdo a ser “observadas’.

Para além destas modificacdes de simbolos, as operagoes sim-
ples devem incluir mudancas na distribuicdo das quadriculas ob-
servadas. As novas quadriculas observadas devem ser imediata-
mente reconheciveis pelo calculador. Penso que € razodvel pressu-
por que s6 devem ser quadriculas cuja distancia as quadriculas
observadas no instante imediatamente anterior nao exceda um
certo numero fixro. Digamos que qualquer nova quadricula ob-
servada tem, entre si e uma quadricula observada no instante
anterior, uma distancia mdxrima de L quadriculas.

Como na nossa formalizacao a cabeca de leitura s6 observa um quadrado
da fita, entdo s6 pode escrever um simbolo a cada instante da computacao;
como a fita é unidimensional, a cabeca de leitura s6 se pode deslocar para
a esquerda ou para a direita. A nossa restricdo é tal que sé permite que
a cabecga de leitura se desloque do quadrado onde se encontra para um
quadrado imediatamente adjacente. De novo, esta restricio é de pouca
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importancia; se for necessario mover a cabeca de leitura L quadrados numa
certa direcgdo, esta pode ser deslocada um quadrado de cada vez, codificando
no estado da maquina um ndmero de 1 a L.

No algoritmo da soma as nossas acgoes foram: (1) escrever um certo
digito na quadricula debaixo, e (2) passar a observar as trés quadriculas
imediatamente & esquerda do nosso foco de atencao.

23. Em seguida, Turing conclui a sua analise: as operacoes feitas depen-
dem dos simbolos observados e do estado mental, e consistem na escrita de
simbolos e na mudanca do foco e do estado mental. No caso do algoritmo
da soma apresentado acima, esta dependéncia é explicitada pelas frases “Se
estamos no estado mental S (...)” e “O nosso objectivo no estado mental T
(...)7, junto com as tabelas correspondentes.

«As operagoes simples devem portanto incluir:
(a) Mudanga do simbolo nalguma das quadriculas observadas.

(b) Mudanga de uma das quadriculas observadas para outra
quadricula que esteja a menos de L quadriculas de distancia
de alguma das quadriculas anteriormente observadas.

FE possivel que algumas destas operacoes envolvam necessaria-
mente uma mudanga no estado mental. Portanto, uma operacdo
singular, no caso mais geral, serd uma das sequintes:

(A) Uma possivel mudanga (a) de simbolo, acompanhada de
uma possivel mudanga de estado mental.

(B) Uma possivel mudanga (b) das quadriculas observadas,
acompanhada de uma possivel mudanca de estado mental.

A operagdo a executar é determinada, como foi sugerido na
pagina 250, pelo estado mental do calculador e os simbolos o0b-
servados. Em particular, eles determinam o estado mental do
calculador depois da operagdo ser executada.

Podemos agora construir uma mdquina que fagca o trabalho
deste calculador. A cada estado mental fazemos corresponder
uma m-configuracdo da ma’quinﬂ. A mdquina lé B quadriculas
que correspondem as B quadriculas observadas pelo calculador.
Num s6 movimento a mdquina pode modificar um simbolo numa
quadricula lida ou pode mudar qualquer das quadriculas lidas
para outra quadricula a uma distdncia nao superior a L qua-
driculas de alguma outra quadricula observada. O movimento a

16N.T. No original o estado interno da méquina é chamado de «m-configuracio».
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executar, e a configuracdo que se seque, sdo determinados pelo
simbolo lido e a m-configuragdo. »

Formalmente, utilizamos uma funcdo §, chamada funcio de transicao,
para especificar as operagoes feitas. Se a operacao a executar é determinada
pelo estado da maquina e pelo simbolo observado, e se é necessério especificar
o simbolo escrito, a mudanca de foco e do estado mental, entdo a funcao tera
a seguinte assinatura: 6 : Q x ¥ — @ x ¥ x {E, D}. Ou seja, para cada
par (q,0), em que q € @ é um estado da maquina, e o € ¥ é um simbolo, a
funcdo 9 especifica

8(q,0) = (¢, o', M),

em que ¢’ €  é um estado da maquina, ¢’ € X é um simbolo e M € {E, D}
¢ uma direcc¢ao (esquerda ou direita).

A igualdade 6(q,0) = (¢, o', M) significa: se a mdquina estiver no estado
q e a cabega de leitura ler o simbolo o, entdo a mdquina vai transitar para
o estado ¢', e a cabeca de leitura vai substituir o simbolo o pelo simbolo o’
e vai deslocar-se para a direccgo M. Ou seja, § especifica o comportamento
da maquina em termos das operagoes elementares que surgiram na andlise
de Turing.

E assim terminamos este texto, fazendo votos que a andlise de Turing
aqui traduzida tenha convencido o leitor que toda a funcio que pode ser
calculada por um procedimento finito pode também ser computada por uma
mdquina de Turing.
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