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Resumo: Muita da matematica recreativa incidiu, ao longo dos tempos,
sobre o jogo de xadrez. Iremos aqui explorar uma pequena parte desse
acervo, discutindo o valor relativo de trés pecas do xadrez, a torre, o bispo e
a dama, através da determinacao da sua mobilidade média, que é o método
geralmente usado, embora fazendo uma pequena precisdo relativamente a
calculos anteriores.

Abstract Much of recreational mathematics focused, over time, on the game
of chess. Here we will explore a small part of this collection, discussing the
relative value of three chess pieces, the rook, the bishop and the queen,
by determining their average mobility, which is the method usually used,
although making a small accuracy on calculations above.
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1 Introducao

O tabuleiro de xadrez distingue-se do tabuleiro do jogo das damas jogado
em Portugal apenas pelo facto de o quadrado de topo & esquerda ser de
cor branca (nas damas é de cor escura). Nas damas de competicdo inter-
nacional joga-se num tabuleiro de 10 quadrados por 10 quadrados. Ja em
certas variantes alternativas de xadrez joga-se com tabuleiros de diferente
tamanhos. Em contrapartida, outros jogos, como o Amazonas, vieram bus-
car este tabuleiro. No que se segue, o tabuleiro de xadrez serd a maior
inspiragdo e instrumento para a expressao do poder relativo das pecas, mas
podera pensar-se e adaptar-se os problemas e resultados a tabuleiros dos
mais variados tamanhos.

1.1 A torre

No xadrez a torre desloca-se nas linhas ou nas colunas, quantas casas na

-

mesma fila se quiser. E a tinica peca do jogo do xadrez que, colocada em
qualquer casa do tabuleiro, controla sempre o mesmo niimero de casas (14).

1.2 O bispo

No xadrez o bispo desloca-se apenas segundo as diagonais de quadrados mas
quantas casas na mesma diregdo se quiser. Como consequéncia sé se desloca
em casas da mesma cor. No xadrez hd um bispo das casas brancas e um
bispo das casas negras. O ntmero de casas que consegue controlar varia
entre as 7 quando colocado numa linha da orla do tabuleiro e as 13 quando
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colocado no centro do tabuleiro, passando por 9 quando colocado a uma
casa da orla, 11 quando colocado a duas casas da orla.

1.3 A dama

A dama (ou rainha) do xadrez é uma pega que no jogo tem imenso valor,
pois desloca-se na horizontal, vertical ou diagonal, quantas casas se quiser
na mesma direcdo. Combina assim os movimentos do bispo e da torre. A
colocagao da dama numa dada casa tem influéncia no ntimero de casas para
as quais ela se pode deslocar. De um minimo de 21 casas possiveis, se for
colocada numa posicao na orla do tabuleiro, podera deslocar-se para 27 casas
se for colocada no centro do tabuleiro, passando por 23 casas se for colocada
numa posicdo a uma casa de distdncia da orla e por 25 casas se for colocada
numa posicdo a duas casas de distancia da orla.
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1.4 Outras pecas

No xadrez existem outras pecgas: o rei, o cavalo e o pedo. Embora muito
importantes (o cavalo é desde sempre a peca mais analisada na matematica
recreativa) iremos aqui restringir-nos a estas trés pegas. Alids estas trés
pecas vao ja dar-nos que fazer.

2 Valor relativo das pecas — uma primeira analise

Qual deve ser o valor relativo da torre, do bispo e da dama? Nao deveria
ser dificil de chegar a uma conclusdo. Afinal de contas, a dama combina os
movimentos da torre e do bispo, logo deveria ser equivalente a uma torre e
um bispo. Por outro lado, se compararmos em termos da sua mobilidade
média (tabuleiro vazio), grosso modo, o bispo tem uma média de 10 (entre
7 ¢ 13), a torre sempre 14 e a dama tem média de 24 (entre 21 e 27). Mais
uma vez, uma dama deveria igualar uma torre e um bispo.

Podemos fazer um estudo mais preciso da mobilidade, ligando-a a proba-
bilidade de essa mobilidade atacar o rei adversario. Comecando pela torre,
onde quer que ela esteja colocada, o rei adversario tem outras 63 casas onde
pode ficar colocado, das quais 14 colocam-no debaixo de ataque da torre.
Ou seja, a probabilidade de o rei ficar sob ataque é de:

14 x64 2
64x63 9
Quanto ao bispo, pode ocupar 28 posi¢dbes em que controla 7 casas, 20
posicoes em que controla 9 casas, 12 posi¢cdes em que controla 11 casas e 4
posicoes em que controla 13 casas. A média ponderada conduz-nos a fragdo
“%0 = %. Onde quer que o bispo fique colocado, o rei adversario tem 63
casas restantes onde ficar, das quais em ?21—5 delas estara atacado (em média).

A probabilidade de estar sob ataque do bispo é assim de:

35 5
4x63 36
Quanto a dama, pode ocupar 28 posi¢des em que controla 21 casas, 20
posicoes em que controla 23 casas, 12 posi¢cdes em que controla 25 casas e 4
posigdes em que controla 27 casas. A média ponderada conduz-nos & fragdo
12}% = %. Onde quer que a dama fique colocada o rei adversario podera ser
colocado em 63 casas das quais em % estard atacado. A probabilidade de
estar sob ataque da dama é de:

91 13
4%x63 36
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Ora, o que nao é surpresa, a probabilidade de o rei adversario estar sob
ataque da dama ¢é a soma das probabilidades da torre e do bispo. Assim,
mais uma vez temos que a dama deveria ser igual em valor a uma torre e
um bispo.

Poderiamos ainda afinar estes valores retirando ao rei adversario posicoes
em que tomaria a pega que o estava a atacar. Na verdade, como o rei se
desloca uma casa em qualquer direcao, teremos de retirar as casas préximas
ao rei. No caso da torre teremos de retirar em geral 4 posi¢gdes que nao sdo
seguras enquanto que no caso da orla sdo 3 posigoes ou 2 se for nos cantos.
Temos assim para a torre uma probabilidade de cheque seguro de:

4x12+424 x11+36 x10 24 1

64 x 63 T 144 6

Para o caso do bispo, temos:

364 13
64 x 63 144"
No caso da dama, obtemos:
1036 37
_— = — Ball, 2004).
% 63 144(Rouse all, 2004)
Mas acontece que:
L1387
6 144 144’

ou seja, esta analise ndo conduz a diferencas no resultado.

3 Os valores obtidos pela analise xadrezistica

Apesar desta andlise matematica, as andlises de valor das pecas feitas por
xadrezistas diferem destas por alguma margem, desde 1.107 de valor da
dama relativamente ao conjunto torre mais bispo (Philidor), entre 1 e 1.25
(Lasker), 1.125 (Euwe), 1.09 (Fischer), 1.04 (Berliner - campeao do mundo
de xadrez por correspondéncia )i,

E claro que tem havido nos dltimos tempos uma aproximacao entre o va-
lor dado por xadrezistas (sempre superior para a dama) e o valor das andlises
da mobilidade das pegas (igualdade entre a dama e o conjunto torre+bispo).
Ainda assim, como explicar a consolidada vantagem que a pratica do jogo
concede & dama (como explicar matematicamente, claro)?

1http ://en.wikipedia.org/wiki/Chess_piece_relative_value
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4 Valor relativo das pecas — uma segunda analise

Para isso, ensaiarei uma resposta a partir de uma anélise ligeiramente dife-
rente, obtida a partir do trabalho de Bonsdorff, Fabel e Riihimaa (1974).

Eles apresentam as férmulas de mobilidade para tabuleiros de n x n
casas. Essas férmulas nao diferem da andlise anterior quando se aplica ao
caso particular do tabuleiro de 8 x 8 pecas.

Relevante mesmo ¢é a analise que fazem dos movimentos de duas pecas da
mesma cor quando estdo ambas presentes no tabuleiro. E que assim sendo,
ha movimentos que nao sao possiveis porque sao estorvados pela presenca da
outra peca. A férmula geral que apresentam, independentemente das pecas
em causa, é:

Nz = (n* = 1)(Ny + Na) — I(1) — I(2),

em que N(q 5y € o total de movimentos de duas pegas simultaneamente num
tabuleiro, n o nimero de filas ou colunas no tabuleiro, N1 e Ny represen-
tam os movimentos possiveis de cada peca considerada isoladamente e I os
impedimentos provocados por cada peca. Aplicando a férmula ao caso do
bispo e torre em conjunto no tabuleiro 8 x 8, encontramos:

Npr) = (8 x 8 —1)(896 + 560) — I(T) — I(B).

Os impedimentos da torre, ou seja, o niimero de movimentos que uma torre
nao pode efetuar por haver uma pecga da sua cor a impedir, tendo em conta
todas as combinacgoes das duas pecas, é dado por:

I(T) = 2n2(n? - 1).

3
Ja o ntimero de impedimentos do bispo é dado por:
1
1(B) = 3n(n® ~ 1)

o que faz com que o nimero de impedimentos mutuos da torre e bispo seja
dado por
I(B+T)=n?*n*-1).

Aplicando ao tabuleiro de 8 x 8 casas, teremos
I(B+T) =64 x 63 =4032.
Substituindo na férmula, obtemos

N(B,T) = 63 x (896 + 560) — 4032 = 87676.
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Usando agora a média atendendo as combinagoes das duas pecas, obtemos:

87676

4032

que é aproximadamente igual a 21.745 e inferior aos 94—1 para a juncao em
separado dos movimentos da torre e do bispo.

Refazendo entéo a probabilidade de um rei estar em cheque quando bispo
e torre se encontram no tabuleiro, teremos que onde quer que o bispo e a
torre fiquem colocados, o rei adversario tem 62 casas restantes onde ficar,
das quais em % delas estard atacado (em média). A probabilidade de

estar sob ataque do bispo ou da torre é assim de:

87676 87676

4032 x 62 249984

que é aproximadamente igual a 0.35. Como anteriormente se obteve para
a probabilidade de cheque pela dama o valor de %, dividindo este pelo
valor entretanto encontrado para a probabilidade de o rei estar sob ataque
do bispo ou da torre quando colocados ambos no tabuleiro (0.35), obtemos
o valor aproximado 1.032, isto é, a dama vale aproximadamente 1.032 do
conjunto de bispo e torre. Este valor coloca-nos ainda abaixo de todos os
valores dados por xadrezistas mas muito perto ja do valor dado por Berliner

(1.04).

5 Conclusao

Entre os valores de igualdade entre dama, por um lado, e torre mais bispo,
por outro, e os valores sempre superiores obtidos para a dama por parte da
analise xadrezistica, existia uma tensao que se propode resolver usando a mo-
bilidade média retirando os impedimentos ocasionados pelo estorvo miituo
das duas pecas, o que conduz a uma vantagem da dama e consequentemente
a uma aproximagao aos valores de pelo menos um xadrezista.
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