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Resumo: Um sistema articulado é uma cadeia finita de hastes rigidas, com
algumas juncoes fixas e outras méveis, que funciona movendo os nds sob
algum constrangimento. O espago de configuragdo de um tal sistema é a
unido de todas as suas posi¢oes permitidas. Descreveremos os espacos de
configuracdo de quadrilateros e de pentagonos articulados no plano, sendo
utilizada uma abordagem construtiva que nos permitira também definir, em
termos do mecanismo, uma topologia natural no espago de configuragao e
alguns invariantes topolégicos. Para além de conjuntos degenerados, obtere-
mos cada superficie compacta, conexa, orientavel e sem bordo como espaco
de configuracdo de um mecanismo devidamente construido.

Abstract: A mechanical linkage consists of a finite number of rods joined
together by hinges, some of which are pinned down with respect to a fixed
frame, so that the system is free to move in a plane. The configuration space
of a linkage is the set of all its admissible positions. We will construct the
configuration spaces of planar quadrilaterals and pentagons, endow them
with a suitable topology and define a set of invariants. Apart from a few
degenerate spaces, we will obtain any connected compact oriented closed
surface as the configuration space of an appropriate mechanism.
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1 Introducao

Para quem néo conheca o conceito de superficie, ou nunca se tenha ques-
tionado sobre quantos tipos topologicos de superficies hé, o que é essencial no

! As autoras agradecem a Manuel Arala Chaves e a Maria Dedd os comentarios que em
muito melhoraram este texto.
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12 MOVIMENTO E FORMA

conteudo deste texto é a nocao de espaco de configuracdo de um mecanismo
e 0 modo como é possivel transferir informagao topoldgica de um conjunto
de pontos e hastes em movimento no plano para um espaco abstracto onde
se descrevem as posicoes admissiveis do sistema articulado, cuja representa-
¢ao conduz a modelos tdo regulares como uma esfera ou um toro. A quem ja
tenha estudado superficies e o respectivo Teorema de Classificacao [3,[1,[7], o
texto apresenta outro modo de construir esses espacos e de definir alguns dos
invariantes topolégicos que lhes estdo associados, apelando essencialmente
ao uso de relacées de ordem entre comprimentos de hastes.

O processo indutivo, sugerido em [5], de construgao dos espagos de con-
figuracao assegura que a lista desses espagos contém a familia completa das
superficies orientaveis. Cada superficie compacta, conexa, sem bordo e ori-
entdvel surge neste texto associada a um sistema de hastes articuladas, e
as nocoes de genus e de componente conexa sao expressas numa linguagem
simples mas rigorosa. Observe-se, porém, que o argumento classico para
classificar as superficies orientaveis comecga com uma esfera e justifica mate-
maticamente um procedimento que permite costurar ansas (isto é, cilindros)
a esfera depois de se lhe retirarem circulos disjuntos (em ntimero finito par).
Com o0s mecanismos, o processo natural inicia-se numa esfera e num toro
(obtidos com um mesmo pentdgono articulado a que se variam os compri-
mentos das hastes) e indica como unir toros sucessivos, de que se excluem
dois ou quatro circulos devidamente posicionados, para obter toros de genus
g qualquer. Nao se analisou neste texto se os mecanismos apresentados cum-
prem a func¢do de construir espacos de configuracdo de genus g com esforco
minimo, em ntimero de pontos e hastes.

Em [6] 10, 2, 9], os autores apresentam uma descricio dos espacos de
configuracao obtidos com pentagonos articulados ditos genéricos usando mé-
todos distintos do utilizado neste texto para os identificar (como a Teoria de
Morse ou fibragoes). Em [4], pode aprender-se a construir um mecanismo
gigantesco cujo espaco de configuracao contém uma componente conexa que
é o plano projectivo, uma garrafa de Klein ou outra superficie compacta,
sem bordo e nao orientavel. Ao contrario do caso orientavel, ndo se conhece
um mecanismo cujo espago de configuragdo tenha apenas uma componente
conexa e que seja precisamente uma destas superficies.

Seria interessante, e uma motivagao adicional para o estudo dos meca-
nismos e respectivos espagos de configuracio, obter reformulacoes elementa-
res na linguagem dos mecanismos de propriedades relevantes de superficies,
como o Teorema da Esfera Cabeluda, o Teorema da Curva de Jordan, o
Teorema de Euler para Poliedros ou o Teorema do Ponto Fixo de Brower.
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M. P. CarvALHO, A. C. OLIVEIRA 13

Além disso, parte do que aqui se analisou é susceptivel de generalizacao a va-
riedades de dimensao superior. Por exemplo, é facil descrever um mecanismo
que construa um toro de dimensao 3 como o produto de trés circunferéncias,
St x 81 x S': e o processo de empilhar camadas que utilizamos, para obter
as superficies a partir de curvas, sugere que se investigue a viabilidade de
um método geral que, empilhando superficies ou apelando a fibragoes, per-
mita obter outras variedades de dimensao 3 como espaco de configuragao de
algum mecanismo.

Na maioria dos casos, este processo de construcido de superficies com
mecanismos nao permite fabricar modelos fisicos, manipulaveis, porque as
hastes apropriadas tém comprimentos demasiado grandes. Por isso, a se-
gunda autora deste texto construiu um moédulo virtual que, fornecendo uma
lista sucinta de instrugdes e informagoes, permite uma aprendizagem in-
teractiva do funcionamento de um mecanismo e do modo como as rela-
¢oes de ordem entre comprimentos de hastes determinam as caracteristi-
cas topolodgicas dos espagos de configuracdo. A programacdo das anima-
¢oes do médulo teve ainda como objectivo sincronizar as escolhas do uti-
lizador com o movimento do mecanismo e a criacdo dos respectivos es-
pacos de configuracdo. Neste contexto, o moédulo interactivo serve tam-
bém para sistematizar o que aqui se vai aprendendo, sugerindo-se aos lei-
tores retornos oportunos a esse médulo. Estd disponivel em [8] e no site
http://www.atractor.pt/mat/MovimentoForma/pagini.html

2 Mecanismos no plano

As estruturas articuladas que aqui consideraremos sao versdes planas de
engenhos simples, mas capazes de tarefas complicadas, como os que encon-
tramos em robots, na engrenagem das rodas de um comboio, nas suspensoes
das bicicletas, nas sanfonas das portas dos antigos elevadores, nos alicates
de pressao, nos pantografos ou em cadeiras de balanco. Nesta seccdo, des-
creveremos formalmente o que se entende por um sistema de pontos e hastes
articuladas no plano e estudaremos as suas posicoes possiveis

Definigao 1.Um conjunto de pegas é um terno M= (V, A, d) constituido por:

o Um conjunto finito V = Vi U Vi de pontos, sendo Vp = {Vi, ..., Vin},
Vi = {Vint1, s Vo, myn € N en > m.

2Pode testar os conceitos que apresentaremos através dos Exemplos 1 a 3 das paginas
1-3 do médulo virtual.
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14 MOVIMENTO E FORMA

o Um conjunto finito de hastes
A={ViV;] 4,5 €{l,--- ,n} ei#j}
tal que, para quaisquer dois pontos Vi e Vy de V, existe um subconjunto
{IVeViyls [Viy Vip s - -+ Vi, Vil } néao-vazio em A.
e Uma funcio d: A RT.

Se fixarmos um ponto V € Vg e uma haste H = [V;V}] € A, diremos
que H e V estao ligados se V € H. Duas hastes Hy = [V;V;] e Hy = [V}, V]
dizem-se unidas se Hy N Hy = V; para algum s € {i, j, k, (}.

Definicao 2. Um conjunto de pecas M = (V, A,d) com n > 2 pontos é
uma cadeta se tiver um arranjo ciclico, isto €, se

o Vi ={V1,Va}.
o Vi ={Vs,...,V,, }.
o A= {[V1V2]’ [V2V3]’ Uy [anlvn]’ [anl]}

Uma cadeia pode ser vista como uma linha poligonal articulada que tem dois
vértices adjacentes fixos. Os exemplos 1 e 3 do médulo virtual sdo cadeias.

Definicao 3. Um conjunto de pecas M = (V, A, d) é realizdvel se existir uma
fungdo R:V— R? tal que, para todos os pares de pontos V;, Vi €V, se tem

IR(Vi) = R(Vj)Il = d([ViV3])

onde || || designa a distancia euclidiana em R%. A imagem de R é uma
realizacdo de M.

Uma realizagdo permite visualizar o conjunto de pecas no plano como
pontos unidos por segmentos de recta. Isso nem sempre é possivel, como a
cadeia com trés pontos Pp, P, P3 do plano cujas hastes medem [P} — Py|| =
11, HPQ — PgH =5e HPg — P1H = 3.

Definicao 4. Um mecanismo é um conjunto de pecas realizdvel.

Para cada realizacdo {R(v) : v € V} de um mecanismo M = (V, A, d),
designaremos por pontos fixos os elementos de R(Vg), por pontos méveis os
de R(Var) e por hastes os de {[R(V;),R(V;)] : [ViV;] € A}, onde [A, B] de-
signa o segmento de recta que une A a B em R2. Note-se que o comprimento
de cada haste [R(V;), R(V})] é precisamente d ([V;V}]). Como é irrelevante o
lugar no plano onde os pontos fixos se situam, adoptaremos como equivalen-
tes todas as versoes isométricas (por isometrias que preservem a orientagao)
da unido dos pontos fixos e das hastes de um mecanismo.
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M. P. CarvALHO, A. C. OLIVEIRA 15

Exemplo 1. Seja M = (V, A,d), com Vp = {V1,Va}, Viy = {V3}, A =
{iVa], VaWs], [VsVA]} e d : A — RY tais que d(a) = /3 para todo o a € A.
Entio a fungio R : V — R? definida por

2

2 4 4
R(V1) = (1,0), R(Va) = (cos ?W,sin 3 ) , R(V3) = <cos ?ﬂ,sin g)

¢ uma realizacdo de M.

2.1 Mecanismos em cadeia

Numa cadeia de pecas com n pontos, representaremos por f1,--- , £, as
imagens por d dos elementos do conjunto {[V;Va], [VaV3],--- , [V, 4]}

Proposicao 1. Uma cadeia de pecas M comn pontos é um mecanismo se e so se

l; < Z Oy, Vie{l,---,n}.
k=1,k#1

Demonstra¢ao. Suponhamos que M é um mecanismo e seja R uma sua rea-
liza(;éo Os elementos desta realizacdo sdo vértices de uma linha poligonal
plana e fechada, com lados de comprimentos ¢1,--- ,¢,. Por isso, para todo

oi€{l,--,n}, tem-se
n

< > b

k=1, k#i

Reciprocamente, sejam Py, P» € R? tais que ||[P; — P3| = ¢;. Uma vez que

n n—1
G b e > by =Ly,
k=2 k=1

concluimos que existe 1 < j < n — 2 tal que

J n Jj+1 n
DS > by e D> = > A (1)
k=1 k=j+1 k=1 k=j+2

J n
Sejam S = Z b e So = Z l.. A condicao (1) é equivalente a
k=1 k=j+2

S1<Sa+4ljy1 e Si+YLjp > 5.

3Sugerimos que nfo avance neste argumento sem explorar a animacio da pégina
pagh.html| do mdodulo.
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Se S1 = S2 + {j41, consideremos P3, Py, ..., Pj{1 na semi-recta com origem
em P; e que passa em P, (que designamos por P;P») de modo que:

| P2 — P3| = o, [[Ps—Pal|=4s,... e P3¢ PP, Pa¢ P3Py, ...
Analogamente, sejam Pjio, Pji3,- - , P, em PP tais que ||Pjy1 — Pj4a|| =
Cit1, [[Pj42 — Pigs|l = {42, ete., e Pipo € P11, Piys € PjoPy, ete.
Assim, a funcéo
R: V — R?
Vii=»> B

é uma realizacdo de M.
Por um argumento semelhante se conclui que, se S1 + ;11 = S2 ou
ljt1 = S1+ Sz, entdo M ¢ um mecanismo. Falta analisar o caso em que

S1 < So +€j+1, S +€j+1 >S5 e €j+1 < 51+ 85,

condi¢oes que indicam que S7, £j41 e S2 sdo os comprimentos dos lados de
um tridngulo. Para obter uma realizagdo de M, tomemos Pj;1 como sendo
o ponto de PP tal que |[P, — Pjy1| = S1, e Pjy2 como um dos (dois)
pontos do plano tais que

|Pjr2 — Pjtall =41 e ||Pjra— Pif| = So.

De seguida, consideremos pontos P3, Py, - -- , P; do segmento [P, Pj41], que
une os pontos P; e Pji1, tais que

| P2 — P3| = lo, || Py — Pyul| =03, ...
Finalmente, escolhamos Pj3, Pji4, -+ , P, em [Pji2, P1] tais que

1Pjr2=Piysll = L2, [1Pjr3—Pjqall = Cigs, .. O

2.2 Espaco de configuraciao de um mecanismo

Dado um mecanismo M, estamos interessados na unido de todas as posigoes
admissiveis as realizagdes de M, isto é, dos sistemas articulados formados por
m pontos fixos previamente escolhidos e que possuem n—m jungoes entre as
suas hastes como prescreve M. Na verdade, queremos estabelecer um ho-
meomorfismo entre este conjunto de posi¢oes, com uma topologia adequada,
e um subconjunto de RV, para um natural N suficientemente elevado.

Seja M = (V, A, d) um mecanismo tal que Vi, ..., V,, s@o pontos fixos e
Vint1s -, Vi 880 pontos méveis. Consideremos m pontos Py, ..., P, do plano
tais que | P; — Pj|| = d([V;V}]), para todo o [V;V}] € A com V; e V; fixos.
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M. P. CarvALHO, A. C. OLIVEIRA 17

Defini¢ao 5. O espaco de configuragao de M, que designaremos por
(M](p,,...,p,) OUu, mais abreviadamente, [M], € o conjunto, com a métrica
induzida da métrica euclideana em (R*)"=™  dado por

U {(R(Vmﬂ),'“ ,R(Vy)) € (RQ)n—m}
R

onde R designa uma qualquer realizagao de M tal que R(V;) = P; para todo
oie{l,--- ,m}.

Note-se que a todo o m-uplo de pontos em R2, digamos P, ..., P,
tal que ||P; — P;|| = d([ViVj]) para todo o [V;V;] € A com V;,V; € Vp,
esté associado um espago de configuragdo de M. Contudo, até a Secgao [T,
interessar-nos-ao apenas espacos de configuracdo de mecanismos com dois
pontos fixos e, neste caso, como veremos (Proposigao[fl), todos os espagos de
configuragao sdo homeomorfos. Até essa seccdo, falaremos do (dnico) espaco
de configuragdo de M.

2.3 Representacao do espaco de configuracao

Consideremos, a titulo de exemplo, um mecanismo M com um ponto
fixo, V4, dois pontos méveis, Vo e Vi, e hastes [V11V5] e [VaV3]. O seu espago
de configuragio é o conjunto de pares de pontos do plano (P, P3) tais que
P, e P3 sdo pontos méveis de uma qualquer realizacdo do mecanismo. Nesse
conjunto, consideremos a topologia induzida da métrica euclidiana de R*.
Tais pontos ficam completamente determinados por dois angulos (u,«) de
[, 7] X [-7, 7], onde a é o angulo entre a direcgdo orientada PP, e a
vertical, e 4 entre P> P3 e a vertical, como indica a Figura[ll Serad o quadrado
[—7, ] X [—m, 7] uma representagdo adequada do espago de configuragao?

Figura 1: Angulos o e p.
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18 MOVIMENTO E FORMA

Note-se que ndo hé diferenca, a nivel do movimento do mecanismo e
dos pontos que gera no espaco de configuracio, no facto de a medir —7 ou
m; e a mesma situagdo ocorre com pu. Por esse motivo, para obtermos um
modelo ajustado, precisamos de identificar, para qualquer p € | — 7, 7, os
dois pontos (u, —7) e (i, 7) e, analogamente, de entender como idénticos os
dois pontos (—7,«) e (7, «), para cada o € | — 7, w[. Finalmente, temos
ainda de identificar os quatro pontos (—m, —7), (—m,7), (7, —7) e (mw, 7).

No espaco quociente T do quadrado com identificagoes, cada ponto repre-
senta uma e uma so posi¢ao do mecanismo. Contudo, hé outra caracteristica
que pretendemos exigir do modelo: que a topologia que nele consideremos
traduza correctamente a nocdo de proximidade entre pontos do espago de
configuracdo do mecanismo M. A topologia natural em 7 ¢é a topologia
quociente, que é a maior familia de abertos em 7 que torna continua a pro-
jeccdo do quadrado no espago quociente [12]. Vejamos que ela é a topologia
acertada para o espago de configuracdo do mecanismo M.

Consideremos uma realizagdo Rg = (P, P3) do mecanismo e o corres-
pondente par de angulos (i, @) € T. Fixemos de seguida duas bolas abertas,
B e B3, centradas em Py e P3, respectivamente (Figura [2]).

Py

3

Figura 2: Rg, By e Bs.

O conjunto formado pelas realizagoes (Q2,@3) de M tais que Q2 e Q3
estdo contidos, respectivamente, em Bs e B3, formam uma vizinhanca W de
Ro- E, reciprocamente, qualquer vizinhanga de Rg contém uma vizinhanga
deste tipo. Além disso, é possivel encontrar uma vizinhanca suficientemente
pequena de (u, ) € T tal que todos os elementos desta vizinhanga corres-
pondem a realizagoes de M contidas em W (Figura [3]).

Reciprocamente, fixados um par (u,«) € T, uma sua vizinhanca U e
a respectiva realizacdo Ry do mecanismo M, existe uma vizinhanca U de
Ry tal que toda a realizacdo S em U corresponde a um par (ug,ag) de U.
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Figura 3: Vizinhanga de (i, ), no quadrado e no mecanismo.

Conclusao: Um bom modelo para o espaco de conﬁguraﬁm é o quadrado
com as identificacbes que descrevemos; ou seja, é um toro

3 Propriedades dos espacos de configuracao

Pretende-se agora reunir informacao geral sobre o que podem ser os
espagos de configuracdo dos mecanismos.

3.1 Mecanismos fixos

Em que circunstancias o espago de configuragdo de um mecanismo em
cadeia se reduz a um ponto? Esperamos que uma tal rigidez resulte de uma
relacio desfavoravel entre os comprimentos das hastes!d E, de facto:

Proposicao 2. O espaco de configuracio de um mecanismo em cadeia M
com n pontos é um conjunto com um sé elemento se e sé se existir1 < i <n

tal que €; = 3751 i Ck-

Demonstragio. Se ; = 3734 j; C, entdo hé apenas uma realizagio pos-
sivel do mecanismo e, portanto, o espaco de configuragao é constituido por
um ponto. Quanto a implicagdo reciproca, sejam P; e P, pontos do plano
tais que ||y — P|| = £1. Suponhamos, por absurdo, que £; # 370 1; lk,
para todo o i € {1,...,n}. Entdo, pela Proposicao [, tem-se {1 < Y 1_o ¢ €
by < Zz;% ). Logo, existe 1 < j < n — 2 tal que

7 n Jj+1 n
o< D> leoe D> > Y b
k=1 k=j+1 k=1 k=j+2

40 Exemplo 5 do médulo, que consta da pagina pag8.html) ilustra interactivamente
este resultado.
5Sugere-se que consulte o Exemplo 4 do médulo, em pag6. html]
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20 MOVIMENTO E FORMA

Note-se, contudo, que, se se verificar a desigualdade estrita na primeira
destas condigoes,

i n
Z gk < Z gk,
k=1 k=j+1

entdo, como €1 # > g i1 Lk, 08 comprimentos

J n
ol g, Y, b
k=1 k=j+2
sdo lados de um tridngulo, o que implica que o espaco de configuracdo pos-
sui, pelo menos, dois pontos distintos, correspondentes as realizagoes da Fi-

gura[ Isto contradiz a hipdtese de o espago de configuracio estar reduzido
a um ponto. Devemos, portanto, ter

n

J
S =Y 6
k=1

k=j+1

Figura 4: Duas realizagoes de um mecanismo.

Defina-se N* como o maximo do conjunto

n n n—1
o= Y b | a— ) Gl = D
k=j+2 k=j+1,k#j+2 k=j+1

e consideremos A tal que
Jj—1 J
max 4 (Y Ly — L[, N* b <A< 4
k=1 k=1

Os comprimentos
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sao lados de um tridngulo, logo podemos considerar pontos P; € Pi P e
. —1 .
Py # Q1 tais que [Py — Pyl = Y42} 4 e, ainda,

1Pj = Pipall = 1P = Qjmall =4 e |[Piys = Prll = |Qj41 — P1ll = A
Tomemos de seguida Ps, Py, ..., Pj_; em [P P;] tais que

|Po — B3| = la, ||P3— Pyl =43, ...

Q j+1
Figura 5: Duas realizagoes de M’.

Consideremos agora a cadeia de pegas M’ com n — j hastes que se obtém de
M retirando os pontos Vo, V3, ..., V; e as hastes a eles associadas, passando
o ponto mével Vjy; a fixo e acrescentando-se uma nova haste [V1 V1] de
comprimento X\. Uma vez que A > N* eque A\ < ZZ:J-H Ly, este conjunto de
pecas é também um mecanismo. E, portanto, encontramos duas realizagoes
para M’:

Rl :{Pj+1)Pj+25"'>PnaP1} € R2 :{Qj+lan+27"'aQnaP1}-

Deste modo, exibimos dois elementos distintos do espaco de configuragao do
mecanismo inicial, nomeadamente

{Ps,....; Pj,Pji1,Pjia...., P} e {P3,...P;,Qj1,Qj+2...,Qn},

o que contradiz o facto de o espago de configuragdo conter apenas um ponto.
E, portanto, devemos ter

n

1€ {1, ,n} b= Z l, 7& 0. ]

k=1, ki

3.2 Mecanismos com trés pontos

A Proposicao seguinte informa que, para obtermos espacos de configura-
¢ao interessantes, devemos trabalhar com mecanismos com mais do que trés
pontos.
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22 MOVIMENTO E FORMA

Proposicao 3. O espaco de configuragcdo de um mecanismo em cadeia em
que o cardinal de V é 3 reduz-se a um ou dois pontos.

3
Demonstragio. Com efeito, ou existe : € {1, 2, 3} tal que ;= Z l}., caso em
k=1, ki
que a Proposicao [2] determina que o espago de configuragio é singular; ou
3

l; < Z Uk, para todo o i € {1,2,3} e, portanto, ¢1, {5 e {3 sdo lados
k=1, ki

de um tridngulo. Neste caso, dados dois pontos, P; e P, de R? tais que

| Py — Ps||=¢1, existem duas, e apenas duas, escolhas para um ponto P3 que

pertenca ao espaco de configuragao: é o terceiro ponto de um dos dois tridn-

gulos com lados de comprimentos £1, £2, /3 e tendo P; e P, como vértices. [

3.3 Poligonos articulados

Para determinarmos o espago de configuracao de um poligono articulado,
precisamos de identificar o contributo de cada componente mével, enquanto
controlamos a posi¢do relativa de todas as outras partes, fixas e méveis,
do mecanismo. Se uma haste com base num ponto fixo Q) fosse, de resto,
inteiramente livre, tracaria no plano uma circunferéncia centrada em @ e
de raio igual ao comprimento da haste. E a juncio a outras hastes que
condiciona esse movimento e, portanto, restringe o que afinal o espago de
configuracao contém.

Consideremos um mecanismo em cadeia M = (V, A, d) com n > 3 pontos
e Pi, P, € R? tais que ||P; — P»|| = 1. Denotemos por:

-
e (, o ponto da circunferéncia de centro P, e raio /o tal que PC, faz
um angulo orientado « € [0, 27] com PaP;.
e dq, a fungéo
dm 2 [0,27] — R
« = [P = Cqll-

que mede quao amplo pode ser o movimento conjunto das pecas do
mecanismo.

e D)4, 0 conjunto

{a € [0,27] : 3 realizacio R: Co = R(V3),R(V1) = P1,R(Va) = P2}
e &y, 0 conjunto [0, 7] N Day.
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Proposicao 4. Nas condigcoes enunciadas, tem-se:
(a) dpm(a) = dpq(2m — @) para todo o a € [0, 27].
(b) Ay, € estritamente crescente e continua.

(c) dapg tem um minimo global em 0, com wvalor igual a |(1 — l3], e um
mazimo global, atingido em m, de valor £1 + {s.

(d) o € Dpg se e so se

dM(a)gifk e dM(a)zmax{[&— i Ek]:?)gign}.
k

k=3

(e) Sejam a1, g € [0,7] tais que 0 < o < ag < w. Entao:
n

— ag € 0o mazimo de Enq se e s6 se dp(ap) = Z 4.

— a1 € 0o minimo de Exq se e SO se
dM(al):max{[&— Z Kk]:?)gign}.

(f) Exm € um intervalo fechado.
(9) Dy = [a1,00] U 2 — g, 27 — 1], onde 0 < a1 < ap < 1.

Demonstracao. A primeira propriedade resulta do facto de as posi¢ées do
mecanismo serem simétricas relativamente a recta Py P>. Quanto a segunda,
consideremos um referencial no plano para o qual P» = (0,0) e P, = (¢1,0).
Entao

Co = {3 (cos a,sin a)

da(a) = 1/ (€2)? + ()2 — 22 4y cos(a).
A funcao d M(o.m) é, pois, continua e estritamente crescente. Daqui resulta
que dpq tem um minimo global em 0 e um méximo global em 7. Além disso,
por construgao, da(0) = |¢1 — la] e dpg(m) = €1 + Cs.

n
Designemos por X a soma Z l). e por X5 o valor do
k=3

max{(fi— Z €k>:3§i§n}.
k=3, ki
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Pela Proposicao [, dado « € [0, 27], tem-se o € Dy se e s6 se

dum(a) <Xy e dula) > (Li— Y ], V3<i<n
k=3,k#i

ou, equivalentemente,
dpm(a) <Xy e dpy(a) > Xo. (2)

Como M é um mecanismo, sabemos que existe pelo menos um o €

[0, 7] que satisfaz a condigao ). Se daq(ao) = X1, entdo, como daq), , ¢
estritamente crescente, para oy < < 7 tem-se dy(5) > X7 e um tal § nado
é um elemento de Exq. Consequentemente, o < «y e, por isso, da(ag) =
X1 > dpm(a) > Xy, E, portanto, ndo sé o é um elemento de Erq como
é o seu maximo. Analogamente se prova que, se da(a1) = Xo, entdo oy
é o minimo de £x. Reciprocamente, se 0 < ag < 7 é o maximo de Epg,
entdo day(ag) < X1 e, para todo o ap < a < 7, tem-se a ¢ Epq; logo,
dam(a) > X5. Por outro lado, como dag é estritamente crescente, para todo
o a < ap, tem-se
dpm(a) < dpm(ag) < X.

Assim, pela continuidade de dpq, temos daq(c) = Xi. Analogamente se
prova que, se o1 ¢ o minimo de Epq, entao da(ag) = Xo.

Pelo que acabamos de deduzir, se existir ap < 7 tal que dy(ag) = X7,
entdo ag é o maximo de Epq. Se ndo existir um tal ag, entdo é porque
dm(a) < Xq, para todo o o € [0,7[ e, nesse caso, o maximo de Epq é
ag = 7. Do mesmo modo se argumenta sobre a existéncia do minimo «q de
Em. Acresce que todo o a € [a, o] satisfaz a condicao

Xy <dm(on) < dm(e) <dm(an) < Xy

pelo que a é um elemento de Exq e Epq = [, .
Finalmente, da simetria de d a4 e da caracterizagao de g e a1, concluimos
que Dy = a1, ap] U 27 — g, 27 — o). O

Seja M = (V, A,d) um mecanismo em cadeia com n > 3 pontos. Se
n = 4, diremos que M é um quadrilatero articulado; se n =5, M é um
pentagono articulado. Comecaremos por analisar estes dois tipos simples
de mecanismos, para mais tarde entendermos o efeito de lhes acrescentarmos
pontos e hastes.
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4 Quadrilateros articulados

Consideremos um quadrilatero articulado M. Sejam P; e P> dois pontos
de R? tais que ||[P; — P3| = #1. O espaco de configuracio de M ¢é

M) = {(Ps, P4) € (R*) 1 || Py — P3| = lo,||Ps — P4|| = L5, || Py — Pr|| = {4}

Além disso, por construcao, P3 = C, para algum o € Dpy.

Suponhamos que 1 # ¢5. Pela Proposigao [, existem 0 < a1 < ap < 7
tais que Dy = [ag, ap] U [2m — v, 2m — vy ]. Além disso, se Py e Py designam
os pontos de intersec¢do das circunferéncias de centros C, e P; e raios,
respectivamente, f3 e f4, entdo o espago de configuragdo [M] é a unido
M1 U Ms, onde M é o conjunto

e
{(C’a, Py) : a € Dy e a concavidade entre PyC,, e PyP; é nula ou positiva}
e Ms é dado por
/ / /
{(Ca, Py) : a € Dy e a concavidade entre P,C,, e P;P; é nula ou negativa} .

A proposicao seguinte informa que podemos considerar M; e My como
subconjuntos de R? e que, para os descrever, basta um pardmetro real.

Proposicao 5. Dado um quadrildtero articulado M, os espacos M1 e My
s@o homeomorfos a {Cy : o« € Dpy}.

Demonstragio. Seja § = {Cy : @ € Dag}. As projecgoes

Po: My = % Pa: My = §
(Co,Py) — Cq (Ca, Py) — Cq
sao homeomorfismos. O

4.1 Curvas

Consideremos um quadrilatero articulado M, o seu espaco de configu-
ragio [M] e dois pontos P; e P, de R? tais que |P; — P3| = ¢1. Sejam
ag, a1 € [0,7] tais que Eapq = [, ap]. A cada a € [, ] correspondem
dois pontos do espago de configuragio, nomeadamente (Cy, Py) € (Cq, P}),
onde Py e P; sdao os pontos que resultam da intersec¢ao das circunferéncias
de centros C,, e P; e raios, respectivamente, /3 e {4 (veja-se a Figura[@l). Em
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que circunstancias é que os dois pontos indicados coincidem?@ Tal acontece
se P,C, e PP estiverem alinhados, isto é, se as circunferéncias da Figura [0l
sdo tangentes, o que significa que

dm(a) =Lls + 1Ly ou  dp(a) = [l3 — Ly].

E quando é que alguma das igualdades anteriores ocorre? Sabemos, pela
Proposicao dl que, se £1 # {5, entao

HaeﬁMsz(a):€3+€4 = €1+€2:max(dM)2€3+€4
e que
HaGSM:dM(a):\£3—£4] & wl—fgfzmin(d/\/{)gwg—&l’.

Interessa-nos, pois, analisar as relagoes de grandeza entre £1 + o, f3 + {4,

\51 - 52’ € ‘63 — 64’

Figura 6: Dois pontos do espago de configuracio.

De seguida, identificaremos o espaco de configuracao de um quadrilatero
articulado, com ¢; # {5, a partir das relagdes >, = ou < entre ¢; + {5 e
U3+ {4, e entre [{; — la| e |¢35 — £4]. Usaremos a expressao abreviada (>, >)
para designar as desigualdades €1 + ly > l3 + l4 e {1 — la] > |l — {y], e
expressoes analogas para as outras oito possibilidades de pares de simbolos
do alfabeto {<,=,>}.

Proposicdo 6. Num quadrildtero articulado M = (V, A,d) tal que {1 #
4
ly e l; # Z U, para todo o i € {1,..,4}, o espago de configuracio é

=L
homeomorfo a uma curva da sequinte tabela:

5Propomos que comece por explorar o contetido da pagina [pag9.html do médulo, ana-
lisando depois os Exemplos 6 a 9.
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(<, <) ou (>,>)

(<,>) ou (>,<)

(<7:)7(>7:)7(:7>) ou (:7<) @

(==

Demonstragdo. Distinguiremos varios casos de acordo com as combinacoes
possiveis das desigualdades representadas pelos simbolos {<,=, >}

Caso 1. 01+ 4y >¥l3+ 4, e |£1 — €2| > |f3 —f4|
Como vimos, existe ag # m em Epq tal que dag(ag) = €3 + £4. Sendo

|£1 — €2| > |f3 —£4|,

nao existe a; em Epq tal que da(a1) = |3 —L4]. E, portanto, ag é o méximo
de Eaq € 0 é 0 seu minimo. Além disso, como Dy = [0, ap] U 27 — avg, 27,
podemos supor que Dpyq = [—ag, ag] e, desse modo, My e My sdo ambos
homeomorfos a arcos de circunferéncia. Note-se ainda que M; e My se
intersectam em dois pontos, nomeadamente (C,,, P) e (C_q,, @), que, pela
Proposicao[[, podemos considerar como estando em R?: sdo as extremidades
dos referidos arcos de circunferéncia. Ou seja, o espago de configuracao do
mecanismo é constituido por dois arcos de circunferéncia que se intersectam
apenas nas extremidades. Do ponto de vista topoldgico (isto é, a menos de
um homeomorfismo), [M] é uma circunferéncia (Figura []).

Caso 2. V1 +40y>l3+ 4, e \51 —52’ = ‘63 —64’
Seja ag # 7 em Epq tal que dag(ap) = l3 + £4. Sendo

|01 — lo| = |3 — L4],

temos dpa(0) = |[€3 — £y]. Logo ap é o méximo de Epq € 0 é o minimo. Tal
como anteriormente, podemos considerar que Dy = [—ap, ap] e que

MiNMsy = {(CaO,P), (C*CVO’Q)? (CO,R)}

"Pode acompanhar esta demonstracio com a animacio da pagina pagl8.html do mé-
dulo.
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Espago de configuragdo

Figura 7: Espaco de configuracao se (>, >).

para trés pontos P,Q, R distintos do plano. Novamente, M; e My sdo
ambos homeomorfos a arcos de circunferéncia que se intersectam nas ex-
tremidades; mas, como hé um terceiro ponto, naturalmente do interior dos
arcos, que esta na interseccao destas componentes do espago de configuracao,
forma-se uma figura topologicamente semelhante a um oito (Figura [))

Espago de configuragdo

Figura 8: Espago de configuragao se (>, =).

Caso 3. 01 +4ly >3+, e ’51 —62‘ < ’53 —54‘
Seja ag # 7 em Epq tal que dag(ag) = l3 + £4. Como

’51 — 62‘ < ’53 — 54‘,

existe a1 # 0 em Dy tal que dag(a1) = [€3—44]. E, portanto, o é 0 méximo
de Exq € a1 é 0 minimo. Note-se agora que Dy = [aq, ap]U[2m — g, 21 — o
é constituido por dois intervalos disjuntos. Por esse motivo, M; e Moy
sdo homeomorfos, cada um deles, a dois arcos de circunferéncia. A sua
intersecgdo resume-se a quatro pontos, (Cy,, P), (Cay, @), (Cor—ay, R) €
(Car—qy,S), correspondendo os dois primeiros as extremidades de um dos

8E til comparar agora, usando o médulo, as vizinhancas no espaco de configuracio do
ponto de tangéncia do oito com as vizinhangas no mecanismo da posigdo correspondente.
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arcos (em M;j e Ma) e os outros as extremidades do outro arco. Assim, o
espaco de configuracao é constituido por duas circunferéncias disjuntas

(Figura [0).

Espaco de configuragdo

OC

Figura 9: Espaco de configuracao se (>, <).

Caso 4. 1+ 4y =43+ 1, e |£1 — €2| > |f3 —f4|

Sabemos que dy(7) = ¢34+ ¢4 e que ndo existe a; em Epq tal que dag(ag) =
|¢3 —£4]. Logo m é o méximo de Exq € 0 é o minimo. Sendo Dy = [0, 27], as
componentes M7 e My sdo ambas homeomorfas a circunferéncias. Note-se
ainda que Mj e My se intersectam num tnico ponto (Cr, P), para algum
P € R2. Por essa razio, o espaco de configuracio é constituido por duas
circunferéncias que se intersectam num ponto, ou seja, um oito (Figura [I0]).

Espago de configuragdo

Figura 10: Espaco de configuracao se (=, >).

Caso 5. 01+l =43+ 1, e \51 — 52’ = ‘63 — 64’

Como anteriormente, temos dy(m) = f3 + £4; mas agora também vale a
igualdade dpq(0) = |¢35 — ¢4]. Consequentemente, m é o maximo de Epq e 0
é o minimo. Uma vez que Dy = [0, 27, os conjuntos M; e My sdo ambos
homeomorfos a circunferéncias. Acresce que M; e My se intersectam em
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dois pontos (Cy, P) e (Cp,Q), com P,@Q € R%. Por esse motivo, o espaco
de configuragdo é constituido por duas circunferéncias (topoldgicas) que se
intersectam em dois pontos. Trata-se pois de uma curva homeomorfa a
ilustrada na Figura [Tl

Espaco de configuragdo

Figura 11: Espago de configuragao se (=,=).

Caso 6. 01+l =4t3+1, e ’51 —62‘ < ’53 —54‘
Como no caso anterior, dy(m) = 3 + {4. E, porque

|€1 —f2| < |€3 —€4|,

existe ag # 0 em Epq tal que dpaq(aq) = [€3 — £4]. Logo 7 é o méximo de Exy
e a1 é o minimo. Note-se que agora Dy = [, 21 — ] e, por isso, M e
My sdo homeomorfos, cada um deles, a um arco de circunferéncia. A sua
intersecgao ¢ {(Cay, P), (Con—ay, @), (Cr, R)}, onde P,Q,R € R? e (C,, R)
é interior aos arcos. Assim, do ponto de vista topoldgico, [M] é um oito

(Figura [12)).

Espaco de configuragdo

Figura 12: Espaco de configuragio se (=, <).
Caso 7. /1 +4y<l3+ 4, e |€1 —f2| > |€3 —€4|

Como vimos, nestas condigoes ndo existe a em Epq tal que dag(a) = 3+ {y.
Logo, o maximo de £y é . Além disso, ndo existe a; em Dyy tal que
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dpm(aq) = €3 — 4y]. Logo m é o méximo de Dy e 0 é o minimo. Uma
vez que Dyg = [0,27], os conjuntos M; e My sdo ambos homeomorfos
a circunferéncias. E, como M; N My = (), o espaco de configuragio é

constituido por duas circunferéncias disjuntas (Figura [I3]).

Espago de configuragdo
()

Figura 13: Espaco de configuracao se (<, >).

Caso 8. 01+ 40y <l3+4, e \51 — 52’ = ‘63 — 64’
Como nao existe o em Epq tal que dpag(a) = l3 + 44, sabemos que o maximo
de Epq é . E, de

(01 — Lo] = |€3 — L],

resulta que dpag(0) = [f3 — ¢4]. Portanto, 0 é o minimo de €. Como
Dy = [0,27], My e My sdo ambos homeomorfos a circunferéncias. Acresce
que M; e Mj se intersectam num tnico ponto (Cy, P), onde P € R2. Por
esse motivo, o espaco de configuracao é constituido por duas circunferéncias
que se intersectam num ponto, tratando-se pois de um oito (Figura [I4]).

Espago de configuragdo

Figura 14: Espago de configuracao se (<,=).

Caso0 9. V1 + 4y <3+ /4, e |£1 —€2| < |£3—f4|
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De novo, como nao existe a em Epq tal que dy(a) = f3 + €4, 0 méximo
de Ep é m. Mas, neste caso, existe a; # 0 em Epq tal que dyp(ay) =
|03 — £4]. Portanto, m é o maximo de Epq, a1 é 0 minimo. Note-se ainda que
Dm = [aq, 2w — 1] e, portanto, My e My sdo homeomorfos, cada um deles,
a um arco de circunferéncia. Como Mj e Msy se intersectam apenas em
(Cay, P) € (Con_ay, Q), para alguns P, Q em R?, estes arcos estdo unidos nas
extremidades, formando (do ponto de vista topol6gico) uma circunferéncia

(Figura [153)).

Espago de configuragdo

Figura 15: Espaco de configuragio se (<, <).
O

Observacao 1. Observe-se que, quando ocorrem igualdades, o espago de
configuracdo contém pontos singulares: pontos sem wvizinhancas homeomor-
fas a R. Podemos verificar que tais pontos correspondem, no mecanismo, a
posicoes relativamente as quais o sistema articulado tem quatro alternativas
de movimento, ao contrdrio dos outros pontos em que hd apenas duas.

No estudo anterior, suposemos que os dois comprimentos #; e {5 sao
distintos para evitarmos que se desse o caso degenerado em que 0 € Dyy e
da(0) = 0. Contudo, se ¢4 = ¢y e {3 # £4, nunca se tem 0 € Dyy. Por esse
motivo, na Proposi¢ao [6l podemos substituir a condigdo #; # {5 por uma das
condigoes £1 # o ou U3 # Uy.

Quando nenhuma destas condigbes se verifica, pode provar-se, usando
um argumento que difere em poucos detalhes do anterior, que:

Proposicdo 7. Num mecanismo M = (V, A,d) em cadeia com 4 hastes
tais que b1 = ly e 3 = L4, o0 espaco de configuracdo é homeomorfo a:
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| Condigdo | Espago de configuragdo

(<,=) ou (>,=)

00
(==) \/\

No percurso opcional proposto mno moédulo virtual (veja-se
http://www.atractor.pt/mat/MovimentoForma/auxil.html), pode en-
contrar a lista completa dos espacos de configuracdo de quadrildteros
articulados.

5 Pentagonos articulados

Dado um pentégono articulado M, sejam P; e P, dois pontos de R?
tais que ||P; — P2|| = ¢1. Entao o espago de configuracdo [M] é o conjunto
{(Pg, Py, Ps) € (]RQ)?’} cujos pontos verificam as duas condigoes:

® ||P — Piy1 (médulo 5)|| = ¢i para todo o i € {2,3,4,5}
o P3 =C, para algum « € D ,.

Seleccionemos no mecanismo M uma componente com menos pecas atra-
vés do processo seguinte.

Definicdo 6. Seja o € Dpyg. Se oo # 0 ou dpg(0) # 0, entdo M, designa
0 mecanismo que se obtém de M retirando-se o ponto Vo e as duas hastes
a ele ligadas, passando-se o ponto Vi de mével a fizo e acrescentando-se a
haste [V1V3] com comprimento da(c).

O conjunto de posic¢oes correspondente a cada M, permitira reconstituir
o espago de configuragido de M. Antes dessa sintese, atentemos no Exemplo
10 do moédulo interactivo, em [pagl9.html], onde se observa, em tempo real,
um pentagono articulado, um modelo do seu espago de configuragdo e um
homeomorfismo que a cada posi¢cdo do mecanismo faz corresponder um ponto
do modelo.

Boletim da SPM 71, Dezembro 2014, pp. 11{56]


http://www.atractor.pt/mat/MovimentoForma/auxi1.html
pag19.html

34 MOVIMENTO E FORMA

5.1 Exemplo

Consideremos um pentidgono articulado M com comprimentos ¢; =
20, by =9, 3 =3, {4y =4 e l5 = 5. Pela Proposicaodl max (da) = €1+l =
29 e min (daq) = [¢1 — l2] = 11. Como max (daq) > l3+ 0y + 05 = 12, 0
méximo ag de Epq é diferente de 7 (de facto, é igual a arccos (337/360)) e,
portanto, novamente pela Proposi¢ao @], temos daq(ag) = €3+ €4+ ¢5. Logo,
g é o angulo interno do triangulo de lados ¢, £5 e 3+ {4 + {5, ou seja, 20,
9 e 12, compreendido entre os lados de comprimentos 20 e 9 (Figura [16)).

P2 LA P4

Figura 16: Angulo oy.

Por outro lado, 11 = min (dx¢) > —2 = max L, onde
L={lz = (la+{5),La — (L3 + £5), b5 — (L3 + La) } .

Consequentemente, pela Proposigaod], o minimo de Exq é 0 e Do = [0, | U
[2m — oy, 27]. Podemos pois reposicionar os elementos de Dy e supor que
D = [, ap).

Analisemos agora o espaco de configuracdo de M, para cada o em
[—ap, ap]. Para isso, bastard determinar, para todo o «, o par de rela-
goes entre daq(a) + l3 e by + U5, e entre |dpy(a) — €3] e |€4 — 5], e depois
aplicar a Proposicao [0l Eis o que se obtém:

e Para a = tayg, tem-se dy(a) = l3 + €4 + U5, e portanto o espago de
configuracdo do mecanismo M, é um ponto.

e Quando —ap < a < ag, como

dpm(a) + 03 > min (dag) + 03 =14 > 9 =1ls+ U5

|dpm(a) — l3] >8> 1 = [€y — U5,

o espago de configuragdo do mecanismo M, é uma circunferéncia.

Podemos entender o espaco de configuracdo do pentagono articulado
M como sendo obtido através da juncdo, ds camadas, de todos os espagos
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de configuracdo de M, onde a € [—ao,ao]ﬁ E o que se representa na
Figura [T, feita com o programa Mathematica exactamente como unido pa-
rametrizada por « destas curvas. A justificacio para este modo de unir as
fatias M, serd apresentada na Secc¢ao

o o,

=0
Figura 17: Espaco de configuracdo quando ¢; = 20.
Diminuamos agora progressivamente o comprimento ¢1, mantendo-o sob

a condicdo ¢1 > 15. Obtemos espacos de configuracdo homeomorfos ao tipo
descrito no caso anterior (Figura [I8]).

Figura 18: Espaco de configuracdo quando 15 < ¢ < 20.

Quando /1 = 15, continuamos a ter

max dapg >3 +04+ 065 e min dy > max L,

e, portanto, podemos supor que Dpyy = [—ap,apl, desta vez para ay
arccos (%) Além disso, o espago de configuracdo de M, é o que indica

<

tabela seguinte e a Figura

| Condigao sobre « | Relacoes | Espaco de configuracao de M, |

a= (>,>) Ponto
0<a<a (>,>) Circunferéncia

a=0 (=,>) Oito
—ag<a<0 (>,>) Circunferéncia

a=—ao (>,>) Ponto

9Esta é a abordagem usada no médulo; veja-se, por exemplo, a pagina jpag21.htmll
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Figura 19: Espago de configuracdo quando ¢; = 15.

Antes de avangar para o caso seguinte, sugerimos que o leitor analise o
Exemplo 11 do mdédulo e as justificagoes apresentadas nas paginas 25 a 27.

Se diminuirmos o comprimento de ¢, para valores em |13, 15[, continua~
remos a ter Epq = [—ap, o], com 0 < oy < 7, mas agora o tipo de espago
de configuracdo de M, varia para diferentes valores de oo em &pq. Fixemos
¢y € ]13,15[. Por um lado, temos |day(a) — €3] > |€y — l5], para todo o
a € Epq. Por outro,

dM(Oéo) 4+ b3 > by + U5 > |€1 —£2| +3= dM(O) + £3.

Existe, pois, £1 € Ea\ {0} tal que dp(51) = €4+ €5 — {3, e a Gnica mudanga
nas relagoes ocorre na vizinhanca de 31 (e de —f1). Em resumo:

| Condigéo sobre a | Relagdes | Espago de configuragdo de M, |

o= o (>,>) Ponto
B <a<ao (>,>) Circunferéncia
a=p1 (=,>) Oito
B <a<pr (<,>) Duas circunferéncias disjuntas
a=—p (=,>) Oito
—ap<a<—P (>,>) Circunferéncia
a=—ap (>,>) Ponto
a A0

Figura 20: Espaco de configuracdo quando 13 < /1 < 15.
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Quando ¢; = 13, mantém-se a igualdade Exq = [—ap, agp], onde agora
Qyy = arccos (%37) Também, como no caso anterior, existe 81 € Eaq tal que

dpm(B1) = €y + U5 — 3, e a Gnica mudanca na primeira relagdo ocorre na
vizinhanca de 51 (e de —f1). Porém, |daq(a) —l3| > |dag(0) — ls| = [€y— C5],
para todo o o € Epq \ {0}. Por este motivo, a tinica mudanga na segunda
relacdo ocorre em 0 (veja-se a Figura 2]l e a proxima tabela).

| Condigao sobre « | Relagoes | Espaco de configuragao de M, |

a=ap (>,>) Ponto
B < a<ao (>,>) Circunferéncia
a=p (=,>) Oito
O<a<p (<,>) Duas circunferéncias disjuntas
a=0 (<, =) Oito
—B1 <a<0 (<,>) Duas circunferéncias disjuntas
a=—0 (=,>) Oito
—ag < a<—f (>,>) Circunferéncia
a=—wo (>,>) Ponto

Se continuarmos a diminuir ¢;, para valores em |11, 13[, teremos, para
algum Sy com 0 < fy < Sy,

| Condigao sobre « | Relacgoes | Espacgo de configuragdo de M, |

o= ap (>,>) Ponto
b1 < a<ap (>,>) Circunferéncia
a=p (=,>) Oito
B2 < a< B (<,>) Duas circunferéncias disjuntas
a = (<,=) Oito
—Ba < a< B (<, <) Circunferéncia
a=—[ (<, =) Oito
—B1 <a< =03 (<,>) Duas circunferéncias disjuntas
a=-0F (=,>) Oito
—ag < a<—p (>,>) Circunferéncia
o= —ag (>,>) Ponto

Quando se atinge a igualdade £; = 11, obtemos um espago de configura-
¢do como mostra a Figura 21l unido das fatias:
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| Condigao sobre a | Relagoes | Espacgo de configuragiao de M, |

a=a (>,>) Ponto
B1 < a< oo (>,>) Circunferéncia
a=p (=,>) Oito
b2 < a< pr (<,>) Duas circunferéncias disjuntas
a= [ (<, =) Oito
0<a<f (<, <) Circunferéncia
a=0 (<,=) Oito
—f2<a<0 (<, <) Circunferéncia
a=—[3 (<, =) Oito
—f1 <a< —[f (<,>) Duas circunferéncias disjuntas
a=-05 (=,>) Oito
—a <a< -3 (>,>) Circunferéncia
a=—ap (>,>) Ponto

Finalmente, se ¢1 €19, 11], existe 3 verificando 0 < f3 < (2 tal que as
camadas M, sdo as seguintes:

| Condigao sobre « | Relagoes | Espaco de configuragao de M, |

a=a (>,>) Ponto
B1 < a<ap (>,>) Circunferéncia
a= 3 (=,>) Oito
B2 < a< fi (<,>) Duas circunferéncias disjuntas
a =P (<, =) Oito
B3 < a<fa (<, <) Circunferéncia
a= 3 (<,=) Oito
—fB3 < a< fs (<,>) Duas circunferéncias disjuntas
a=—f3 (<,=) Oito
—B2<a< —f3 (<, <) Circunferéncia
a=—0 (<, =) Oito
-1 <a< —[f (<,>) Duas circunferéncias disjuntas
a=—p1 (=,>) Oito
—ap < a<—F (>,>) Circunferéncia
o= —ap (>,>) Ponto

Note-se que, na maioria dos espagos de configuracdo deste exemplo
cada ponto tem uma vizinhanca que é homeomorfa a um disco do plano@
Esses espagos sdo portanto superficies. Mas isso nao acontece quando
f1 = 11,13, 15, apesar de também serem parametrizdveis por dois pardme-
tros. Diremos que sdo espagos degenerados pois correspondem a posigoes
degeneradas do mecanismo.

YEmpag29. html, hi animacdes que elucidam sobre os homeomorfismos entre os espagos
de configuracdo destes mecanismos e os respectivos modelos.

Boletim da SPM 71, Dezembro 2014, pp. 11{56]


pag29.html

M. P. CarvALHO, A. C. OLIVEIRA 39

- g
> - >
L R
- 4
[ ) |
-
S
[ a—1 > < <>
B "
- - - -

Figura 21: /1 =13, 11 < {1 < 13, /1 =11 e 9 < {1 < 11, respectivamente.

5.2 Escolha de um modelo para o espacgo de configuragcao

Fixemos um pentagono articulado e uma sua realizagdo. Se impusermos
que a concavidade entre as hastes hy e hs é sempre ndo-negativa, a realizagdo
fica completamente determinada pelo dngulo orientado « € [0, ] entre as
hastes h; e hg, e o dngulo orientado p entre a haste hs e a direccdo P3P,
assinalados na Figura

P3

Figura 22: Angulos a e p.

Note-se que, para o mecanismo desta figura (cujas hastes medem 3, 1,
5,3 e 11), temos 0 < oy < 7, e que, para cada «a, os valores permitidos de
p(a) estdo num intervalo [—po(a), po(@)], onde pg(a) € [0, 7[ (a Figura 23]
mostra uma posigdo do mecanismo em que p(a) = 0). E, portanto, sé uma
parte do quadrado e do toro que construimos na Seccdo [Z3 intervém na
descrigao do espago de configuracdo: o dominio de tais (i, &) no toro forma
a regido sombreada D; da Figura

O mesmo argumento vale para realizacoes deste mecanismo em que a
concavidade entre as hastes hy e hs é sempre nao-positiva, sendo agora a
posicdo do mecanismo descrita univocamente pelos dngulos o € [—ag, ap] e
W€ [—po, po]. Assim, obtemos duas regides, Dy e Do, que tém em comum
os pares (p, ) em que a concavidade é nula. Estes pares em comum situam-
se na fronteira de cada uma das regides uma vez que, para o nao negativo, o
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Figura 23: u(a) = 0: Ps, Py e P; alinhados.

angulo po(a) € [0, 7] é fungao continua e estritamente decrescente de a. Por
isso, o modelo que descreve todas as realizagoes deste mecanismo obtém-se
identificando as duas regioes pelos bordos, como mostra a Figura

Figura 24: D,

Observe-se como cada nivel de a com os extremos identificados forma
uma curva homeomorfa a uma circunferéncia. Uma imagem mais simétrica
do modelo, por ter em conta as amplitudes dos dngulos, pode obter-se de-
senhando um cilindro e impondo que o perimetro de cada circunferéncia
seja exactamente o dobro da amplitude do intervalo [—pug (), po(@)]; depois
acrescentamos ao cilindro um ponto para cada par (0, ag) e (0, —ayp).

Analisemos, porém, com mais detalhe o que acontece quando o = oy ou
a = —ag. Face a primeira forma da Figura 28, que representa um cilindro
aberto (na base e no topo), a intuicdo diz-nos que basta acrescentar um
ponto em cima e outro em baixo para obter uma representacdo completa e
adequada do espaco de configuracdo. Mas um cilindro como os outros dois da
mesma figura também poderia ser usado como modelo se nos restringissemos
aos valores —ag < a < «q e, aqui j4 nao parece haver maneira tinica, ou
natural, de acrescentar um ponto em cima e outro em baixo. Aparte a forma,
0 que é essencialmente diferente nestas alternativas? No primeiro caso, por
mais pequena que seja a vizinhanca do ponto que é acrescentado no topo, ela
contém circunferéncias inteiras (parametrizadas por u, para a constante),
enquanto que para as outras formas da Figura 26] isso ndo acontece.
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identificagao identificagdo

Figura 25: Colagem pelos bordos de Dy a Ds.

Figura 26: Trés formas para o empilhamento das circunferéncias.

Para decidirmos qual é afinal a boa escolha, voltemos ao espago de confi-
guracdo: o ponto que se estd a acrescentar em cima corresponde a a = ag
e p = 0, valores que, no mecanismo, determinam a posigdo representada na
Figura Ora, por mais pequena que seja a vizinhanga de (0, «g), como
to(a) tende para 0 quando « se aproxima de o (Figura 28]), é possivel
encontrar « suficientemente préoximo de «q tal que o conjunto

{(n, @) : e [—po(e), po(@)]}

esta contido na vizinhanca fixada. Consequentemente, por menor que seja a
vizinhanca no modelo do ponto de cima que se estd a acrescentar, ela devera
conter circunferéncias de nivel o do tipo indicado. A escolha apropriada para
modelo é, portanto, a primeira forma da Figura Alterando o perimetro
das circunferéncias de nivel o, podemos transformar o modelo numa esfera
(geométrica) sem que ele perca qualquer uma das propriedades topoldgicas
referidas.
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Figura 28: lim,_,q, to(a) = 0.

6 (Genus e simetria

Regressemos ao Exemplo [B.1] e observemos os espacos de configuracio
dos trés casos nao degenerados ai apresentados. Constatamos que a dife-
renca mais relevante entre eles estd no nimero de oitos que surgem no es-
paco de configuracdo de M. Se conhecéssemos de antemao esse nimero
de oitos, saberiamos descrever imediatamente o espaco de configuracao do
mecanismo: seria formado pela juncao, por camadas, de um ponto, seguido
de circunferéncias, seguido de um oito (se existisse), seguido de circunferén-
cias disjuntas, etc, seguido de circunferéncias e terminando num ponto. Ora,
numericamente, esse numero de oitos é precisamente o dobro do niimero de
elementos do conjunto

L= {£3+€4—€5,€4+€5—€3,€5+€3 —64}

que estdo no intervalo [|¢1 — {3, {1 + £2].

Analisemos o exemplo seguinte para identificarmos outro aspecto de na-
tureza topoldgica a ter em conta nos espacos de configuracdo. Consideremos
pentdgonos articulados My, , com hastes de comprimentos

l € {6,7,8}, by=5,03=1, £y =2, l5=05. (3)
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Os correspondentes espacos de configuragao sao como se mostra na Figura[29]
(enas paginaslauxii7.htmlllauxil8.htmlelauxil9.htmlldo mdédulo virtual).

Figura 29: Espacos de configuracio para £1 =8, {1 =7 e {1 =6, respectiva-
mente.

Observe-se que comegamos com um espago de configuragao conexo até
terminarmos num espago com duas componentes conexas. O que determinou
essa mudanca no nimero de componentes conexas? O facto de 0 ou =
pertencerem a £xq. Em termos mecanicos, tal significa que as hastes méveis
conseguem passar da posi¢do no semiplano acima da linha que une P; a P,
para a posicao simétrica mas no semiplano abaixo. Assim, para sabermos
quantas componentes conexas tem um espaco de configuragdo, hé apenas que
verificar quantos elementos de {0, 7} pertencem a Epq ou, equivalentemente,
quantos elementos de {|¢; — fa|, 1 + {2} pertencem ao intervalo [max L, {3+
Ly + l5]. Por isso, é imediato que:

Proposigao 8. Seja M um pentigono articulado tal que [M] ndo é dege-
nerado. O espaco de configuragcdo de M € conexo se e so se

e (0,1} N Dy #£D e

e FExiste a € Dy tal que [My] nao é um par de circunferéncias disjun-
tas.

Caso contrdrio, o espaco de configuracao de M tem duas componentes conezas.

As consideragoes anteriores sugerem a seguinte definicao.

Definicao 7. Seja M um pentdgono articulado com espago de configuracio
ndo degenerado. Designamos por genus de cada componente conezxa de [M]
0 niumero n

7 +ng—1

Boletim da SPM 71, Dezembro 2014, pp. 11{56]


auxi17.html
auxi18.html
auxi19.html

44 MOVIMENTO E FORMA

onde
n1 = numero de oitos existentes em U [M,]
a €D

ny = numero de elementos de {0,7} em Epn.

Note-se que nj é sempre par, logo o genus é um inteiro maior ou igual a —1.
Foram os seguintes os valores obtidos nos casos do Exemplo 5.1] em que o
espaco de configuragao nao é degenerado (é sempre conexo) e no exemplo
descrito em (3)):

| 12 | n1 | n2 | Genus |
15 <41 <20 0 1 0
13<l <15 | 2 1 1

11 <1 <13 4 1 2
9< /<11 6 1 3

| 2 | ni | n2 | Genus de cada componente conexa | N° de componentes conexas |

8 |41 2 1 |
6 4]0 1 2 |

6.1 Genus menor ou igual a 4

Dado um pentdgono articulado M tal que [M] é ndo degenerado, como
L tem no méximo 3 elementos, sabemos que %+ < 3. Além disso, como {0, 7}
s6 tem dois elementos, no < 2. Assim, o genus de cada componente conexa
de [M] é menor ou igual a 4. Diremos que [M] é uma esfera se o genus de
[M] for 0; um toro se o genus de [M] for 1; um bi-toro se o genus de [M]
for 2; um tri-toro se o genus de [M] for 3; um n-toro se o genus de [M]
for n, para algum natural n > 3. Vimos ja exemplos de mecanismos cujo
espago de configuragdo é uma esfera ou um toro (Exemplo [5.1]), um bi-toro
(Exemplo B0] e o exemplo descrito em (B])) e um tri-toro (Exemplo [B.1]).
Serd possivel obter um 4-toro?

Teorema 9. Seja M um pentigono articulado tal que Epq # [0, 7] € [M]
ndo € degenerado. Entdo o espaco de configuracio € uma esfera, um toro,
um bi-toro, um tri-toro ou um par de toros.

Demonstragio. Suponhamos que Epq = [0, ap], para algum «y # 7. Entao
ng = 1 e o genus de cada componente conexa de [M] é ndo-negativo mas
menor ou igual a 3. Por outro lado, como 0 € Epq e [My,] é um ponto, [M]
tem uma componente conexa. Concluimos assim que [M] é uma esfera, um
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toro, um bi-toro ou um tri-toro. Conclusdo andloga se Ea = [, 7], para
algum oy # 0.

Suponhamos agora que Exq = [a1, ], sendo ag # m e a3 # 0. Neste
caso [M] é constituido por duas componentes conexas. Qual o genus de cada
uma? Como 0 ¢ Dy, tem-se |1 — 2] < max L. Se max L = {3 — ({4 + l5)
(os outros casos sao andlogos), entao

by + 0y > 03+ 0y + 05 > b3+ Ly — 5,05+ 05— Uy

by + 05 — by, b3+ 05 — 0y > max L > Ly + 05 — {3.

Ha4, pois, dois elementos de L no intervalo [max L, {3+ ¢4 + 5], e portanto
5t = 2. Por outro lado, como ny = 0, o genus é 1. O espaco de configuragao
é, pois, constituido por um par de toros. E, no exemplo descrito em (3]),

apresentou-se um pentagono articulado nas condicbes indicadas. O
Analisemos agora pentdgonos articulados em que Ex = [0, 7.

Teorema 10. Seja M um pentigono articulado tal que Exq = [0, 7] e [M]
ndo é degenerado. Entdo o espaco de configuracdo é um toro, um bi-toro,
um tri-toro, um 4-toro ou um par de toros.

Demonstragio. Como Exq = [0, 7], temos ny = 2. Se ny = 0, entdo cada
componente conexa do espaco de configuracdo tem genus 1 e, portanto, é
um toro. Além disso, para todo o « € [0, 7], tem-se uma das propriedades
seguintes: (>,>), (<,<), (<,>) ou (>,<). Se for vilida a primeira ou
a segunda destas condiges, entdo [M,] é uma circunferéncia, para todo
o a € Dp, e, por isso, [M] possui uma s6 componente conexa. Caso
contrario, [M,] é formado por duas circunferéncias disjuntas, para todo o
a € Dy e, portanto, [M] contém duas componentes conexas. Logo o espago
de configuracdo de M é um toro ou um par de toros.

Se n; > 0, entdo existe § em |0, 7| tal que [Mg] é um oito. Por esse
motivo, [M] sé tem uma componente conexa. Como n; é par e

S =#I)<3
concluimos que
2 < % +1<4
logo o espago de configuragdo tem genus 2, 3 ou 4. U
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A tabela seguinte indica exemplos de mecanismos para construir cada
um destes espacos.

01, L2, U3, Ly, 5 | Espaco de configuracgao
4,5,11,12,13 dois toros disjuntos
20,5,11,12,13 toro
18,5,11,12,13 bi-toro
16,5,11,12,13 tri-toro
14,5,11,12,13 4-toro

Como vimos, a passagem de uma esfera a um toro, ou de um toro para um
par de toros, pode ser feita como no Exemplo (.1l e no exemplo apresentado
em (B)). Contudo, estas ndo sdo as unicas transi¢oes possiveis entre os dife-
rentes tipos de espacgos de configuracdo. Por exemplo, partindo novamente
de um mecanismo M tal que [M] é uma esfera e alterando o comprimento
de uma haste por forma a que se obtenha ¢; + ¢o = ¢35 + {4 + {5 e depois
b1 + 0y < 3+ £y + f5, enquanto as restantes desigualdades se mantém,
encontramos uma esfera com dois pontos identificados e depois um toro,
como mostra a Figura

Esfera(s

Figura 30: Transicdo entre espacos de configuracao.

7 Genus superior a 4

Verificaimos nas sec¢bes anteriores que, do ponto de vista topoldgico,
s6 ha cinco possibilidades para o espago de configuracdo de um quadrila-
tero articulado e que a variedade de espacos de configuragao resultantes de
pentagonos articulados é também escassa. Sabemos, por exemplo, que se
pretendermos obter um espago de configuracdo com genus superior a 4, ndo
basta um pentdgono articulado M, ainda que [M] ndo seja degenerado.
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Uma possibilidade seria acrescentar uma haste unida a um novo ponto fixo,
como indica a Figura [31]

N

Figura 31: Pentdgono com mais uma haste unida a um novo ponto fixo.

Porém, o mero acréscimo de um ponto fixo e de uma haste a ele ligada nao
conduz a um espago de configuragdo mais rico (alids, em geral, acontece
o oposto). Mas, se acrescentarmos um ponto mével, obtemos um espago
de configuracdo muito mais vasto do que o inicial: na verdade, até vasto
de mais, pois o espago de configuracdo é agora parametrizavel por 4 va-
riaveis livres. Uma maneira de reduzirmos a liberdade excessiva neste tltimo
cenario consiste em unir a haste adicionada uma outra haste ligada a um
novo ponto fixo, Py, como ilustra a Figura

P

N

Ps
(O ——
P7 P2 P1

Figura 32: Pentdgono com mais duas hastes e um novo ponto fixo.
E precisamente esse tipo de mecanismos que estudaremos de seguida,

estabelecendo através deles um processo indutivo que constréi mecanismos
cujos espacgos de configuracido tém genus arbitrariamente grande.

1 Como complemento a esta informacao, sugerimos que consulte a pagina auxi22.html
do médulo.

12Explicacdes adicionais sdo apresentadas, através do Exemplo 14, na pégina
auxi23.htmll do médulo.
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7.1 Pentagonos articulados aumentados

Definicao 8. Um pentdgono articulado aumentado M é um meca-
nismo que se obtém de um pentdgono articulado M acrescentando-lhe n
pontos fixos, n pontos moveis e n pares de hastes do sequinte modo:

e O primeiro par de hastes une um novo ponto movel, digamos Pg, a
um ponto movel jd existente, P3, e a um novo ponto fixo, digamos Pz.

o O sequndo par de hastes une um outro novo ponto movel, digamos Psg,
a Pg e a um novo ponto fixo, digamos Py,

e Flc.

Uma vez que um pentiagono articulado aumentado M contém de facto
apenas um pentagono articulado, manteremos a notacao anterior para My,
dam, Da, Eam, ete, tendo em atengdo que se referem ao sub-mecanismo M
de M. A Figura B3] mostra uma realizagdo de um pentdgono articulado
aumentado, sendo n = 2.

Figura 33: Pentagono articulado aumentado.

Recorde-se que, no caso dos quadrilateros e dos pentagonos articulados,
s6 existem dois pontos fixos e conhecemos a distancia entre eles porque,
por definigdo, estdo unidos por uma haste (de comprimento ¢;). Por esse
motivo, é indiferente qual o par de pontos que escolhemos em R? para fixar
o mecanismo: escolhido outro par de pontos fixos, digamos P3 e P4, que
distem entre si £1, existe uma isometria que preserva a orientacdo, leva
[P P2] em [P3Py] e associa a cada realizagdo de M com pontos fixos P; e
P, uma realizacdo de M com pontos fixos P3 e Py. E, portanto, os espagos
de configuracao [M]p, p,) € [M](p;,p,) s@0 homemorfos. Do mesmo modo,
dados ¢; > 0 e dois pontos P; e P, a qualquer terno de pontos (Py, P, Pr)
verificando

|Pr— Pl =41 e ||Pr—Pa| </ly+{ls+ {7
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estd associado um espago de configuracao [M]( Py, Py, Py)- Contudo, o terceiro
ponto fixo, Pr, ndo estd unido por uma haste aos restantes pontos fixos
P, e P,. Isso faz com que o possamos escolher por forma a ficar a uma
distdncia de P; e P, tal que o espaco de configuracio associado a Py, P, Py
seja apenas um ponto, ou, pelo contrario, o possamos escolher por forma
a duplicar o espaco de configuracao do pentdgono articulado que deu origem ao
pentigono articulado aumentado. O que significa que, para diferentes escolhas
de Ps, os espagos de configuracdo podem nao ser homemorfos entre si.

7.2 Construgao

No que se segue, partiremos de um pentdgono articulado cujo espago
de configuracdo é um toro e acrescentaremos duas hastes, um ponto fixo e
um ponto mével. Desse modo, conseguiremos aumentar em 1 o genus do
espaco de configuracdo. Depois prosseguiremos por inducdo. A Figura [34]
esquematiza este processo indutivo e exibe uma realizagdo de um mecanismo
cujo espago de configuragdo tem genus g.

Figura 34: Esquema da inducao até g.

Na Secgdo Bl vimos que, se 0 < g < 4, basta usar um pentiagono ar-
ticulado com 2 pontos fixos, 3 pontos moveis e 5 hastes apropriadamente
escolhidas para obter um espago de configuracao de genus g. Provaremos de
seguida que, dado natural g > 4, existe um pentagono articulado aumentado
cujo espago de configuracdo tem genus g e que é formado por

4 6
% pontos fixos, 9+ moveis e g+ 5 hastes, se g >4 e g é par;
5 7
% pontos fixos, % moveis e g+ 6 hastes, se g >4 e g é impar.

Teorema 11. Para cada g € N U {0}, existe um pentdgono articulado
aumentado cujo espaco de configuragdo tem genus g.
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Demonstracdo. Regressemos ao caso g = 1 para iniciar o procedimento que,
por inducdo, construird um pentdgono aumentado cujo espaco de configu-
racdo tem genus superior a quatro. Consideremos um pentigono articulado
M tal que [M](p, p,) é um toro com oy < 5. Suponhamos, por exemplo,
que as medidas das hastes em M sdo0 9, 3, 1, 5, 3. Obteremos um pentagono
articulado aumentado M adicionando a M um novo ponto fixo e duas novas
hastes de comprimentos ¢g e £7. Recorde-se que, se Py, P», P; sdo pontos do
plano tais que

|Pr— Pl =41 e ||Pr—P| <ly+ls+ 07

entao [/ﬁ](php%pﬂ ¢ a uniao dos espacos [./T/l\a](Pl,PZpﬂ, para todo o o € D .

Seja o/ € Epq tal que [My] é um oito. Suponhamos que escolhemos
o novo ponto P; de modo que as duas novas hastes fiquem (esticadas) na
mesma direc¢do quando P3 = Cjf, para algum ¢ com o/ < § < ag, e apenas
nessas circunstancias (Figura [B5). Suponhamos ainda que Pr pertence a
semi-recta C5C_,,. Desse modo, Fs ¢ CE, para algum ( € [—m, 7], onde
Cﬁ ¢é o ponto da mrcunferenma de centro P; e raio /7 tal que Jﬁ(}'ﬁ faz um

angulo igual a 8 com P7C’5 (Figura [35]).

Por fim, suponhamos que, por construcao das novas hastes, se tem

(a) o valor maximo de 3, que designamos por f3y, ¢ menor que % e é obtido
quando P3 = C_,,,

(b) o valor minimo de 8 é —fj e é também obtido quando P; = C_,,,
(c) odangulo LP;C; C_oy = 2LPC* 5 C g = 5

e analisemos, para cada o € Dy, 0 espago [./T/l\a](PhP%P?).
Repare—s que [M\](P17P27P7):M\1 U M, onde

Mi= | [M]=Mo.

a € [—ao,d]

Como M; e My possuem o mesmo numero de oitos que [M] = U [M,]
a €Dy
e a curva de colagem [Mg](pl p,py) de M a Ms é uma c1rcunferencw.

entdo a reunido de M; e Mo duplica o ntimero de oitos existente em [M(]

13 A pagina lauxi24.htmll do médulo ajuda a compreender este detalhe do argumento.
4 Este caso estd ilustrado na pagina lauxi25.htmll do médulo.
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Figura 35: A esquerda: Posicio do mecanismo com as duas novas hastes
esticadas. A direita: Ligacao entre FPs, Pr e Cs.

e, portanto, [M\]( Py,P,,P;) tem uma componente conexa e é um bi-toro. A
tabela seguinte resume esta informagdo e a Figura mostra o espago de
configuracao.

| Condigdo sobre o | Relagdes | [Malip,, Py, P

o= —ag (>,>) Dois pontos

—ap < a< —d (>,>) Duas circunferéncias disjuntas
a=—d (>,=) Dois oitos

—a <a<d (>, <) Dois pares de circunferéncias disjuntas

a=da (>,=) Dois oitos

o <a<é (>,>) Duas circunferéncias disjuntas

a=4¢ (>,>) Uma circunferéncia

Em resumo, o processo que descrevemos consiste em adicionar um ponto
fixo e um par de hastes a um pentdgono articulado previamente fixado de
modo a cortar o seu espago de configuracdo por uma circunferéncia, depois
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5 <«— -a<o<-a’
<« 0=-0,

Figura 36: Bi-toro obtido com um pentdgono aumentado.

duplicar a parte cortada e finalmente unir as duas partes, a original cortada
e a sua cépia, pela circunferéncia. Assim, partindo de um toro, construimos
um bi-toro.

Lema 12. A construcio anterior € possivel.

Demonstrac¢iao. Observemos a Figura [371 Temos
1Pr = Cagll = [[Pr = G5l = [C5 = Cagll = L6+ €7 = [[Cs5 — Ca |
= U+ 7 — 20y cos(y)

onde

™ — ((5 + 040)
—
Por outro lado,
le = ||[Pr — C—qoll cos(y) e {7 =|Pr—C_ql sin(v)
de onde se conclui que

1Pr = Caoll = [Pr = Cgoll cos(v) + [[Pr = Caq || sin(y) — 265 cos(y)

isto é,
20y cos(7)

P Cyl = .
P = Caoll cos(y) +sin(y) — 1

Daqui resulta que

205 COSQ(fy) .
- = 1).
lg cos(7) + sim(y) — 1 e fl7 =1Ly (cos(y)+sin(y) +1)

Além disso, fop =7 — 5 —v < 5. O
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Figura 37: By < 3.

Observacgao 2. Consideremos a correspondéncia f1 : [—ag,0] — [0, Bo]
que a cada « € [—a,d] associa o valor em [0, By] tal que C’;il(a) pertence

a circunferéncia de centro C,, e raio £g e a concavidade entre C}*l(a)P7 e

C;l(a)Ca é positiva ou nula; e também fo : [—ag,d] — [—P0,0] que a cada
a € [—ay,d] associa o elemento de [—fy, 0] tal que 0;2(04) pertence a circun-
oz)Ca
¢ negativa ou nula. Em [H], provou-se que fi1 e fo sdo fungoes e estrita-
mente mondtonas (@pectz’vamente, decrescente e crescente). Por isso, em
vez de analisarmos [M](P17P27P7) em fungao do angulo o em [—ay, d], podemos
transferir o estudo para a varidvel 8 no intervalo [— By, Bo]. Desse modo

Mi= | Mprpl e M= |J Myl
B € [0,50] B € [—PBo,0]

feréncia de centro C,, e raio £g e a concavidade entre C;Q(a)]% e ]’52(

O método anterior pode ser generalizado para se obter um espaco de
configuragdo com uma componente conexa de genus g = 3. Vejamos como.
Regressemos ao pentagono articulado aumentado anterior e consideremos a
funcgao g : [—So, Bo] — [, d] tal que

_ -1 _ -1
Nosy =I1 € Glgoo = T2
Seja e € ]0, Bo[ tal que Uge(—g,.e [Mg(s)l(pr,ps,pr) contém trés oitos. Acres-
centemos um ponto fixo Py e duas hastes, de comprimentos fg e £y, nas
condigoes indicadas no Lema Em particular, pretendemos que fiquem

15Sugerimos que explore esta construgdo na animacio da péagina auxi23.htmll do mé-
dulo.
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completamente esticadas quando (e s6 quando) 5 = ¢ e que formem um
tridngulo rectdngulo quando 8 = — (. Tal é possivel, bastando tomar

207 cos?(y)
cos(y) +sin(y) — 1
by = {7 (cos(y) +sin(y) + 1)

ly =

_ m— (e + bo)
T 2
Py = o ponto da semi-recta C C* 5 tal que [|C7 — Pyl = {s + L.

Esquematicamente, temos:

—~ —~ —~

My + Mo = M

Resumindo: Adiciondmos um ponto fixo e um par de hastes ao penté-
gono articulado aumentado obtido para o caso g = 2 de modo a cortar o
seu espago de configuracdo por um par de circunferéncias disjuntas, depois
duplicar a parte cortada e finalmente unir as duas partes pelo par de circun-
feréncias referido. Desse modo, construimos um novo pentagono articulado
aumentado M tal que [M\] (Py,Ps,P7,Py) € um tri-toro (sendony = 1 e ng = 6).

Claramente, se se tivesse escolhido € por forma a que

U  Mywlep.r)
B € [—Po¢]

contivesse quatro oitos, o espago final seria um 4-toro.

Boletim da SPM 71, Dezembro 2014, pp. 11{56]



M. P. CarvALHO, A. C. OLIVEIRA 55

—~ — —

M,y + Mo = M
P P P
2 5 =
> > D
+

Repetindo o procedimento a partir dos ultimos mecanismos, podemos
produzir indutivamente espacos de configuracdo com uma componente co-
nexa e genus arbitrariamente grande. Mais concretamente, para cadan € N,
os pentagonos articulados aumentados com n + 3 pontos fixos, n + 4 pontos
moveis e 2n + 7 hastes permitem a construcao de espagos de configuragao
nao degenerados com genus g =2n+1e g = 2n + 2. U

Observacgao 3. Sugere-se que o leitor verifigue que espagos de configuracdo
obteria se aplicasse o procedimento da seccdo anterior a quadrildteros, cons-
truindo quadrildteros articulados aumentados.
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