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The miraculous paradox of smooth round objects

conqguering space by simply tumbling over and over,

instead of laboriously lifting heavy limbs in order to progr ess,
must have given young mankind a most salutary shock.
Vladimir Nabokov, Speak, Memory

Resumo: No estudo de rodas nao-circulares é natural procurar uma estda
gque se lhe adapte, isto é, cuja forma garanta que o centro da da se move
sem solavancos. A equacao diferencial que descreve essaes@io, entre a
roda e a sua estrada perfeita, nem sempre pode ser resolvideplicitamente,
mas é possivel desenhar uma gura aproximada por integracaaumerica, por
vezes com precisao elevada. Foi 0 que tentamos obter no caso que a roda
tem o formato de um tridngulo de Reuleaux. A animacao, elabada com o
programa Mathematica, permitiu-nos considerar outros formatos de rodas e
estradas e, em particular, encontrar a Unica roda-estrada.

Abstract The search of a road where a wheel shaped as a Reuleaux triargl
could roll without jolting inspired us to generate a computer animation of
this motion. The triangle should travel along the road in such a way that
the hub could be held at a xed height above the ground, thus ersuring a
smooth horizontal journey. We were then able to explore othe shapes of
roads and wheels and, in particular, to nd a wheel that has the shape of
its suitable road.
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2 Estradas para rodas exoticas

1 Introducao

N&o sabemos 0 que se usou primeiro, se a estrada de piso planoaoroda
redonda, mas parece claro que um terreno irregular, com debreis, seixos e
ribeiros de permeio, ndo é fonte inspiradora para uma tal rod. Contudo,
custa-nos a imaginar o mundo sem ela, e este objecto tao utilleem sucedido
talvez tenha sido inventado h& mais de trinta séculos, em vaos lugares e
momentos independentes.

Num veiculo com quatro rodas circulares, cada par é ligado paim eixo
gue passa pelo seu centro. A forma desta roda garante que cagento
do seu bordo estd a mesma distancia do centro e, por isso, pasguém
sentado no eixo, 0 movimento faz-se sem oscilacbes. Essarasira, de
rodas e eixos acoplados, pode ser substituida por uma plataina que rola
sobre um cilindro, e o gue estiver em cima dela também se moveauma
estrada plana, tranquilamente. Mas agora a propriedade rgmnsavel por
essa suavidade é o facto de a circunferéncia ter largura cdaste ([1]).

S&ao essas qualidades que, por exemplo, uma elipse ou um quediv ndo
tém. Se colocarmos um quadrado a rolar no plano, damo-nos cande que
esta curva nao serve como formato de roda se queremos que o teerviaje
numa linha paralela ao chdo porque a distancia do centro do gadrado
aos pontos do bordo ndo é constante nem como sec¢do de rolame se
0 que se pretende é um movimento sem solavancos, porque o quadb nao
tem largura constante ( gura [). Neste cenario, é natural peguntar como
deveria ser a estrada para que uma roda quadrada rolasse sebela sem ba-
lancos incébmodos. A estrada adequada, mas com bossas, tematenpensar
as diferencas na largura da curva para direc¢des distintagO propdsito deste
texto, inspirado na referéncia[2], € precisamente o de dedir a equacéo di-
ferencial que relaciona uma curva e a estrada onde uma rodaujo bordo
seja essa curva, role com movimento suave, para depois a agr a alguns
exemplos de rodas, entre eles o triangulo de Reuleaux. Parata gura, a
determinacdo explicita da expressao matematica que represta a estrada
depende do calculo de um integral eliptico, e ndo ha meios parobter a
solucdo exacta. Indicaremos, contudo, uma solucdo numeéecproximada e
mostraremos imagens de uma animacado elaborada com o prograrMathe-
maticall.

O artigo esta organizado do seguinte modo: depois de recondaos al-
guns aspectos sobre curvas de largura constante, discutirds a descricdo
mateméatica de uma roda a rolar sem deslizamento numa estrada o que

Yhttp:/iwww.wolfram.com/
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se entende por movimento suave; de seguida, analisaremogahs exemplos;
fecharemos o texto com um esquema das instrucdes que desemhsimulta-
neamente a roda com formato de triangulo de Reuleaux e a estla que se
lhe adequa, e geram a animacdo de ambas.

et

Figura 1: Largura do quadrado em duas direc¢des.

2 Curvas de largura constante

Denicdo 1 Dada uma curva plana e fechadh C, a sua largura numa
direccdo xada = é o comprimento do segmento de recta que se obtém pro-
jectando cada ponto deC, em °, perpendicularmente a”. Diz-se que a
largura da curva é constantese esse comprimento for o0 mesmo para todas
as direcgbes do plano.

A circunferéncia € o exemplo mais simples de uma curva com gura
constante, cujo valor é o seu diametro. Mas ha uma in nidade @ outras
curvas com esta propriedade, cuja construcdo ilustraremosom o tridangulo
de Reuleaux. Este triangulo de lados bojudos é formado por é&s arcos de
circunferéncia com o mesmo raiol. digamos, cada um com centro num dos
vértices de um tridngulo equilatero de ladoL ( gura 3).

Veri quemos que esta curva tem largura constante. Designams por
linha de suporte de uma curva uma recta que tem intersec¢do ndo vazia
com a curva e tal que esta esta contida num dos semi-planos dgtminados
pela recta (é o caso das linhas assinaladas na guif@d 1). Salse-que cada
curva fechada tem exactamente duas linhas de suporte em caddireccdo
([6]). Fixemos uma direc¢do e consideremos o par de linhas dmiporte,

Zisto &, se viajarmos ao longo da curva a partir de um ponto P, mantendo o sentido do
movimento, retornamos a P
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4 Estradas para rodas exoticas

Grafico da largura da elipse
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Figura 2: Larguras de uma elipse.

\_/

Figura 3: Triangulo de Reuleaux.

"1 e "2, do triangulo de Reuleaux nessa direccdo. Se uma destas rast
digamos " ;, intersectar o triangulo de Reuleaux num pontoP interior a um
dos arcos de circunferéncia que o constituem, tera de ser tgante a curva
em P (imagem a esquerda na gurd#). E, portanto, 0 segmento que uaP
ao vértice V do tridngulo equilatero que se opde a esse arco de circunfaoia
€ um raio, perpendicular a’; e de comprimentoL. Além disso a recta que
passa pelo vérticev perpendicularmente ao segmentoH V] é precisamente a
outra linha de suporte ", do triangulo de Reuleaux na direc¢do xada e, por
conseguinte, a largura da curva nessa direcgdolé Se, pelo contrario, ambas
as linhas de suporte intersectam a curva em vértices do tridgulo equilatero
(imagem a direita na gura ), entdo sao tangentes a extremogle arcos de
circunferéncia distintos e, por isso, perpendiculares aggmento que une tais
vértices, que é um lado, de comprimentd., do tridngulo equilatero que deu
origem ao de Reuleaux.

Substituindo o tridngulo equilatero por outro poligono regular com um
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Figura 4: Largura do tridangulo de Reuleaux

nuamero impar de lados, este método gera um numero ilimitado & curvas
com largura constante, formadas por arcos de circunferéreide igual raio
(gura B). Se usarmos arcos com raios distintos, arranjadosie modo que os
arcos opostos tém o mesmo centro, obtemos curvas com um narogpar de
arcos de circunferénci@ Na referéncia [1] podem ler-se mais informacBes
sobre curvas de largura constante.

Figura 5: Moeda inglesa em circulacéo.

3 A estrada perfeita

Tal como acontece com a roda circular, suporemos que, em cadlestante, a
estrada tem um s6 ponto de contacto com a roda. Além disso, quemos que
0 centro geométrico da roda viaje na horizontal e que semprestritamente
acima do ponto de contacto da roda com a estrada. E a estrada de permitir
um movimento suave da roda, isto €, o contorno da roda, que ral sem
deslizamento, deve encaixar perfeitamente, sem folgas, sandentacbes da
estrada. Em resumo:

®Mas ha curvas de largura constante que n&do séo feitas por arce de circunferéncia

([6D).
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6 Estradas para rodas exoticas

(H1) A roda e a estrada mantém-se em contacto e, em cada insté o
comprimento do arco percorrido no bordo da roda é igual ao desito
sobre a estrada.

(H2) O centro geométrico da roda desloca-se na horizontal,esn oscilacdes.

arco
percorrido

Figura 6: Condicao [H1].

A\ 4

\7 X, =(t,F(t)

Figura 7: Condigéo [H2].

Precisamos de traduzir matematicamente estas condi¢cdes. aNmovi-
mento, a varidvel t designa o tempo eC é o bordo da roda. Procuramos
uma estrada que seja o gra co de uma func¢éo derivavel, digansd-, real e de
variavel real, tal que F (t) < 0 para todo ot. Na descricdo que faremos das
mudancas de posicdo d€, é mais Util a sua representacdo em coordenadas
polares relativamente ao centro geométrico da roda. Sao ea , um angulo
de posicao, a que, para cada , regista o valor da distancia deP ao centro
O daroda (quelse esta a mover), onde ¢é o ponto deC tal que, no instante
t = 0, o vector OP faz um angulo com o eixo positivo dost's, contado
em sentido horéario (gura B). Deste modo, o rolamento da rodaé descrito
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por uma funcdot 7! (t) que mede a variagdo angular da roda entré (0) e
F(1).

Suponhamos que, no instante iniciat = 0, o ponto de contacto da roda
com a estrada esta imediatamente abaixo de (@) (imagem a esquerda na
gura 8. O movimento da roda que ai se inicia pode ser desdoldo em
duas componentes: uma translacdo no eixo ddass e uma rotacédo da roda
sobre si mesma, que pode ser descrita por uma funcdo que rega, em
radianos, a amplitude desse angulo de rotagdo (imagem ao demda gura
[B). Para descrevermos a posicdo do pont®; de C que, no instante t,
esta em contacto com o ponto da estradX; = (t;F (t)), usaremos as suas
coordenadas polares, ((t);r( (t))), onde (t) = (t) =2 (imagem a
direita da gura 8). Formulemos a condicao inicial e as exigécias [H1] e
[H2] nesta notacao.

AT DN
g t —O(P)-n/2 34

P, Ot &Q(t P,

X=(

Figura 8

|
(HO) No instante t = 0, o vector OPg faz um angulo com o eixo positivo dos
tsde =2: (0)= =2

(H1) Para cadat, o comprimento do arco na curvaC entre (0) e (t) é
igual a distancia percorrida na estrada entreF (0) e F(t).

(H2) O raio da roda é igual a profundidade da estrada, i.e., pea cadat,

FO = r( ).

O requisito [H1] traduz-se pela equacéo
7 s S
t

z
dF 2 ® , dr ?
1+ — dt= r + — d:
. o , [r( )l .
Derivando ambos os termos em ordem & e elevando-os de seguida ao qua-
drado, obtemos

2#

dFF 4 e

dr dr
dt dt d
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8 Estradas para rodas exoticas

A igualdade de [H2] permite a substituiio "4 = 9% que simplica a
expressao anterior para
dF 2 >, d 2 dF 2
1+ —  =[r — o+ —
dt [r()] dt da '
de onde resulta que
d 1

dt (@)
Como ¢é uma funcéo crescente (sob a condicédo inicial [HO]) e é positiva,

concluimos que {t) = -~y € por [H2],

F(y= r( ()= %: 1)

Note-se que esta equagdo, cujo proposito inicial era o de, da uma
roda, se encontrar a estrada que se lhe adequa, permite tamiméresolver o
problema dual, o de, para cada estrada, determinar a roda queela se move
suavemente. Exempli quemos.

3.1 Roda circular

Neste caso, a funcaa é constante, igual ao raioR da circunferéncia, e
portanto F(t) = r( (t)) = R. A boa estrada é, portanto, a plana,
graco dafungdot 07! R. (gura 9).

3.2 Roda quadrada

A simetria no quadrado permite-nos restringir o estudo a um tico lado,
como o assinalado na guraID, com comprimentd.. Mudando o sistema
de unidades se necessario, podemos admitir qle= 2.

Figura 9: Roda redonda.
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L
L/2 :Q \

Figura 10: Roda quadrada.

Como, para cada 2 [ ;4] setem

(L=2)
~——~=cos() ;
0 ()
deduzimos que, na variavel = senointervalo 2 [ 3 4],
1 1
()= cos( 5)  sen()’

Além disso, pela relacdo entré= e incluida na igualdade (1), temos
M= sen((1):
Esta equacdao diferencial tem solucao explicita dada por
(t)= 2arctan (exp( t+ ¢))
em gue a constantec é determinada pela condigdo inicial indicada em [HO]:
0) = 5= 2 arctan (exp(c)) ;

isto é, ¢ = 0. Ainda pela formula ([), paratodoot2 [ * 32 ; 1 1,

temos

IN|

1 :
sen (2 arctan (exp( 1))

FO= r( )=

Atendendo a que 1 +tar? = ég e que, no dominio det que estamos a con-
siderar, sen (arctan (exp( t))) < 0 e cos (arctan (exp( t))) > 0, a expressao
anterior reduz-se a:

1

FO= Feen (arctan(exp( t))) cos (arctan(exp( t)))

Boletim da SPM 65, Outubro 2011, pp. 1-17 |



10 Estradas para rodas exoticas

1+exp( 2t) _  exp(t) +exp( t)

2exp( t) 2 = cosht):

Conclusao: A estrada adequada a uma roda quadrangular é pédica, for-
mada por copias deste arco de catenaria que, nas jun¢des, éaz um angulo
de 5, onde cada vértice do quadrado encaixa perfeitamente.

/

Figura 11: Estrada para rodas quadradas.

O mesmo argumento serve para rodas que sdo poligonos regasrcom
gualguer nimeron de lados. Se da catenéria invertida de equacag (t) =
coshf), t 2 R, considerarmos apenas o0 arco com valores deentre t; =
senh 1 tan(;) etz = senh 1 tan(;) , entdo o angulo na jungéo de
copias deste arco de catenaria @n_z) uma vez que a inclinacdo da tangente
a catenaria emt, é Cqty) = tan(). E, portanto, ajusta-se perfeitamente
ao angulo interno do poligono regular den lados, que é também%.
Contudo, quando n = 3, este angulo € menor que, e isso impede que a
roda triangular encaixe na cuspide de duas bossas da estradama vez que
o0 bico do triangulo, antes do vértice entrar na juncao, colié& com a catenaria.

3.3 Roda-estrada

A primeira mencdo que conhecemos, sem demontracdo, da exstia de
uma roda que € a sua propria estrada, remonta a [4]. Em]2], o ssnto é
retomado, mas de novo apenas referido. Provemos que uma tabda tem
formato parabdlico e que é Unica.

As condigbes que descrevem o movimento suave da roda na estaa

1 .
)’
precisamos de acrescentar que a roda é idéntica a estrada eeguo mo-

vimento, 0os pontos correspondentes se identi cam. Para igs 0 gra co da
funcdot 7! F(t) devera ser a imagem do bordo da roda pela re exdo numa

8t F()= r( ()=

Boletim da SPM 65, Outubro 2011, pp. 1-17 (|
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rectay = ¢, ondec < 0 € um parametro que veri cac= F(0) e que teremos
de determinar. O que corresponde ao sistema de equagdes:

r( (t)cos( (1))

t

r(¢ ())sen((t)) = F({)+2c
Juntando todas as exigéncias, obtemos
( _
COS( (t)) _ ?Eg 2c
sen( (1) = EO-Z

Derivando a primeira equacdo em ordem &, deduzimos que

sen( (1)) qt) = w

F2(t)
ou seja, que
F(t) 2c %) = F(t) + tFqt)
F (1) B F2(1)
e, portanto, atendendo a [1),
F() 2c 1 _ FO+tFq.
F(t) F() Faty

Concluimos assim que a funcad € solucéo da equacéo diferencial
tF® 2F +2c¢=0:

Uma solucdo éF : t 7! t2+ ¢, para um qualquer c 2 R; as outras sdo da
format 7! t2+c+ t2 onde éum parametro reaIH Como a estrada tem
de car estritamente abaixo do eixo dost%, devemos ter 1 > 0. O que
garante que podemos mudar a escala eme emF (t),

1 HFM= [@ HMP+cd )

e concluir que a solucéo geral corresponde a uma reparamegaicdo da fa-
milia t7! t2+c fe<0g- Por isso, bastara analisar de seguida este ultimo
conjunto de solucdes, que exige o controle de apenas um paréiro, o valor
dec.

“De facto, seG e H sao solucdes desta equacio diferencial, entib= G H satisfaz a
igualdade tl ° 2 =0, equacéo de variaveis separadas equivalente a In{) = In( t2)+In( ),
2 R; e, portanto, | (t)= t 2.
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12 Estradas para rodas exoticas

Voltemos entdo a [1) para, com a expressab (t) = t?+ c, determinar-
mos ,r ec. Quanto a , a equacgao a resolver é

d _ 1 .
dt  t2 ¢’

sujeita a condicdo inicial (0)= 5. A solugéo é

(t)= pl—arctan pt— ;
- TTc ¢ 2

e, portanto,

t= p_ctan p_c (t)+ >

Assim,

r()= F@()=1t()? c= ctanzp_c (t)+E c

isto é,
r()= csed P— (t) + 5
O sistema de equagbes que de ne a roda-estrada obriga agoracae se

satisfaca a igualdadey = F(x)+2c, ou seja,y = x?+ ¢, 0 que se traduz
por

p__ 2
csed ¢ (+5 cos((t) +c=

= cse@ PG (t) +

sen( (t)):
Como c 6 0, a expressdo anterior € equivalente a
csed PG (t) + 5 cog( (1) +1=
- se@ PG (t) + 5 sen( (b)) :

No instante T em que (T) =0, esta expressao reduz-se a

p__!
csedé c
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isto &, p_!
c=cos® —
2
ou
cos( IO_c)zzlo_c 1;
0 que indica que devemos ter 1 < ¢ < 0 e informa quec = 711 € o

tnico valor neste intervalo que serve para descreveﬁ uma redestrada. A
unicidade resulta do facto de as fungbeg 7! cos( z)ez 7' 2z 1
serem, respectivamente, estritamente decrescente e es#inente crescente
no intervalo ]0;1[. Em resumo, o bordo da roda é a imagem da estrada
X7 x2 %1 por uma re exao na rectay = zlp ou seja, é a pardbola de
equacao cartesianay = x2 %1, X2 R.

Figura 12: Roda-estrada.

3.4 Roda em triangulo de Reuleaux

Tanto quanto sabemos, na bibliogra a sobre este assunto ndesta feita a de-
ducéo da estrada adequada a um tridngulo de Reuleaux. E o queataremos
nesta seccéo.

Como no caso de uma circunferéncia, ou de qualquer outra cuavde
largura constante, xada uma direccdo e o par de linhas de sumrte corres-
pondente, enquanto rolamos o tridngulo de Reuleaux entre aduas linhas
paralelas, ele mantém-se tangente a ambas. Mas, ao contrardo que sucede
com a circunferéncia, quando o tridngulo de Reuleaux se moveesta faixa, o
centro geométrico oscila, ndo se mantém numa mesma linha haontal, por-
que nao estd a igual distancia do par de linhas de suporte pdelas ( gura
[I3). A construcdo de uma estrada perfeita para esta roda dev& contraba-
lancar este pequeno defeito. Mas precisamos de descreveinpeiro a curva
em coordenadas polares.

Boletim da SPM 65, Outubro 2011, pp. 1-17 |



14 Estradas para rodas exoticas

Pal= Y2t

Ra=(1- )L

R

Figura 13: Centro oscilante.

SejaL o comprimento do lado do triangulo equilatero envolvido na ons-
trucdo do triangulo de Reuleaux de largural, isto é, o raio da circunferéncia
cujos arcos formam esta curva. Designemos p®@ a distancia do centro ge-
omeétrico do triangulo equilatero a cada um dos seus vértices posicionemos
o tridangulo de Reuleaux como na gurall4 para respeitar a coni¢éo inicial
[HO]. Sejar() a distancia polar de um ponto do triangulo de Reuleaux
com coordenadas polares {r ( )), onde, como anteriormente, = 5
e 2[ 4:0]. Pelo Teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo cmzent
(na imagem a esquerda da gurd Ik, se 5 0; na imagem central da

2
gura I4] se 5 3), temos

L2=r?()+ D? 2r()Dcos(% )

ou seja,
r2() 2r()Dcos(% y+( D? L?»=0

igualdade que, na variavel 2 [ 5; 5], se reescreve
r2()+2r( )Dsen(%+ )+(D? L?»=0:

Resolvendo esta equagéo de segundo grau em ordem,&ue é ndo-negativo,
concluimos que, paratodo o 2 [+ 5],
r

r()= Dsen(%+ )+ Dzser?(%+ )+ (L2 D?):

Na igualdade acima,L e D ndo sdo constantes independentes. Como
elucida a imagem da direita na gura[ld,D?+ D? 2D2cos) = L% e
portanto, D = #-—5 Para simpli carmos os calculos, suporemos, mudando o
sistema de unidades se necessario, qlle= 1 e, consequentementel. = = 3
Substituindo estes valores na igualdade anterior, obtemos equacao que
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) 2173\Vo 2n/3

Figura 14: Parametrizacdo do triangulo de Reuleaux

descreve um arco do triangulo de Reuleaux em coordenadas pots: para

r
r()= sen(%+ )+ sen’—(%+ )+2:

De acordo com a férmula geral[{IL), para encontrar o caminho ajstado ao

tridngulo de Reuleaux, bastara agora resolver a equacaor( (t)) = é
isto é, "

d 1

at = > & > : 2)

sen(G- + )+  serf(5+ )+2

Esta é uma equacéo de variaveis separadas equivalente a

" ; "

2
d sen(% £ e seR(Gw )2 = dt 3)

Para a resolver, precisamos de primitivar a funcdo 7! sen(% + )+

sen’z(% + )+2. A primeira parcela é de primitivacdo imediata. Con-
tudo, a segunda é um integral eliptico e, portanto, ndo se poalcalcular em
termos elementares, isto é, ndo se pode exprimir, usando aperacdes usu-
ais entre funcdes, como combinag¢do nita de polinémios, frecées racionais,
fungbes algébricas, exponenciais, logaritmos ou fungdesgonométricas ([3],
[5]). Recorremos entdo a integracdo numérica, usando o prigma Mathe-
matica, que forneceu uma solucdo aproximada:

p_
_cos() 3 Po .. . 1 .
t( )= > 7sen()+ 3 Elliptice 6+ '3 +
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16 Estradas para rodas exoticas

onde EllipticE é o simbolo que, noMathematica, representa os integrais
elipticos de segundo tipo e é uma constante que ca determinada pela
condicdo inicial t( ) = 0. Esta ultima igualdade é equivalente a
p_
3 P 1
7+ 3 EllipticE 33 + =0
e o0 Mathematica calculou também um valor aproximado de .

Recorde-se, porém, que queremos em funcdo det. Bastaria agora
inverter a funcéot( ), mas o Mathematica ndo o conseguiu fazer. Por isso,
lancAmos mao de uma amostra numérica: construimos uma listaxtensa
de pontos da forma (;t ( )), invertemo-la e interpoldmo-la com o comando
Interpolation que, face a um conjunto nito de pontos do plano, determina
um polinébmio de grau menor ou igual a 3 cujo gra co passa por t& pontos.

Com estes dados, foi nalmente possivel determinar uma apsdmacao
da func@o F, cujo graco € a estrada adequada ao triangulo de Reuleaux,
e fazer uma animagao que simulasse o movimento da roda na sustrada
perfeita. E o que mostra a gura[I53. A rotina completa@ gue a desenhou
esta na gural[lg.

Figura 15: Estrada do tridangulo de Reuleaux.
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