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Resumo: Nesta nota, pretendemos fazer uma breve exposicdo do deno-
minado Cdlculo Fracciondrio. Introduzimos alguns conceitos, bem como
explicitamos e comentamos algumas de suas propriedades. Algumas pers-
pectivas sobre o futuro da area sdo também mencionadas. Finalmente, os
principais livros escritos sobre o assunto, sao referenciados para conveniéncia
do leitor.

Abstract: In this note we intend to make a brief exposition of the so-called
Fractional Calculus. We introduce some concepts as well, made explicit and
make some comments on some of its properties. Some perspectives on the
future of the area are also mentioned. Finally, the main books written on
the subject, are referenced to the reader’s convenience.
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1 A origem do Calculo Fraccionario

A notagao d"y/dz™, n € N, para a derivada de uma fungao é atribuida
originalmente a Leibniz. Em 1695, L’Hopital numa carta escrita a Leibniz,
formulara a simples e ao mesmo tempo elegante questao: e se n = %?

Havia nascido o Calculo Fraccionario!

Na sua carta de resposta a L’Hopital, Leibniz escreve profeticamente,
citando:

... This is an apparent paradox from which, one day, useful con-
sequences will be drawn.

Subsequentemente, virios mateméaticos contribuiram directa ou indirec-
tamente para o estabelecimento (e desenvolvimento) desta teoria; destacam-
se nomes como Kuler, Lagrange ou Riemann e, mais recentemente, G. H.
Hardy, J. E. Littlewood e H. Weyl (o leitor pode consultar [3] onde a histéria
do célculo fracciondrio é descrita pormenorizadamente).
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2 Integrais e derivadas de ordem arbitraria

O titulo desta seccio nédo é inocente. De facto, a ordem dos operadores que
iremos definir mais adiante podera ser um niimero real qualquer e nao apenas
um numero fraccionario. No entanto, a nomenclatura Cdlculo Fracciondrio
ainda hoje é usada tendo em consideragao a pergunta que conduziu ao inicio
do estudo das derivadas de ordem nao-inteira (cf. Secgao [1).

Comecemos entao por definir um integral de ordem real: sejam a € R e
f uma funcao real de variavel real e integravel para t > a. Sen € Ne

t 11 tn—1
Igf(t):/ dty dtg.../ F(s)ds,

entdo é facil demonstrar por inducio que
n 1 t n—1
LI = Gy =9 s (1)

Ora, como (n — 1)! =T'(n), onde
o0
I'(x) :/ t*le7tdt, x>0,
0

é a funcdo Gamma, entdo o lado direito de pode ter sentido para valores
nao inteiros de n.

Define-se assim o Integral de Riemann—Liouville de ordem « > 0 de uma
funcao f por

20 = i (¢ 97 o). ©)

desde que o lado direito de exista.

Impondo condigoes bastante razoaveis a fungao f (e.g. continuidade), é
possivel demonstrar que limo—0 IS f(t) = f(t) (cf. [4, Secgao 2.3.2]). Por
essa razdo, define-se I0f(t) = f(t).

Calculamos a titulo de exemplo o integral de Riemann-Liouville (de
ordem « > 0) da funcdo poténcia: f(t) = (t — a)®, 3 > —1. Temos que:

1

20 = g (€= 9 s - a)ds
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Y

onde B(z,y) é a denominada funcdo beta (ver [3, pag. 299-300]).

Tendo definido um integral de ordem arbitraria, definimos agora as duas
derivadas fracciondrias mais utilizadas na literatura (para outras defini¢oes
o leitor podera consultar e.g. [5]). A Derivada de Riemann-Liouville de
ordem « > 0 de uma funcdo f é definida por

oDf(t) =D"I}"“f(t), onden=lal, (3)
e a Derivada de Caputo de ordem o > 0 de uma fungao f é definida por
SDf(t) = 137D f(t), onden = [a], (4)

sempre que o lado direito de e de estejam bem definidos, respectiva-
mente.

Assumindo que e existem, entdo as derivadas de Riemann—
Liouville e de Caputo estao relacionadas pela seguinte formula:

OO (1) = D" 1) i M, =Tl )

Podemos concluir imediatamente que estas derivadas coincidem quando
D¥f(a) =0, k=0,...,n — 1. De facto, uma das principais razéesﬂ para
um investigador optar pela escolha do operador ou do operador éa
definicdo das condic¢bes iniciais para uma determinada equacao diferencial
(cf. e.g. Secgdo 5 e Secgdo 6 em [1]).

Vejamos agora algumas propriedades destes operadores (para a derivada
usaremos a de Caputo). Assumindo que para uma determinada fungéo f os
operadores estdo bem definidos, temos que:

LIQIZf(t) = IgFP f(8) = 193 £(2).

2. I2TDOf(t) = f(t) — Spmh ZHE(t - a)t.

LA propésito, note-se que a derivada de Riemann-Liouville da funcdo constante néo é
zero enquanto que a derivada de Caputo da mesma é.
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3. ¢ DI f(t) = f(t).

A férmula em 1. é designada por propriedade de semigrupo (demonstra-
remos esta propriedade no final desta seccdo); as igualdades em 2. e 3.
permitem, por exemplo, transformar um problema de valor inicial para a
sua (equivalente) forma integral (cf. e.g. [I, Secgdo 6.1]). Mais proprieda-
des podem ser consultadas em qualquer dos livros referenciados [11, 2] [3], 4, [5],
pois nao pretendemos de modo nenhum ser exaustivos nesta apresentagao.
Concluimos esta seccdo alertando o leitor de que, mesmo para classes de
fungoes f e g bastante gerais, a férmula de Leibniz (derivada do produto
de fungoes) nao é valida em geral para estes operadores, i.e. em geral,
aDYfg(t) # JDf(t)g(t)+ f(t)aDYg(t), onde D representa um operador de
ordem « (o leitor pode consultar a férmula de Leibniz em [I, Theorem 2.18]).
Isto apresenta um claro inconveniente aquando da tentativa de provar al-
guns resultados da teoria de equagoes diferenciais usando ao invés derivadas
fracciondrias (um claro exemplo deste facto é a falta de resultados (fortes)
em sistemas dindmicos usando derivadas fraccionarias).
Demonstracao de propriedade 1.:

0= F(a)lf(ﬂ) /:(t -8 /as(s —7)? 7 f(r)drds
- i [ 10 [0
B F(a)lrm [ 1= /01<1 — )7 1691 ds
N r<a1+5) / (=) )

onde na segunda igualdade usamos o Teorema de Fubini.

3 A actualidade e o futuro do calculo fraccionario

Presentemente, a teoria e as aplicagdoes do calculo fraccionario constituem
uma area muito activa de investigacdo. Cientistas ditos “mais puros"bem
como outros ditos “mais aplicados"fazem investigagdo em EDOs ou PDEs e
suas aplicagoes a problemas que emergem do mundo real. Basta para isso
fazer uma breve consulta de algumas revistas onde os artigos sdo publicados
(note-se também a qualidade das préprias revistas!): Advances in Mathe-
matics, Archive for Rational Mechanics and Analysis, Discrete and Conti-
nuous Dynamical Systems—Series A, Nonlinear Analysis—Theory, Methods
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& Applications, Proceedings of the American Mathematical Society, STAM
Journal on Mathematical Analysis, STAM Journal on Numerical Analysis e
Transactions of the American Mathematical Society. Mais ainda, gostaria-
mos de referir que a revista de maior relevancia e expressividade na area,
Fractional Calculus and Applied Analysis, tem um impact factor de 2.245,
estando classificada em 11° lugar (no ranking dos impact factor) na édrea
Mathematics, de acordo com a ISI Web of Science.

Tendo em conta o que foi escrito anteriormente, assim como, levando
em consideragdo a opiniao de alguns especialistas da area na actualidade,
expressa no artigo [6], pensamos poder afirmar que o célculo fraccionério
continuard a ser uma area de grande potencial. Em particular, parece-
nos que sera bastante importante para a ciéncia em geral que mateméaticos
fazendo investigagdo em equagoes com derivadas fracciondrias colaborem
mais de perto com cientistas provenientes de outras areas, como por exemplo,
biologia, fisica e engenharias.
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