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Resumo: Neste trabalho apresentamos, de forma sucinta, simulações numé-
ricas de fluidos, de problemas do tipo Assimilação de Dados numa aborda-
gem variacional. Apresentamos resultados aplicados à Hemodinâmica consi-
derando uma geometria tridimensional na forma de uma estenose idealizada
e recuperamos o perfil da velocidade do sangue nesta geometria.

Abstract: In this work, numerical simulations of fluids of Data Assimilation
problems in a variational approach are briefly presented. We obtain some
results applied to Hemodynamics in a 3D idealized stenosis and we recover
the blood velocity profile in this geometry.

palavras-chave: Controlo óptimo; Hemodinâmica; Equações de Navier-
Stokes generalizadas.

keywords: Optimal control; Hemodynamics; Generalized Navier-Stokes
equations.

1 Introdução
As simulações numéricas de fluidos, e em particular aplicadas à circulação
do sangue, aliadas ao avanço nas técnicas de imagiologia, constituem uma
poderosa ferramenta na prevenção de doenças e eventualmente no seu tra-
tamento. A introdução de dados médicos reais nas simulações vem torná-las
mais realistas e mais precisas do ponto de vista das aplicações. Este pro-
cedimento em que se inclui dados conhecidos nas simulações tem o nome
de Assimilação de Dados (DA) e, ainda que recentes, existem agora alguns
trabalhos que aplicam estas técnicas à modelação de fluidos [1, 2, 3]. Neste
trabalho consideramos dados gerados artificialmente através da resolução
das equações que modelam o fluido, as equações de Navier-Stokes, que são
equações diferenciais às derivadas parciais.
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10 Simulações numa estenose

Apresentamos um funcional de custo diferente do habitual que contém
um termo relacionado com a componente tangencial da tensão na parede do
vaso (WSS) com a forma de uma estenose idealizada tridimensional.

2 Descrição do Problema
O objectivo é obter soluções numéricas que nalgumas partes do domínio
(Ωpart) são iguais, a menos de um determinado erro pré-definido, aos dados
observados. Para isso definimos um critério a optimizar, o que corresponde
a resolver um problema de controlo. Neste trabalho consideramos como
critério a velocidade do sangue. Definimos o seguinte funcional de custo que
inclui um termo para a velocidade, representada por y, outro para o WSS,
representado por w e um termo regularizador para o controlo:

min J(y,u) = w1

∫
Ωpart

|y− yd|2 dx+ w2

∫
ΓΩpart

|w−wd|2 ds+ w3

∫
Γin

|∇u|2 ds,

(1)
sujeito às restrições

−div τ + ρ(y · ∇)y +∇p = 0 em Ω

div y = 0 em Ω

y = 0 em Γwall

y = u em Γin
(−pI + τ) · n = 0 em Γout

(2)

A variável p representa a pressão, e os parâmetros w1, w2 e w3 dos termos
do funcional de custo, são escolhidos de acordo com critérios empíricos. As
variáveis yd e wd representam os dados para a velocidade e para o WSS, res-
pectivamente. O conjunto ΓΩpart é a fronteira de Ωpart. O tensor das tensões
viscosas τ é dado por τ = 2µ(Dy)Dy onde µ representa a viscosidade que é
aqui definida usando o modelo generalizado de Cross µ(η) = µ∞ + µ0−µ∞

(1+(λη)b)a .
Neste modelo µ0, µ∞, λ, a e b são constantes e Dy = 1

2(∇y + (∇y)T ). A
varável u representa o controlo como função definida na fronteira de entrada.

Para resolver o problema de controlo numericamente, primeiro discre-
tizamos e depois optimizamos. Começamos assim por usar o Método dos
elementos finitos com elementos do tipo P1 − P1 estabilizados, com os es-
paços funcionais adequados para as funções teste e de forma, obtendo o
problema discreto
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Telma Guerra e Jorge Tiago 11

min J(Y,U) = w1‖Y − Yd‖2Ny
+ w2W(Y ) + w3‖U‖2Nu

(3)

sujeito a {
Q(Y ) + G(Y )Y +BTP = F
BY = 0 (4)

onde ‖.‖Ny e ‖.‖Nu são normas especiais que resultam da discretização. Para
este efeito utilizámos o programa COMSOL Multiphysics.

De seguida é utilizado o método SQP (sequencial quadratic program-
ming) implementado na biblioteca SNOPT para resolver o problema (3)-
(4). Este é um problema de optimização não linear, em dimensão finita,
cuja solução é obtida através da resolução de sub-problemas de programa-
ção quadrática e cujas restrições são linearizações das restrições originais.

3 Resultados Numéricos para a Estenose
Consideramos uma estenose idealizada de comprimento L = 10R com R =
3.162mm, como podemos observar na Figura 1, à esquerda.

!

Γwall!
!Γin!

!

Γout!
!

Figura 1: Esquerda: representação do domínio computacional da estenose. Direita:
representação das secções, Ωpart.

As simulações numéricas foram efectuadas em 1/4 da geometria, por se
tornarem menos exigentes do ponto de vista computacional, e os resultados
foram estendidos ao restante domínio por simetria. Os dados conhecidos
considerados correspondem à região representada pelas secções que se ob-
servam na Figura 1 à direita. Para gerar a solução da qual se extraem os
dados, resolvemos as equações que modelam o movimento do fluido com
condição de fronteira na entrada, no sentido longitudinal da geometria (cor-

respondente ao eixo dos z) dada por y = Um

(
1−

(√
x2+y2

R

)2
)

(condição

parabólica de Poiseuille). Aqui Um = 0.0993 (m/s) corresponde à velocidade
máxima na entrada. A malha foi construida com 336500 graus de liberdade
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12 Simulações numa estenose

Figura 2: Esquerda e centro: componente longitudinal da velocidade pretendida. Di-
reita: comparação do controlo obtido com o perfil original.

para a velocidade, sendo esta também utilizada para o problema de controlo.
Na Figura 2, à direita, podemos ver como o controlo obtido aproximou bem
o perfil utilizado para gerar os dados (à esquerda). Na Tabela 1 podemos
ver a precisão da solução obtida.

Norma da solução desejada yd Erro Absoluto Ea Erro Relativo Er Custo Final J

3.2× 10−5 9.73× 10−8 0.003 1.61× 10−5

Tabela 1: Precisão da solução obtida relativamente à solução desejada, para o problema
da Estenose. Parâmetros (w1, w2, w3) = (104, 104, 10−3). Ea = ‖y−yd‖2 e Er = Ea/‖yd‖.
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Resumo: Neste trabalho derivamos um modelo tridimensional que descreve o
escoamento de mantos de gelo em climas polares. A grande novidade, reside na
consideração de um expoente de Glen que varia com a temperatura. No caso do
problema isotrópico, apresentamos resultados de existência e unicidade de soluções.
Provamos, também, algumas propriedades qualitativas das soluções com potencial
aplicação em modelos de previsão climática.

Abstract A three-dimensional model that describes the flow of ice sheets in
polar climates is derived in this work. The major novelty lies in considering a
temperature-depending Glen’s exponent. In the case of the isotropic problem, we
present results of existence and uniqueness of solutions. Some qualitative proper-
ties of the solutions with potential applications in climate prediction models are
established as well.

palavras-chave: expoente de Glen variável; equação da espessura do gelo; equação
da temperatura.

keywords: Variable Glen’s exponent, ice-thickness equation, temperature equa-
tion.

1 Introdução
Manto de gelo é a tradução da expressão inglesa ice sheet para designar extensões
de gelo que cobrem superfícies da litosfera com mais de 50 000 Km2. Os mantos de
gelo têm extensões laterais na ordem dos 10 000 Km e, hoje em dia, concentram-se
principalmente na Antárctica e em menor escala na Gronelândia. O deslocamento
dos mantos de gelo deve-se ao seu próprio peso e faz-se por processos de arrasta-
mento característicos do estado sólido, tais como o deslocamento na estrutura da
rede cristalina do gelo. Neste tipo de rios de gelo, a espessura máxima varia entre 1
e 3 Km e o escoamento faz-se a velocidades na ordem dos 100 m por ano. Apesar do
seu movimento lento e imutabilidade aparente, os mantos de gelo exibem vários fe-
nómenos dinâmicos interessantes. A neve acumula-se nas terras altas, é comprimida
em gelo e escoa sob a acção da força de gravidade. O gelo escoa a partir das zonas
centrais, onde a espessura do manto de gelo é maior, para as margens que poderão
estar em terra ou dentro de água. Neste último caso, poderão formar-se enormes
placas de gelo que ao quebrarem dão origem aos icebergs. A base do manto de gelo
está em contacto com a crosta terrestre e, devido ao calor por esta transmitido, o
gelo pode fundir. Quando isto acontece, a água resultante lubrifica a interface entre
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14 Escoamentos de mantos de gelo em climas polares

o gelo e a crosta terrestre, o que provoca o deslize do manto de gelo. A dinâmica dos
mantos de gelo é mantida através de um equilíbrio entre a acumulação no centro
e a ablação nas margens. A acumulação ocorre principalmente por precipitação de
neve e a ablação pode ocorrer tanto por meio de evaporação ou derretimento de
gelo no clima mais quente da margem, ou por meio de quebra de icebergs. Muito
importante para a manutenção dos mantos de gelo, são as temperaturas atmosfé-
ricas das regiões onde se encontram, que, no caso do interior da Antarctica, é na
ordem dos -60oC de temperatura média anual, enquanto que as zonas costeiras têm
uma temperatura média anual de cerca de -15oC. No entanto, a temperatura típica
de um manto de gelo, no seu interior profundo, poderá rondar os 50o K'-223o C
(ver e.g. [5]).

2 As equações que governam o escoamento
Em Mecânica dos Fluidos, o gelo frio é modelado como um fluido não-newtoniano
altamente viscoso, exotérmico, homogéneo e incompressível. As equações que gover-
nam o escoamento dos mantos de gelo resultam dos princípios básicos da Mecânica
aplicados a um fluido geofísico (ver e.g. [2, 4]):

Conservação da massa : div u = 0 ; (1)
Conservação do momento linear : div T = −ρg , T = −pI + S(D) , (2)

Conservação da energia: ρ c

(
∂ θ

∂ t
+ u · ∇θ

)
= div (k(θ)∇θ) + tr(SD) . (3)

A notação usada nas equações (1)-(3) é bem conhecida: as incógnitas são o campo
de velocidades u = (u, v, w), a pressão p e a temperatura absoluta θ; a densidade ρ
e o calor específicos c são constantes; e k é a função de condutividade térmica. O
campo de forças externas g deve-se à aceleração gravítica, I é o tensor unitário, S
é a parte viscosa do tensor das tensões T e D, a parte simétrica de ∇u, é o tensor
das velocidades de deformação. Os tensores S e D estão relacionados através da lei
de Glen

D = A(θ)|τ |n−1S, τ =
√
IIS , IIS = 1

2tr(S2) , (4)

onde A(θ) é dada pela lei de Arrhenius

A(θ) = A0 e
− Q
k θ , (5)

sendo Q a energia de activação, k a constante de Boltzman e A0 um parâmetro de
normalização. A letra n designa-se por expoente de Glen e todos os trabalhos que
consultamos consideram n constante, sendo n = 3 o valor mais usado. No entanto,
deve-se referir que resultados experimentais (ver e.g. [5]) têm mostrado alguma
evidência de que n varia em função da temperatura. A novidade deste trabalho,
consiste em considerarmos um expoente de Glen dependendo da temperatura

n = n(θ) . (6)
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3 Equações de campo
Consideremos um sistema cartesiano de coordenadas (x, y, z) habitual, onde o plano
z = 0 indica o nível médio do mar. Denotemos por z = h(x, y, t) a superfície livre
que separa o manto de gelo da atmosfera e por z = b(x, y, t) a interface que separa
a sua base da litosfera. As designadas equações de campo são derivadas fazendo
uma análise comparativa das escalas das diferentes quantidades intervenientes nas
equações (2)-(3). Esta análise permite-nos usar as aproximações hidrostática e do
gelo raso (do inglês shallow ice), bem como inferir que as normais exteriores à
superfície livre e à interface da base são aproximadamente verticais. Procedendo
como em [1], obtemos, a partir de (2) e (4)-(6), a seguinte equação para a função
H(x, y, t) = h(x, y, t)− b(x, y, t) que caracteriza a evolução da espessura do gelo

∂ H

∂ t
+ ub · ∇H = div

(∫ h

b

A(θ)(h− z)n(θ)+1dz|∇h|n(θ)−1∇h

)
+ a , (7)

onde ub = (ub, vb) é a velocidade de deslize da base, A(θ) = 2(ρ g)n(θ)A(θ) e
a = ah − ab é a taxa de acumulação/ablação. Um procedimento análogo, usando
também (4)-(6), permite-nos reduzir a equação (3) a

ρ c

(
∂ θ

∂ t
+ u · ∇θ

)
= ∂

∂ z

(
k(θ)∂ θ

∂ z

)
+ ρ gA(θ)(h− z)n(θ)+1|∇h|n(θ)+1 . (8)

Devido à natureza do problema, a equação (7) é somente válida em pontos (x, y)
do seu domínio onde H > 0. De modo análogo, a equação (8) será somente válida
em pontos (x, y, z) do seu domínio tais que θ ≤ θm, onde θm é a média anual da
temperatura atmosférica da região, pelo que muito inferior à temperatura de fusão
do gelo. Por outro lado, ao formularem-se modelos matemáticos para o estudo do
escoamento de mantos de gelo, geralmente é necessário ter em conta que o domínio
ocupado pelo gelo não é conhecido e é ele próprio, também, parte da solução do
problema. Por isso não é possível prescrever uma condição de fronteira para a
função H. No entanto para a temperatura, assumem-se habitualmente as condições
de fronteira seguintes

θ = θm sobre z = h , (9)
−k(θ) ∂θ∂ z = qgeo sobre z = b (u = 0 e θ < θm) , (10)

onde qgeo denota o fluxo de calor geotérmico devido ao atrito provocado pelo deslize
da base. Relativamente às condições iniciaisH0 e θ0 que complementam as equações
(7) e (8), deverão ser consistentes com o problema real e têm de satisfazer às mesmas
restrições de H0 > 0 e θ < θm.

4 Problema isotérmico
O problema posto pelas equações (7)-(9) é muito complicado de analisar, do ponto
de vista da Análise Matemática. Isto deve-se à presença de uma equação integro-
diferencial, mas principalmente por causa da lei de Arrhenius que caracteriza a
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16 Escoamentos de mantos de gelo em climas polares

viscosidade e, também, devido ao expoente de Glen variável. Mesmo modelos
exotérmicos que considerem expoentes de Glen constantes, são, ainda, difíceis de
analisar. Os modelos mais simples consideram o caso isotérmico que faz com que
a viscosidade não dependa mais da temperatura, levando ao desacoplamento das
equações (7) e (8). Alguns autores justificam esta substancial simplificação do pro-
blema, argumentando que o modelo isotérmico pode resultar de taxas de variação
da temperatura aproximadamente nulas (ver e.g. [4, 5]). Outra simplificação do
modelo, decorre de assumir que o domínio do escoamento é conhecido, digamos

QT := (0, T )× Ω ⊂ R+ ×R2 ,

sendo Ω um domínio (conexo) limitado, e que a base do manto de gelo é plana, i.e.

b = constante .

Usando estas simplificações, o problema (7)-(9) reduz-se a uma única equação

∂ H

∂ t
+ ub · ∇H = div

(
Hn+2

n+ 2 |∇H|
n−1∇H

)
+ a em QT . (11)

O problema formulado pela equação (11) complementada por condições iniciais e de
fronteira apropriadas, e.g. H = 0 sobre ΓT := (0, T )×∂Ω e H = H0 em Ω, quando
t = 0, foi analisado em [3]. Aí foi demonstrada, sob determinadas condições sobre
a e H0, a existência e unicidade de soluções fracas para este problema. Demonstra-
mos, também, que espessuras iniciais, nulas em qualquer parte, propagam-se com
velocidade finita. Provamos, ainda, que, se a espessura do manto de gelo se anu-
lar localmente, existe um tempo de espera até ao qual a espessura irá permanecer
nula. Isto significa que, após uma retracção local, o declive da superfície livre deve
reconstruir-se antes de um novo avanço ser possível.

Referências
[1] S.N. Antontsev, H.B. de Oliveira. On a mathematical model in ice sheet dyna-

mics. Actas da conferência Fluid Mechanics and Aerodynamics, Athens (2007),
pp. 1–8.

[2] S.N. Antontsev, J.I. Díaz, H.B. de Oliveira. Mathematical models in dynamics
of non-Newtonian fluids and in glaciology. Actas do Congresso de Métodos
Numéricos e Computacionais em Engenharia, Porto (2007), pp. 1–20.

[3] S.N. Antontsev, H.B. de Oliveira. Qualitative properties of the ice-thickness
in a 3D model. WSEAS Trans. Math., 7 (2008) no. 3, pp. 78–86.

[4] R. Greve, H. Blatter. Dynamics of Ice Sheets and Glaciers. Sringer-Verlag,
Heidelberg-Berlin, 2009.

[5] H. Paterson. The Physics of Galciers. Third Edition. Pergamon, Oxford, 1994.

Encontro Nacional da SPM 2014, Análise e Equações com Derivadas Parciais, pp. 13-16


	Introdução
	Descrição do Problema
	Resultados Numéricos para a Estenose
	Introdução (1)
	As equações que governam o escoamento
	Equações de campo
	Problema isotérmico

