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Abstract We present conditions under which a freely-floating obstacle is
most likely to amplify oscillations of the surrounding fluid.
keywords: Trapped mode, freely-floating, spectral problem.

1 Introduction
Trapped modes are localized harmonic oscillations in unbounded media that
can be referred to as acoustics resonances, edge waves, bound states or
Rayleigh-Bloch surface waves depending on the context (acoustics, water-
wave theory, quantum mechanics, electromagnetics). They may appear in
acoustic waveguides, around floating structures and along coastlines, in
quantum waveguides and along diffraction gratings and their detection is
critical, e.g., in naval architecture, offshore oil and gas drilling as well as in
the design of turbomachinary, coupling devices and semiconductors.

In the water-wave theory, a trapped mode corresponds to a free oscilla-
tion of the fluid around a partially or totally submerged structure, having fi-
nite energy and existing only at a particular oscillation frequency. When the
submerged structure is allowed to float freely the trapping problem becomes
a quadratic spectral boundary-value problem for the mechanical system gov-
erning the coupled motion of the structure and the surrounding fluid. In a
series of articles, cf. [5, 3, 1, 4] and the review article [2], we have shown how
to make the quadratic spectral problem amenable to mathematical analysis.
Moreover, we have put forward conditions on the floating structures that, if
satisfied, warrant the existence of trapped modes. In this short note, we will
zoom in on these conditions and on a submarine-shaped obstacle to show
that there exists a submergence depth around which the obstacle is most
vulnerable to wave trapping.

2 Problem definition
Consider two infinite liquid layers of finite depth, bounded laterally by rigid
walls and lying on top of one another. Assume that a rigid body is totally
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104 Wave trapping

immersed and floating freely within the open fluid channel and that the fluid
is incompressible, inviscid and layerwise homogeneous with the density in
the lower layer greater than the one in the upper layer (ρ2 > ρ1 > 0).

Let hj > 0 denote the layer depths, 2l the channel width, B ⊂ R3 the
immersed body, Θ1 and Θ2 its submerged parts and Σ1 and Σ2 its surfaces in
the upper and lower layer, respectively. Denote the fluid domain within each
layer by Ωj , j = 1, 2, the part of the interface not pierced by the obstacle
by Γ and the cross-section of the part of the body piercing the interface by
θ (assume that the free surface is left unpierced).

Under the usual assumptions of the linear water-wave theory, the motion
is time harmonic, with the radian frequency ω > 0, and under gravity, with
g denoting the acceleration due to gravity. Our coupled (spectral) water-
wave problem consists in finding a non-trivial (ϕ(1), ϕ(2),α) ∈ H1(Ω1) ×
H1(Ω2)× C6 and ω ∈ C, such that the following equations are satisfied for
all (ψ(1), ψ(2),β) ∈ H1(Ω1)×H1(Ω2)× C6 (cf. [1]):

2∑
j=1

ρj
(
∇ϕ(j),∇ψ(j))

Ωj +
2∑
j=1

iωρj
(
nTD(x− x0)α, ψ(j))

Σj

= g−1ω2 1
ρ2 − ρ1

(
ρ2ϕ

(2) − ρ1ϕ
(1), ρ2ψ

(2) − ρ1ψ
(1))

Γ , (1)

g (Kα,β)C6 −
2∑
j=1

iωρj
(
ϕ(j),nTD(x− x0)β

)
Σj = ω2 (Mα,β)C6 . (2)

Here, (·, ·)Ωj , (·, ·)Σj and (·, ·)Γ denote the usual scalar products in [L2(Ωj)]3,
L2(Σj) and L2(Γ), respectively. Moreover, D(x) is a matrix given by

D(x) =

1 0 −y 0 0 z
0 1 x 0 −z 0
0 0 0 1 y −x

 ,

M =
∫
B ρB(x)D(x − x0)TD(x − x0) dx is the mass matrix and K is the

buoyancy matrix defined block-wise as

K =
[
O3 O3
O3 K ′

]
, K ′ = Kθ +KΘ ,

Kθ = (ρ2 − ρ1)
∫
θ
d(x− x0)Td(x− x0) dxdy ,

KΘ = diag
{
0, ρ1I

Θ1
z + ρ2I

Θ2
z , ρ1I

Θ1
z + ρ2I

Θ2
z } ,

where d(x) = (1, y,−x), IΘj
z =

∫
Θj (z − z0)dx and O3 denotes the 3× 3 null

matrix, see [1] or [2] for more details.
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Definition. A non-trivial solution (ϕ(1), ϕ(2),α) ∈ H1(Ω1)×H1(Ω2)× C6

of problem (1)-(2) is called a trapped mode; the corresponding value of ω is
referred to as a trapping frequency.

One must also take into account the following stability conditions: (i) the
mass of the displaced liquid is equal to that of the floating body (Archimedes’
principle of flotation); (ii) the centre of buoyancy lies on the same vertical
line as the centre of mass; (iii) the quadratic form represented by matrix K ′
is positive definite. The last statement ensures stability of the equilibrium
position of the floating body (cf. [1]).

3 Submarine-shaped obstacle
Let B be a totally submerged ellipsoidal obstacle of constant density ρB
(ρ1 < ρB < ρ2) with its immersed parts in each layer defined through

Θ1 = {(x, y, z) ∈ R3 : x
2

a2 + y2

b2
+ (z − z0)2

c2 ≤ 1 , 0 < z < c(t+ 1)} ,

Θ2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x
2

a2 + y2

b2
+ (z − z0)2

c2 ≤ 1 , c(t− 1) < z < 0} ,

where t ∈ (−1, 1) is a parameter given, in view of the Archimedes’ principle
of flotation, by t = 1− 2ρB−ρ1

ρ2−ρ1
and a > max{b, c} (see Figure 1).
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Figure 1: Left: an ellipsoid piercing the interface, with −c < z0 < c. Right:
Region where the stability and the trapping conditions are satisfied for l =
0.5, b = 0.4, ρ1/ρ2 = 0.9, h1 = 1 and h2 = 10.
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It can be shown that the equilibrium position of the obstacle is stable if
c/b <

√
1− t2. At the same time, the obstacle supports trapped modes if

g−1ω2
†

(
IByy + IBzz

)
> ρ1I

Θ1
z + ρ2I

Θ2
z + (ρ2 − ρ1)Iθyy ,

where IByy =
∫
B ρB(y−y0)2dx, IBzz =

∫
B ρB(z−z0)2dx, Iθyy =

∫
θ(y−y0)2dxdy

and ω2
† is computed from the dispersion relation of the problem in the ab-

sence of obstacles (cf. [3, 4]).
In Figure 1 we have depicted the region where both the stability and

trapping conditions are met in the (c, z0)-plane. One can see that there is a
critical value for |z0|, that is, for the distance between the geometric centre
of the ellipsoid and the interface, above which the trapping and stability
conditions are never satisfied. This critical submergence depth occurs when
the configuration of the ellipsoid satisfies b =

√
2c .
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Resumo: É essencial que a escrita dos valores numéricos dos resultados de
medição seja reconhecida por todas as partes interessadas. Assim, para os
algarismos significativos e arredondamento, foram estabelecidas convenções
e regras publicadas em normas internacionais, que apresentamos nesta co-
municação. A proposta da Conferência Geral dos Pesos e Medidas de definir
as unidades de base do sistema internacional de unidades de medida a partir
de constantes fundamentais realça a importância da correta escrita dos res-
petivos valores numéricos, que exemplificamos na da constante de Avogadro.

Abstract: It is essential that the writing of the numerical values of the
measurement results is acknowledged by all interested parties. Thus, for
significant figures and rounding, rules and conventions were established and
published in international standards that we display in this communication.
The proposal by the General Conference of Weights and Measures to de-
fine the base units of the International System of Units from fundamental
constants underlines the importance of the correct writing of the respective
numerical values that we exemplify in the writing of the Avogadro constant.

Palavras-chave: algarismo significativo, arredondamento, valor estipu-
lado, constantes fundamentais.

Keywords: significant figure, rounding, stipulated value, fundamental
constants.

1 Introdução

De acordo com o “Guia para a estimativa de incertezas de medição”, de-
signado por GUM [1], publicação conceituada e reconhecida por quem tem
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necessidade de apresentar resultados de medição com rigor e sob a coor-
denação do Bureau Internacional dos Pesos e Medidas (BIPM), é sufici-
ente apresentar a incerteza de medição “. . . com no máximo dois algarismos
significativos” e que “...as estimativas de grandezas de entrada e sáıda de-
vem ser arredondadas para ser coerentes com as suas incertezas.” Propomos
então apresentar as regras existentes nos documentos internacionais e na-
cionais respeitantes aos algarismos significativos e arredondamentos. No
seguimento das reflexões do F. Pavese [2, 3] sobre algumas consequências
da recente proposta da Conferência Geral dos Pesos e Medidas (CGPM) na
redefinição das unidades de base do Sistema Internacional de Unidades de
Medida (SI), consideramos também uma aplicação atual desta temática res-
peitante às constantes fundamentais [4]. Trata-se da constante de Avogadro
que, para manter o respetivo significado de contagem de número de enti-
dades, necessita de uma notação para escrita do valor numérico de grande
amplitude.

2 Algarismos significativos, arredondamentos

2.1 Algarismos significativos

Segundo a norma americana ASTM E 29 [5], qualquer algarismo num
número é um algarismo significativo à exceção dos 0 à esquerda ou, em
números sem separador decimal, de alguns 0 à direita. O algarismo 0 à
esquerda de algarismos não nulos só serve para indicar a ordem de grandeza
do número e não é significativo. Por exemplo, o número 0, 0017 tem dois
algarismos significativos. Por sua vez, o algarismo 0 à direita do último alga-
rismo não nulo é significativo em número com um separador decimal: 16, 00
tem quatro algarismos significativos. Em número sem separador decimal, os
algarismos 0 à direita do último algarismo não nulo podem ou não ser signi-
ficativos: 700000 Pa pode ter um ou até seis algarismos significativos. Esta
ambiguidade pode ser evitada utilizando uma unidade de medida com pre-
fixo SI adequado: 0, 700 MPa ou 0, 70 MPa que têm três ou dois algarismos
significativos, respetivamente. A norma ASTM E 29 sugere também o uso
da expressão com potências de 10 para contar os algarismos significativos:
em 7, 00× 105 Pa, o valor numérico tem 3 algarismos significativos. Assim,
ao expressar um valor numérico W , cuja maior potência de 10 é 10N , num
desenvolvimento decimal segundo:

W = (dN100 + dN−110−1 + · · ·+ dN−L10−L)× 10N =

N∑
m=N−L

dm10m, (1)
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em que os dm são um dos 10 algarismos 0, 1, ..., 9, à exceção de dN que
é não nulo, evidencia-se L + 1 algarismos significativos. Na expressão (1),
podemos observar que 10N−L, a potência mı́nima de 10, apresenta-se como
uma resolução da representação do valor numérico W .

2.2 Arredondamentos

A partir do desenvolvimento decimal do valor numérico W , sem fatorização
pela potência máxima 10N :

W = dN10N + · · ·+ d1101 + d0100 + d−110−1 + · · ·+ dl+110l+1 + dl10l

=
N∑

m=l

dm10m, (2)

a norma portuguesa NP 37 [6] define o arredondamento de W à casa de
ordem n, ou seja à potência 10n, segundo o procedimento:
– se dn−1 < 5, para m ≥ n, dm fica igual e, para m < n, dm = 0; assim,
11341, 01 é arredondado à casa de ordem 1 em 11340;
– se dn−1 > 5 ou se dn−1 = 5 sem ser o último dn−q 6= 0, com q ≥ 1, para
m > n, dm fica igual, dn muda para dn + 1 e, para m < n, dm = 0; assim,
11346, 01 e 11345, 01 são arredondados à casa de ordem 1 em 11350;
– se dn−1 = 5, é o último dn−q 6= 0 e n = 2p, para m ≥ n, dm fica igual e,
para m < n, dm = 0; assim, 11345, 00 é arredondado à casa de ordem 1 em
11340;
– se dn−1 = 5, é o último dn−q 6= 0, com q ≥ 1, e n = 2p + 1, para m > n,
dm fica igual, dn muda para dn + 1 e, para m < n, dm = 0; assim, 11335, 00
é arredondado à casa de ordem 1 em 11340. Este procedimento de arredon-
damento, idêntico ao da norma ASTM E 29, “favorece” os algarismos pares
e é alcunhado de “five-even” rule. Também é utilizado maioritariamente em
Ciência e Tecnologia.

Uma abordagem semelhante a este procedimento de arredondamento
do valor numérico W à casa de ordem n é a da norma internacional ISO
80000-1 [7] que, a partir da designação da potência r = 10n por resolução
de arredondamento (rounding range), considera os múltiplos inteiros de r.
Arredondar consiste em identificar um desses múltiplos inteiros de r que é
mais próximo de W . Assim, ainda para arredondamentos em casa de ordem
1, 11341, 01 fica 11340, enquanto ambos 11346, 01 e 11345, 01 mudam para
11350. No entanto, quando dois múltiplos inteiros de r são equidistantes do
valor numérico para arredondar, a norma ISO 80000-1 refere a existência de
dois procedimentos diferentes. Segundo a regra A, é escolhido o múltiplo de r
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de divisor par; assim, 11345, 00 e 11335, 00 são arredondados em 11340, o que
é o procedimento da norma NP 37 e da norma ASTM E 29. Segundo a regra
B, é escolhido o múltiplo de r com a maior amplitude; assim, −11345, 00 é
arredondado em – 11350. Este procedimento, idêntico ao da norma ASTM
D 6026, é alcunhado de “five-up” rule. A norma ISO 80000-1 mostra uma
preferência para a regra A porque, nos tratamentos de dados experimentais,
esta regra causa menos erros de arredondamento que a regra B. Mas refere
que a regra B é às vezes utilizada nas aplicações informáticas. Por sua vez,
a norma IEEE 754 [8] considera estas duas regras de arredondamento.

Devido àquelas regras de arredondamento poderem ser diferentes das
aplicadas na recolha dos dados experimentais, é necessário efetuar os ar-
redondamentos no fim de todos os cálculos e não após cada cálculo. Por
sua vez, o GUM recomenda de avaliar os algarismos significativos da incer-
teza para os consequentes arredondamentos na apresentação do resultado da
medição. Finalmente, se o primeiro algarismo significativo da incerteza for
entre 5 e 9, a incerteza fica só com este algarismo, porque o valor numérico
arredondado do resultado de medição não cria um erro absoluto maior que
o décimo da incerteza. Se o primeiro algarismo significativo da incerteza
for entre 0 e 4, a incerteza mantém-se com dois algarismos significativos
e arredonda-se o valor numérico do resultado de medição à casa de ordem
seguinte.

3 Uma aplicação atual
Evocada por F. Pavese [2, 3], uma das consequências da redefinição das uni-
dades de base explicitamente a partir de constantes fundamentais [4] respeita
à natureza e expressão do valor numérico da constante de Avogadro, NA.
Estipular tal valor numérico mantendo o significado de contagem associado a
NA levanta a questão: como expressar corretamente este número inteiro com
24 algarismos em que só os primeiros algarismos 602214129 são conhecidos?
A expressão 6, 02214129× 1023 não parece ser a mais apropriada e como os
dois últimos algarismos 2 e 9 são estipulados, essa expressão significa que
só pacotes de 1017 unidades são exatamente conhecidos. Embora de maior
resolução, múltiplos de 103 não podem ser utilizados porque não correspon-
dem a uma contagem direta. É portanto necessária uma notação espećıfica
para tais números inteiros de grande amplitude só sendo conhecidos os pri-
meiros algarismos. A partir da sugestão de F. Pavese [3], de apresentar um
número inteiro I em que os M primeiros algarismos dentro do total de N
são conhecidos com: IM | → N , para NA dando: 602214129| → 24, propo-
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mos para NA a notação: 602214129| → 1015, em que “| → |” representa um
separador decimal e a presença de algarismos desconhecidos.

4 Conclusões
Nesta comunicação, foram sintetizadas as regras publicadas em normas in-
ternacionais da determinação dos algarismos significativos e arredondamen-
tos. No entanto, se o número a arredondar for equidistante de dois múltiplos
sucessivos da resolução de arredondamento, no domı́nio técnico-cient́ıfico,
como na norma nacional NP 37, escolhe-se o múltiplo par, enquanto o
domı́nio informático escolhe o múltiplo de maior amplitude. As redefinições
previstas das unidades de base do SI, a partir de constantes fundamentais,
colocam questões sobre a correta utilização desses valores estipulados, no-
meadamente quando se perde informação contida nas respetivas incertezas.
Uma representação de número inteiro de grande amplitude com algarismos
desconhecidos é sugerida, baseada numa proposta de F. Pavese.

Agradecimentos. A apresentação desta comunicação foi posśıvel graças à
Sociedade Portuguesa de Metrologia (SPMet).
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