Sistemas Dinamicos
Editor Convidado: Méario Bessa

Alezandre Rodrigues
Bifurcacbes Homoclinicas ...,

Madrio Bessa, Jorge Rocha & Maria Joana Torres
Estabilidade de Hamiltonianos ............ ... ... . i i,

Encontro Nacional da SPM 2014, Sistemas Dindmicos






BIFURCACOES HOMOCLINICAS

Alexandre Rodrigues

Centro de Matematica da Universidade do Porto
Rua do Campo Alegre, 687

4169-464 Porto, Portugal

e-mail: alexandre.rodrigues@fc.up.pt

Resumo: Bifurcacdes homoclinicas associados a um ponto de equilibrio
constituem centros organizadores para a andlise de modelos concretos. Neste
texto apresentam-se os quatro tipos genéricos de bifurcagées homoclinicas
associadas a pontos de equilibrios hiperbdlicos.

Abstract Homoclinic bifurcations provide useful organizing centers for the
analysis of explicit models. In this article, we present the four generic types
of homoclinic bifurcations associated to a hyperbolic equilibrium.
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1 Introducao

Uma trajectoria homoclinica para uma equacao diferencial do tipo:

i = f(z,\), (1)

onde f : R” x R — R™ é um campo de vectores diferenciavel, é uma solu-
¢do nao trivial biassimptética (¢ — +oo) para um ponto estaciondrio. Na
exposicao assumir-se-a que esse ponto é a origem O = Orn. O ciclo homocli-
nico associado a O é a unido da trajectéria com o ponto estacionario e sera
designado por I' — ver Figura [I}

Para campos de vectores genéricos, a existéncia de um ciclo homoclinico
é estruturalmente instavel, existindo apenas para valores isolados do paréa-
metro A. Assume-se, daqui em diante, que o ciclo existe para A = 0. Em
bifurcagoes homoclinicas, pretende-se estudar o que acontece numa pequena
vizinhanga de T" para |A| & 0, sendo determinante para isso a caracterizacao
da dindmica quando A = 0.

Bifurcacoes homoclinicas tém sido estudadas por muitos autores nas l-
timas décadas e cada vez mais se torna claro que podem ser consideradas
como centros organizadores da dindmica cadtica de alguns modelos — ver
por exemplo [0, [7]. Algum esfor¢o tem sido implementado para catalogar
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Figura 1: Bifurcacdo homoclinica planar.

os diferentes tipos de bifurcacdes que podem ocorrer, tendo-se constituido
um instrumento fulcral no estudo de modelos concretos. As condi¢bes que
determinam a existéncia de caos na vizinhanca de ciclos homoclinicos estao
baseadas na parte linear de df em O.

2 Linearizacao

Admita-se que os valores préprios de dfp sdo ndo-nulos e que nao hé resso-
nancias nao triviaisﬂ Assumindo que o ciclo homoclinico ndo passa perto
de outros pontos estacionarios para além de O, a dindmica perto de I" pode
ser determinada estudando o sinal dos valores préprios de dfp. A menos de
uma mudanca de coordenadas, pode-se assumir que a equacio diferencial
pode ser escrita como:

& = df|onz + G(z,A)

onde x € R", A € R en > 2. Neste caso, G(0,\) = 0, G é suave e contém
termos nao lineares [3]. Uma vez que O é uma sela hiperbdlica, os valores
préprios de df|(p,n) podem ser divididos em dois conjuntos {p;}i=1,.n, €
{vi}i=1,..n, onde

Ny +nsg =n e Vi(Re(p;) >0 e Re(v;) <0).
Podem ainda ser ordenados do seguinte modo:
Re(vy,,) < ... < Re(rp) < Re(r1) <0< ...Re(p1) < Re(pz) <...< Re(pn,)-

Tipicamente, trajectérias que se aproximam de O em o0 fazem-no tangen-
cialmente ao subespago gerado pelos valores proprios com maior parte real

'Detalhes sobre ressonancias podem ser encontrados em [I].
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negativa (i.e. os que estdo mais proximos de 0). Analogamente, trajectérias
que se aproximam de O em —oo fazem-no tangencialmente ao subespaco
gerado pelos valores préprios com menor parte real positiva. Estes valores
préprios sdao conhecidos como wvalores proprios dominantes e, genericamente,
determinam completamente a dindmica na vizinhanca de T'.

Catalogacgao: Assumindo que o campo de vectores é genérico, a menos
de reversao do tempo, ha quatro tipos possiveis de bifurcacoes associadas a
um ponto de equilibrio estacionério (ver [2, B]):

1. sela-né: os valores proprios dominantes p; e v1 sdo reais. No caso em
que p1 + v1 # 0, a bifurcacdo homoclinica cria uma solugao periddica
para A > 0 ou A < 0. Quando A\ — 0 (do lado em que a solugao
periddica é gerada), o periodo do ciclo limite tende para 400 e colapsa
com I' em A = 0. Dependendo do sinal de p; + v1, o ciclo emergente é
atractor ou repulsor — ver Figura

2. sela-foco atractiva: os valores proprios dominantes sdo p; e vy € 1o
onde py € Rewv; =75 € C. No caso em que Re(v1) + p1 < 0, a
bifurcacdo é semelhante ao caso sela-no.

3. sela-foco cadtica: os valores proprios dominantes sdo p; e v; e vy
onde Ay € Rervy =175 € C. No caso em que Re(v) + p1 > 0,
existe caos perto do ciclo homoclinico para A = 0. H4 uma sequéncia
de selas-n6 acumulando em A = 0 de ambos os lados do espaco de
pardmetros e sequéncias de bifurca¢ées homoclinicas acumulando em

A=0.

4. bifoco: os valores proprios dominantes sdo pi, p2, v1 € Vo onde
p1 = p2 € Ce vy =15 € C. Este caso aparece com n > 4 e a di-
namica é similar & sela-foco caética [6, [7]; todavia tipicamente surgem
bifurca¢des mais complicadas. Devido a topologia complicada das so-
lugdes perto de T' (Fig. , a geometria das solugbes que passam perto
de I' nao estd completamente descrita.

3 Ciclo homoclinico bifocal (caso 4.)

Actualmente, a analise de modelos cujo fluxo tem ciclos homoclinicos asso-
ciado a um bifoco é um grande desafio. Inicialmente considerada em [6, [7],
a geometria das bifurcacoes foi estudada nos anos 90 em [2, 3, [5]. Com base
nestes trabalhos e nas Condigoes de Conley e Moser, em [4] descreve-se a
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Figura 2: (a) Esquema de um ciclo homoclinico associado a um bifoco e respectiva
série temporal.

existéncia de uma sucessao de ferraduras suspensas £(A,) acumulando em
I' . Os indices de Morse das solugdes periddicas (i.e. a dimensdo das varie-
dades instével) nessas ferraduras depende crucialmente do sinal de v; + p;.
Cada ferradura suspensa L£(A,,), bem como a sua hiperbolicidade, persiste
para pequenas perturbagoes do sistema — detalhes em [4].
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Resumo: Nesta breve nota considera-se o contexto dos sistemas Hamilto-
nianos, definidos numa variedade simplética M de dimensao 2d (d > 2).
Prova-se que um sistema Hamiltoniano estrela é Anosov. Como consequén-
cia obtém-se a prova da conjetura da estabilidade para Hamiltonianos.
Prova-se ainda que um sistema Hamiltoniano H é Anosov se qualquer das
seguintes afirmagoes se verifica: H é robustamente topologicamente estavel;
H ¢ estavelmente sombreavel; H é estavelmente expansivo; e H possui a
propriedade de especificacao fraca estdvel. Além disso, para um Hamilto-
niano C2%-genérico H € C?(M,R), a unido das hipersuperficies de energia
regulares parcialmente hiperbodlicas e das orbitas fechadas elipticas, forma
um subconjunto denso de M. Como consequéncia, qualquer hipersuperfi-
cie de energia regular robustamente transitiva de um Hamiltoniano C? ¢é
parcialmente hiperbdlica. Por fim, as hipersuperficies de energia regulares
estavelmente fracamente sombredveis sdo parcialmente hiperbélicas.

Abstract In this brief note we consider the setting of Hamiltonian systems,
defined on a 2d-dimensional symplectic manifold M (d > 2). We prove that a
Hamiltonian star system is Anosov. As a consequence we obtain the proof of
the stability conjecture for Hamiltonians. We also prove that a Hamiltonian
system H is Anosov if any of the following statements holds: H is robustly
topologically stable; H is stably shadowable; H is stably expansive; and
H has the stable weak specification property. Moreover, for a C?-generic
Hamiltonian H € C?(M,R), the union of the partially hyperbolic regular
energy hypersurfaces and the closed elliptic orbits, forms a dense subset of
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M. As a consequence, any robustly transitive regular energy hypersurface of
a C2-Hamiltonian is partially hyperbolic. Finally, stably weakly shadowable
regular energy hypersurfaces are partially hyperbolic.

palavras-chave: campo de vetores Hamiltoniano; érbitas fechadas hiperbé-
licas; estabilidade estrutural; hiperbolicidade parcial; 6rbitas fechadas elip-
ticas.

keywords: Hamiltonian vector field; hyperbolic closed orbits; structural
stability; partial hyperbolicity; elliptic closed orbits.

1 Sistemas Hamiltonianos

Seja (M,w) uma variedade simplética, onde M é uma variedade Riemanni-
ana de dimensdo 2d (d > 2) compacta, sem bordo, conexa, munida de uma
forma simplética w. Um Hamiltoniano é uma funcao real C" definida em
M, 2 < r < oo. Denotamos por C"(M,R) o conjunto dos Hamiltonianos
C" em M. No que se segue estaremos restritos a topologia C? e, portanto,
tomamos r = 2. Dado um Hamiltoniano H, o campo de vetores Hamilto-
niano Xy é definido por w(Xg(p),u) = VHy(u), para todo o u € T,M;
este campo de vetores gera o fluxo Hamiltoniano X%. Uma energia de H
é um escalar e € H(M) C R. Dada uma energia e, definimos o conjunto
nivel de energia como H~'({e}); uma hipersuperficie de energia g . ¢ uma
componente conexa de H~!({e}), e é reqular se ndo contém singularidades.

Um sistema Hamiltoniano é um triplo (H,e,€p ), onde H é um Ha-
miltoniano, e é uma energia e £, ¢ uma componente conexa regular de
H™'({e}).

Fixada uma pequena vizinhanca W de uma hipersuperficie de energia
regular g ., existem uma pequena vizinhanca U de H e € > 0 tais que, para
todo o Hamiltoniano H € U e para todo o nivel de energia é € (e — ¢, e +¢),
H'{ehnw = iz onde € . é uma hipersuperficie de energia de H.
Chamamos a £ ; a continuagio analitica de Eg .

No espaco dos sistemas Hamiltonianos consideramos a topologia gerada
por um sistema fundamental de vizinhancas. Dado um sistema Hamiltoni-
ano (H,e,Ep ) dizemos que V é uma vizinhanga de (H, e, Ep ) se existem
uma pequena vizinhanca U de H e € > 0 tais que, para todo o Hamiltoniano
H € U e para todo o nivel de energia é € (e—¢, e+e), a continuagao analitica
Sﬁ,é de £ estd bem definida.
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2 Hiperbolicidade versus estabilidade estrutural

Um sistema Hamiltoniano (H,e,Ex ) é Anosov se a hipersuperficie de ener-
gia £y ¢ uniformemente hiperbolica.

Um sistema Hamiltoniano (H,e,Ex.) é um sistema Hamiltoniano es-
trela se existe uma vizinhanca V de (H,e,&p ) tal que, para qualquer
(FI ,E,& ﬁ,é) € V, a correspondente hipersuperficie de energia regular & il
possui todas as orbitas fechadas hiperbdlicas.

Um sistema Hamiltoniano (H, e, Ex ) é estruturalmente estdvel se existe
uma vizinhanca V de (H,e,Ep ) tal que, para qualquer (ﬁ, €&, q:) €V,
existe um homeomorfismo h ¢ entre Eaee & 1,z que preserva as 6rbitas e
as suas orientacoes. Além disso, h iz é continuo nos parametros H ¢ €, e

converge para id quando H C?-converge para H e é converge para e.

Em [I] foi provado que todo o sistema Hamiltoniano estrela, definido
numa variedade simplética de dimensao 4, é Anosov. Posteriormente, em [2],
este resultado foi generalizado a dimensoes superiores (ver Teorema 1).
Como consequéncia foi obtida a prova da conjetura da estabilidade para
Hamiltonianos (ver Teorema 2).

Teorema 1 Se (H,e,Epe) € um sistema Hamiltoniano estrela, entdo
(H,e,Em,) € Anosov.

Teorema 2 Se (H,e,Ex.) € um sistema Hamiltoniano estruturalmente es-
tavel, entio (H,e,Ex ) € Anosov.

3 Hiperbolicidade versus sombras estaveis

Nesta seccao fornecemos caracterizagoes da estabilidade estrutural de sis-
temas Hamiltonianos, usando as nocdes de estabilidade topoldgica, som-
breamento, expansividade e especificagdo (as defini¢goes das propriedades
referidas, no contexto Hamiltoniano, podem ser consultadas em [3, Seccao
3]). Os sistemas Anosov e, portanto, os Hamiltonianos estruturalmente es-
taveis, sdo topologicamente estaveis, expansivos e satisfazem a propriedade
de sombreamento. Mas o reciproco nao é verdade (ver [3, Secgao 1]). Con-
sequentemente, o problema sobre a relacdo entre a estabilidade estrutural
e propriedades topoldgicas e geométricas do sistema nédo é trivial. A res-
tricdo a C?-interiores de conjuntos de Hamiltonianos que satisfazem uma
certa propriedade, que exploramos em [3], tornou-se uma abordagem efetiva
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para a solucao deste problema (ver Teorema 3). Dizemos que uma proprie-
dade vale de modo estdvel para algum sistema Hamiltoniano se for valida
em alguma C?-vizinhanca desse sistema.

Teorema 3 Seja (H,e,Ep ) um sistema Hamiltoniano. Se qualquer das se-
guintes afirmacoes se verificar: (H,e,Ep ) € robustamente topologicamente
estdvel; (H,e,Eme) € estavelmente sombredvel; (H,e,Eme) € estavelmente
expansivo; e (H,e,Ex ) possui a propriedade de especificacdo fraca estdvel,
entio (H,e,Ep ) é Anosov.

4 Hiperbolicidade parcial versus orbitas elipticas
densas

Um sistema Hamiltoniano (H, e, Eq ) é parcialmente hiperbolico se a hiper-
superficie de energia £x . ¢ parcialmente hiperbélica.

Em [3] foi provado que, C?-genericamente, os Hamiltonianos possuem
apenas dois tipos de comportamento bem diferenciado: hiperbolicidade par-
cial ou entdo muitas érbitas fechadas elipticas.

Teorema 4 Para um Hamiltoniano C?-genérico H € C*(M,R) a unido das
hipersuperficies de energia requlares parcialmente hiperbolicas e das orbitas
fechadas elipticas, forma um subconjunto denso de M.

Como consequéncia, qualquer hipersuperficie de energia regular robus-
tamente transitiva de um Hamiltoniano C? é parcialmente hiperbdlica. Por
fim, obtivémos que as hipersuperficies de energia regulares estavelmente fra-
camente sombredveis sdo parcialmente hiperbélicas (ver [3, Teorema 6]).

MJT foi parcialmente financiada pelo CMAT - “Centro de Matematica da Universidade do Minho”, através

de fundos Portugueses da “Fundacdo para a Ciéncia e a Tecnologia”, Projeto PEstOE/MAT /UI0013/2014.
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