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Resumo: O trabalho de Hausel prova que a estratificacdo de Bialynicki-
Birula do espago moduli dos fibrados de Higgs de posto dois coincide com a
sua estratificacdo de Shatz. Estas estratificacdes ndo coincidem para posto
geral. Aqui, damos uma abordagem para o caso de posto trés da classificagao
da estratificagdo de Shatz em termos da estratificacdo de Bialynicki-Birula.

Abstract: The work of Hausel proves that the Bialynicki-Birula stratifica-
tion of the moduli space of rank two Higgs bundles coincides with its Shatz
stratification. These two stratifications do not coincide in general. Here, we
give an approach for the rank three case of the classification of the Shatz
stratification in terms of the Bialynicki-Birula stratification.
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1 Espaco Moduli de Fibrados de Higgs

Seja ¥ uma superficie de Riemann compacta de género g > 2, e seja K =
Ks, = (TX)* o fibrado de linhas canénico de X.

Definigao 1.1. Um fibrado de Higgs sobre ¥ é um par (E,®) onde F — X é
um fibrado vetorial holomorfo e ®: F— F®K é um endomorfismo de F tor-
cido por K, chamado campo de Higgs. Repare que ® € H(X; End(E) ® K).

'Este trabalho é financiado por Fundos FEDER através do Programa Operacional Fac-
tores de Competitividade-COMPETE e por Fundos Nacionais através da FCT-Fundacéo
para a Ciéncia e a Tecnologia no 4&mbito dos projetos PTDC/MAT-GEO/0675/2012 e
PEst-C/MAT/UI0144/2013 e a bolsa de estudo com a referéncia SFRH/BD/51174/2010.
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deg(F) d

tk(E) —
onde deg(F) é o grau de E e rk(FE) é seu posto. Para mais informagao,
veja-se por exemplo Kobayashi [5].

Defini¢ao 1.2. Um subfibrado F' C E é ®-invariante se ®(F)CF ® K. Um
fibrado de Higgs chama-se semi-estdvel se u(F') < u(E) para qualquer subfi-
brado ®-invariante ndo trivial 0 F C E. Chama-se estdvel se a desigualdade
¢ estrita para qualquer subfibrado préprio ®-invariante nao trivial 0# F C E.
Finalmente, um fibrado de Higgs chama-se poli-estdvel se é a soma directa
de subfibrados de Higgs estaveis, todos com o mesmo declive.

Para um fibrado £ — ¥ o declive define-se como: p(E) :=

Fixando o posto tk(F) = r e o grau deg(F) = d de um fibrado
de Higgs (FE,®), as classes de isomorfismo dos fibrados poli-estaveis
sdo parametrizadas por uma variedade quase-projetiva: o espaco moduli
M(r,d). Construcoes deste espago podem encontrar-se no trabalho de
Hitchin [4], utilizando Teoria de Gauge, ou no trabalho de Nitsure [6], uti-
lizando métodos de geometria algébrica.

2 Acgao de C* em M(r,d)

Existe uma ac¢ao holomorfa do grupo multiplicativo C* em M(r,d) definida
pela multiplicagdo: z - (E,®) — (E, z - ®). Note que Hausel [3] prova que o
limite liII(l)Z (E,®) = lir%(E, z - ®) estd bem definido e existe para todo o
2— 2=
(E,®) € M(r,d). Além disso, este limite ¢ fixo pela agdo de C*. Sejam {Fy}
as componentes irredutiveis do lugar de pontos fixos de C* em M(r,d).
Com base no trabalho de Bialynicki-Birula sobre acoes de grupos algébri-
cos [1], Hausel [3] define a estratificacio de Bialynicki-Birula da seguinte
maneira:
Definigdo 2.1. Considere o conjunto UPP := {(E, ®) € M(r,d)| lir%z :
2—

(E,®) € Fy}. Este conjunto é o estrato ascendente da estratifica¢io

Bialynicki-Birula:
M= JUPP.
A

Simpson [8] prova que os pontos fixos da agdo C* O M(r,d) sdo as
chamadas Variagoes de Estructura de Hodge, VHS:

n
(E,®) tal que E=EPEje®: E; —+ Ej11® K.
j=1

Dizemos que (E,®) é uma (rk(E4), ..., rk(E,))-VHS.
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3 Estratificacao de Shatz

Defini¢ao 3.1. Uma filtracio Harder-Narasimhan de E — ¥, é uma fil-
tracao da forma:

HNF(E): E=E;sDFEs1D>..DFE DEy=0 (1)
que satisfaz as seguintes propriedades:
i w(Ej1/E;) < p(Ej/Ej—1) paral <j<s—1.
ii. V;:=FE;/Ej_1 é semi-estavel para 1 < j <s.

Teorema 3.2 (Shatz [7, Theorem 1]). Todo fibrado vetorial E — ¥ tem
uma unica filtracio de Harder-Narasimhan.

Isto foi provado no caso em que X é uma curva algébrica projetiva nao-
singular, por Harder e Narasimhan [2]. A prova de Shatz [7] é vélida para
variedades projetivas lisas de qualquer dimenséo.

Definicao 3.3. Seja E — ¥ um fibrado vetorial de posto rk(E) = r, com
uma filtragdo Harder-Narasimhan como a mencionada acima em . Defin-
imos o tipo Harder-Narasimhan, abreviado HNT, como o vetor

HNT(E) : i = (11 ooy 1y 142 «evy 2y oee - s sy ey fbs) € QT (2)
onde pj = pu(V;) = p(Ej/E;j-1) aparece r; vezes e r; = rk(V}).

Definicdo 3.4. Em consequéncia das Proposi¢oes 10 e 11 de Shatz [7],
existe uma estratifica¢do finita de M(r, d) pelo tipo Harder-Narasimhan do
fibrado vetorial subjacente a um fibrado de Higgs:

M(r,d) = U}

onde U/ C M(r,d) é o subespaco de fibrados de Higgs (E, ®) cujo fibrado
subjacente E tem HNT(FE) = ¢, e a unido é sobre os tipos que existem em

M(r,d).

Proposigao 3.5 (Hausel [3, Proposition 4.3.2]). Se rk(E) = 2 temos que a
Estratificacao de Shatz coincide com a Estratificacao de Bialynicki-Birula.
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4 Resultado Principal

Seja [(E, ®)] € M(3,d) e denote (E°,®°) := lii%(E,z - ®). O estrato da
estratificagdo Bialynicki-Birula a que (E,®) pertence é determinado por
(E°, ®%), e depende do tipo de Harder-Narasimhan de E, e de certas pro-
priedades de ®. O nosso Teorema Principal descreve em detalhe esta de-
pendéncia.

Para enunciar o Teorema é conveniente usar a seguinte notacdo: para
um morfismo entre fibrados vetoriais ¢ : E — F' vamos escrever ker(¢) C E
e im(¢) C F para os subfibrados que se obtém saturando os respetivos
subfeixes.

Teorema 4.1. (1.) Suponha que E — X é um fibrado holomorfo que tem
HNT(E) = (p1, p2, o) onde pj = u(V;) e V; = E;/E;_1 sdo semi-estdveis.
Considere ¢o1 : V1 — Vo ® K induzido por

B ——E—2  EeK &9 (B/B)® K.

Defina T:=¢91(E1)@ K~ CVy onde tk(Z)=1, e defina também F := V&L
CVi® Vo = FE onderk(F) = 2. Entao temos duas possibilidades:
(1.1.) Suponha que p(F)<u(E). Entio (EY, ®Y) é uma (1,2)-VHS da forma:

E0<I>0:< @V2,< 8)).
>

(1.2.) Por outro lado, se ju(F)
da forma:

w(E) entdo (E°,®%) é uma (1,1,1)-VHS

0 0 O
(EY,9°) = (Ll @©Lo®D L3, | w1 0 0 )
0 @32 0

onde L1, Ly, and L3 sdo fibrados de linhas.

(2.) Analogamente, suponha que E — ¥ é um fibrado holomorfo tal que
HNT(E) = (p1, p1, p2) onde pj = (V) e V; = E;/E;_1 sdo semi-estdveis.
Considere ¢o1 : V1 — Vo ® K induzido por

P

Bl ——E Eo K 2% (B/B) @ K.

Defina N :=ker(¢21) CVi onde rk(N)=1. Entdo, temos duas possibilidades:
(2.1.) Suponha que u(N)<u(E). Entio(E°®°) é uma(2,1)-VHS da forma:

(EO <1>0) (Vl@Vm( dgl 8))
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(2.2.) Por outro lado, se u(N)>pu(E) entdo (E°, ®%) é uma (1,1,1)-VHS da
forma:

0 0O O
(E°,9°) = (Ll ©Lo®Ls3,| o1 0 0 )
0 @32 0

onde L1, Ly, and L3 sdo fibrados de linhas.

(3.) Finalmente, suponha que E — % é um fibrado holomorfo tal que
HNT(E) = (p1, 2, 3) onde pj = u(Vj) e V; = E;/Ej_1 sao semi-estdveis.
(8.1.) Suponha que p(Es/Eq) < p(E). Entdao podemos definir F' como no
caso (1.), e entdo, temos duas possibilidades:

(8.1.1.) Suponha que u(F) < u(E). Entdo: (E°, ®°) é uma (1,2)-VHS.
(3.1.2.) Se u(F) > u(E), entio: (E°, ®°) é uma (1,1,1)-VHS.

(3.2.) Por outro lado, se u(Es/E1) > u(E), entdo podemos definir N como
no caso (2.), e entdo, temos duas possibilidades:

(8.2.1.) Se u(N) < u(E), entdo: (E°,®°) é uma (2,1)-VHS.

(3.2.2.) Se n(N) > u(E), entdo: (EY, ®°) é uma (1,1,1)-VHS.
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