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Os leitores sao convidados a enviar, para eventual publicagao, solugoes,
comentarios, propostas de problemas, etc. Essa correspondéncia deve ser
enviada para a SPM, ao cuidado do editor desta sec¢ao. H4 livros para
sortear entre as solugoes recebidas em cada ntmero.

Relembremos o problema do nimero anterior.

Problemas para meninas

1. Seja m um inteiro positivo e D,, o conjunto dos divisores positivos de
n, incluindo 1 e n. Prove que no maximo metade dos elementos de D,
tem 3 como algarismo das unidades.

2. Sejam Aj,...,Ag oito pontos quaisquer do plano. Seja 7 uma recta
(orientada) qualquer. Consideremos os pés das perpendiculares tiradas
pelos pontos Ay, ..., Ag sobre 7.
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Atendendo & orientacao da recta, estes novos pontos definem uma per-
mutacao dos indices 1,...,8. Por exemplo, na figura a permutacao

é

123 456 7 8

21 8 3746 5
Imaginemos que este processo se repete para todas as rectas do plano
que nao geram projeccoes ortogonais coincidentes para pontos diferen-

tes. No maximo, quantas permutagoes diferentes de {1,2,3,4,5,6,7, 8}
se podem obter?

. O resultado ¢é evidente se n for uma poténcia de 2.

Se 5|n, sejam dy, ..., d,, os divisores de n que terminam em 3. Entao
5dq, ..., bd,, estao em D, e ndo terminam em 3.

Se 5)n e os divisores primos de n terminam em 1 ou em 9, entao todos
os elementos de D,, terminam em 1 ou 9.

Se 5 fn e existe um divisor primo p € D,, a terminar em 3 ou 7, seja
n=p'qcom (p,q) =1. Se Dy = {ai,...,a,}, entdo os divisores de n
Sa0

T 7 r
ai, aip,...,a1p ,a2,a2p,...,a2p ,..., 0k, AgpP, ..., 0P

Para cada d; = asp’ € D, seja e; € Dy, o parceiro de d;, definido por
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PROBLEMAS 57

/—1

o asptt se <7
Y asp se {=r

Se d; termina em 3, entdo o ultimo digito de e; ndo é 3 (p termina em
3ouT).

Se di,dj € Dy (i # j) terminam ambos em 3, os seus parceiros sao
diferentes, j& que se e; = e; = asp’ temos, sem perda de generalidade,
di = asp'™1, d; = agp’™!, donde d; = d;p?, o que inviabiliza a partilha
do ultimo digito.

. Se duas rectas orientadas sdo paralelas, as respectivas permutagoes
coincidem, pelo que basta considerar rectas concorrentes num ponto

0.

Se uma recta for perpendicular & recta definida por dois pontos dados,
A; e Aj, entao as projecgoes de A; e de A; coincidem.

Consideremos todas as rectas por O perpendiculares a um par de pon-
tos dados. Seja o seu namero k. Claro que k < (2) = 28. Pelo que ha,
no maximo, 2k < 56 rectas orientadas por O.

Consideremos estas rectas orientadas £1, . .., fo, numeradas em sentido
anti-horario. Sejam ¢ e ¢’ rectas orientadas quaisquer tais que ¢;,¢, {41
e £j, V', lj11 estdo em ordem anti-horaria. Neste caso, as permutagoes
definidas pelas duas rectas coincidem. Ilustremos com um caso de trés
pontos dados.

Boletim da SPM 78, Dezembro 2020, pp. 55



58 NOTAS SOBRE O PROBLEMA ANTERIOR E PLANO PSICADELICO

Se a situacao anterior nao se verifica, entao existe j tal que ¢/, ¢;, ¢ estao
em ordem anti-horaria. Seja ¢; perpendicular a recta por A; e Aj,.
As projecgoes de A, e Aj, em £ e ¢ estao em ordens diferentes, pelo
que as permutagoes sao distintas. Vejamos de novo uma ilustragao:

Concluimos entao que o niimero de permutagoes é 2k. Como 2k pode

tomar o valor 56, no caso de os pontos dados estarem em posicao
genérica, a resposta é 56.
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PROBLEMAS 59

Plano psicadélico

Imaginemos que cada ponto do plano é pintado vermelho ou azul. Sera
que ha dois pontos da mesma cor exactamente a um metro de distadncia um
do outro? Esta é uma questao facil: considere-se um tridngulo equilatero de
lado um. Que cores podem ter os seus vértices?. ..

Propomos uma questao mais interessante: Provar que h&d um rectangulo
cujos vértices tém todos a mesma cor.

No mesmo contexto, serd que pelo menos uma das cores (azul ou ver-
melho) realiza todas as distancias possiveis?

Usemos agora trés cores. Admitamos entdo que os pontos do plano sao
pintados de azul, vermelho ou verde. Prove que hé dois pontos da mesma
cor exactamente a um metro de distancia um do outro.

Deixemos as cores de parte. Pego agora que o leitor me dé um exemplo
de um conjunto de pontos no plano, S, de cardinalidade minima, com a
propriedade de nao existir nenhum ponto do plano cuja distdncia a cada
elemento de S ser racional.
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