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Resumo: Este artigo estda organizado em duas partes distintas, desenvol-
vidas em paralelo, onde ilustramos a utilidade das conexdes de Galois na
teoria dos niimeros (primeira parte) e das inversoes de Mobius-Rota na com-
binatéria (segunda parte). Estas ferramentas permitem abordar problemas
aparentemente dificeis, transformando-os, com um simples processo de in-
versdao, em problemas equivalentes mais simples. O fio condutor comum é a
visdo conceptual da teoria dos reticulados.

Abstract: This paper is organized in two distinct but parallel parts. Our
goal is to illustrate the parallel between the usefulness of Galois connecti-
ons (quasi-inversions) in number theory and of Mobius-Rota inversions in
enumerative combinatorics. These tools allow to address apparently hard
problems in an illuminating unifying way, by (quasi-)inverting them into
much simpler equivalent problems. The common setting is the conceptual
point of view of lattice theory.
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«At a time when mathematical fashion despises generality (seen as gratuitous

“generalities”, i.e. vacuities) I affirm the principal force in all my work has

been the quest for the “general.” In truth I prefer to accent “unity” rather than

“generality” But for me these are two aspects of one quest. Unity represents
the profound aspect, and generality the superficial aspect.»

— ALEXANDRE GROTHENDIECK

(Récoltes et Semailles, 1986)

! Trabalho realizado no ambito do programa Nowos Talentos em Matemdtica da Fun-
dagdo Calouste Gulbenkian.
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1 Um problema elementar de nimeros

«Quem? O infinito?
Diz-lhe que entre.
Faz bem ao infinito
estar entre gente.»
— ALEXANDRE O’NEILL
(De Porta em Porta, 1960)

Denotemos por Ny o conjunto dos nimeros naturais (onde incluimos
o numero 0) e consideremos duas fun¢des bem conhecidas da teoria dos
ndimeros: seja f(n) o n-ésimo nimero primo e seja g(n) o nimero de nimeros
primos que ndo excedem n. Serd conveniente considerarmos a sucessao f
dos ntimeros primos a comegar em n = 0: assumimos que f(0) = 0. Claro
que g(0) = 0. Calculemos agora os primeiros valores das sucessoes definidas
pelas somas f(n) +negn)+n+1(neNy):

n 0123 4 5 6 7 8 9 10

fn 0 2 35 7 11 13 17 19 23 29
fm)+n 0 3 5 8 11 16 19 24 27 32 39
gm) 0 0 1 2 2 3 3 4 4 4 4
gm)+n+1 1 2 4 6 7 9 10 12 13 14 15

Observemos melhor os nimeros nessas duas linhas:
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15, ...

Surpreendente, ndo? Serd que o 17 e o 18 aparecerdao em seguida na linha
correspondente a g(n) +n+17 (o 16 e o 19 ja estdo na linha de f(n) 4+ n.)
Isto é, serd que estas sequéncias infinitas de naturais sdo complementares, ou
seja, nao tém elementos comuns e em conjunto esgotam todos os naturais?
Desafiamos o caro leitor a tentar demonstrar tal facto. Nao parece ser um
exercicio facil, pois nao? De facto, esta longe de ser 6bvio!

E mais: este facto ndo tem nada a ver com as propriedades dos nimeros
primos! Por exemplo, se f(n) for agora o n-ésimo quadrado perfeito (con-
vencionamos mais uma vez f(0) = 0) e g(n) for o nimero de quadrados
perfeitos que nao excedem n, obtemos a tabela
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n 0123 4 5 6 7 8 9 10

f(n 0 01 4 9 16 25 36 49 64 281
f(n)+n 0 1 3 7 13 21 31 43 57 73 91
g(n 122 2 3 3 3 3 3 4 4
gln)+n+1 2 4 5 6 8 9 10 11 12 14 15

E poderiamos continuar com outros exemplos. Mais geralmente, para
uma qualquer propriedade P, se f(n) é o n-ésimo nimero P, f: Ny — Ny
uma sucessao crescente, com f(0) = 0, tendendo para oo com n, e g(n) é o
nimero de numeros P que ndo excedem n, o problema resume-se a:

Problema 1. Serd verdade que as sequéncias
F={f(n)+n|neNy} e G={g(n)+n+1|necNy}
sdo complementares?

Este problema foi originalmente resolvido por J. Lambek e L. Moser em
1954 [10], tendo resposta positiva, como veremos mais adiante. O padrao
comum a este e outros problemas analogos, envolvendo fun¢des bem conhe-
cidas da aritmética e da teoria dos nimeros, sao as conezdes de Galois [9].
Isso mesmo, o tipo de conexao entre os corpos intermédios de uma extensao
de corpos e os subgrupos do correspondente grupo de automorfismos, base
da teoria de Galois moderna reformulada por E. Artin.

Este artigo é constituido por duas partes aparentemente distintas.

Na primeira parte, abrangendo as primeiras cinco secgdes, veremos como
as conexoes de Galois [0, [§], combinando grande clareza estrutural e facili-
dade computacional, resolvem o Problema 1 de uma maneira surpreenden-
temente simples e elegante. Observaremos como, olhadas como uma gene-
ralizacdo de pares de bijecgdes mutuamente inversas (mais especificamente,
pares de fungbes quase inversas), permitem transferir informagao do lado
onde esta é mais completa para o lado oposto. Aproveitaremos ainda para
mostrar a sua utilidade no ensino dos fundamentos da teoria dos conjuntos
na possivel unificagdo e sistematizacdo de muitas propriedades .

Na segunda parte do artigo (secgdes 6-10) passamos dos nimeros para
a combinatéria. O objectivo é apresentar, numa abordagem em tudo pa-
ralela a primeira parte, uma ferramenta da combinatéria enumerativa que
desempenha um papel andlogo ao das quase-inversdes de Galois descrito na
primeira parte: as inversoes de Mdébius-Rota [16].
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2 Conexoes de Galois

«Adjunctions arise everywhere»

— SAUNDERS MAC LANE

(Categories for the Working Mathematician, 1971)
A famosa solugao do problema da resolubilidade algébrica de uma equa-
¢ao polinomial baseia-se na correspondéncia, descoberta por Galois (1811-
1832) em 1830, para uma dada extensdo de corpos K C K, entre a colecgio
F dos subcorpos de K contendo K e a coleccao G de todos os subgrupos do
grupo de automorfismos de K que deixam K invariante (o chamado grupo

de Galois dessa extensao):

(?: KCFiCK)
(9: GQGi_G>

A moderna teoria de Galois baseia-se nesta correspondéncia e no facto es-
sencial de que as fungbes f e g s@o, em geral, quase inversas uma da outra:

U

VG eG, VFeT (F(G)CF & G2 g(F)).

Esta correspondéncia é um exemplo daquilo a que hoje se chama uma co-
nexao de Galois (dual ou contravariante): Birkhoff, em 1940, associou uma
conexdao deste tipo a qualquer relagéo binaria (a que chamou polaridade [2])
e, em 1944, Ore [14] generalizou o conceito a quaisquer conjuntos parcial-
mente ordenados. Invertendo a ordem num dos lados chegamos a definicao
(covariante) moderna de conexao de Galois [2, p. 124]:

Definicao 2.1. Sejam (A, <) e (B, <) dois conjuntos parcialmente ordena-
dos. Um par de fungoes

Boletim da SPM 76, Dezembro 2018, pp. 57



JORGE Pi1cADO e PEDRO M. SiLvAa 61

diz-se uma conezdo (ou adjungdoEI) de Galois quando
Vaec A, Vbe B (f(a)<b < a<gb)).

A funcao f chama-se o adjunto a esquerda enquanto g é o adjunto a direita.
Abrevia-se tudo escrevendo simplesmente f - g.

Note que, no caso em que as relagoes de ordem em A e B sdo a relagao de
igualdade, f - g significa simplesmente que f e g sdo um par de bijeccgdes
mutuamente inversas.

E agora claro que em todos os exemplos da secgdo anterior temos preci-
samente uma conexao de Galois f 4 ¢ em (Np, <).

Note que um adjunto a esquerda (resp. a direita) de uma dada funcao
monotona pode ndo existir, mas caso exista é necessariamente inico: se
fila) <b<sa<g(b),i=1,2, entdo, evidentemente, fi(a) < b < fa(a) <b.

Proposicao 2.2. Sejam f: A— B eg: B— A.
(1) Se f 4 g entao:

(i) f e g sao fungoes quase-inversas, isto é, fg <id e id < gf.
(ii

(iii

f eg sdo mono’tonasﬁ

fof=fegfg=g.

(iv) f e g definem bijeccoes entre f[A] e g|B], inversas uma da outra.

)
)
)
(v) f preserva supremoﬁ g preserva infimos,
fla)=inf{be Bla<g()} e g(b)=sup{ac Al f(a)<b}.
2) Reciprocamente, se f e g sGo mondtonas, entdo:
(

(i) Se, para cada b € B, existe o supremo de {a € A | f(a) < b} em A,
e f preserva estes supremos, entdo f possui um (dnico) adjunto @
direita dado por esta formula.

2 Terminologia influenciada pela teoria das categorias, uma vez que este conceito é um
exemplo do conceito mais geral de adjunc¢do entre duas categorias, aplicado a conjuntos
parcialmente ordenados (considerados como categorias magras, de modo standard). Se-
gundo este ponto de vista, toda a teoria de reticulados pode ser vista como teoria das
categorias em categorias magras, precisamente (0, 1)-categorias (ver [nLab HomePage,
ncatlab.org/nlab/show/partial+order]).

3 As condigbes (1:i) e (1:ii), em conjunto, caracterizam a adjuncdo f - g: se f(a) < b
entdo gf(a) < g(b) pelo que a < gf(a) < g(b); analogamente, se a < g(b), entdo f(a) <
fg(b) <b.

4 Dizemos que f preserva supremos quando preserva todos os supremos que existem em
Aj; analogamente para os infimos.
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62 CONEXOES DE (GALOIS E INVERSOES DE MOBIUS-ROTA

(ii) Se, para cada a € A, existe o infimo de {b € B | a < g(b)} em
B, e g preserva estes infimos, entio g possui um (unico) adjunto
a esquerda dado por esta formula.

Demonstragao. (1) (i) Como f(a) < f(a), entdo a < gf(a) para qualquer
a € A. Analogamente, fg(b) < b para qualquer b € B.

(ii) Se a < @’ em A, entdo a < gf(a’), isto é, f(a) < f(a’). Analogamente
para g.

(iii) A desigualdade fgf < f decorre imediatamente da desigualdade fg <
id, enquanto id < ¢gf e o facto de f ser mondtona implicam f < fgf. De
modo andlogo, gfg = g.

(iv) E consequéncia imediata da alinea anterior.

(v) Sejam S C A, x = sup S. Temos que mostrar que f(z) é o supremo de
{f(s)|s€ S} em B:

e f(z) > f(s) para qualquer s € S pois f é monétona.

e Se algum b € B satisfaz b > f(s) para todo o s € S entdo, pela
adjuncao, g(b) > s para todo o s € S e, portanto, g(b) > x. Pela
adjuncao, isto significa que b > f(x).

De modo anélogo, pode provar-se que g preserva infimos.
Finalmente, mostremos que g(b) = sup{a € A | f(a) < b} (o resultado
dual para f segue de modo semelhante):

e Denotemos o conjunto {a € A | f(a) < b} por S. Claramente g(b) € S
pois fg(b) <b.

e Por outro lado, g(b) > s para qualquer s € S, uma vez que, por
definicao de S, b > f(s) para qualquer s € S.

(2) (i) Consideremos a fungao h: B — A definida por
h(b) = sup{a € A | f(a) < b}.

Trata-se de um adjunto a direita de f: se f(a) < b, evidentemente a < h(b);
reciprocamente, se a < h(b), entdo, como f é mondtona e preserva supremos,

fla) <sup{f(d) | a' € A, f(d') < b} <b.
(ii) Por dualidade. O

Corolario 2.3. Sejam f: A— B e g: B — A fung¢des mondtonas.

(1) f é um adjunto da esquerda se e sé se preserva supremos e para cada
b € B existe o supremo de {a € A| f(a) < b} em A.
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(2) g € um adjunto a direita se e s6 se preserva infimos e para cada a € A
existe o infimo de {b € B|a < g(b)} em B. O
Portanto, quando A e B séo reticulados completos,

(1) f é um adjunto a esquerda se e s6 se preserva supremos, e

(2) g é um adjunto a direita se e s6 se preserva infimos.
3 Resolvendo o Problema com conexées de Galois

«The structural contribution of Galois was not so much
to do with fields and groups but with their relationship.»
— @QYSTEIN ORE

(Galois connexions, 1944)

Analisemos agora a situacdo que nos interessa, do Problema 1:
A =B = (Np, <), com a ordem usual <.

Trata-se de um conjunto totalmente ordenado, onde todo o subconjunto nao
vazio tem um infimo — o seu minimo —, mas sé os subconjuntos finitos tém
supremo — o maximo do conjunto —; em particular, o maximo do conjunto
vazio é o zero.

Lema 3.1. Seja f: Ng — Ng. Entdo:

(1) f[No] é um conjunto infinito se e sé se {m € Ny | f(m) > n} # 0 para
qualquer n € Ny.

(2) Se f é mondtona entdo as sequintes afirmagéoes também sdio equivalentes:

(i) f[No] é um conjunto infinito.
(ii) f(n) — oo quando n — oo (isto €, Vm € Ng AN € Ng: f(n) > m
para qualquer n > N).
(iii) {n € No | f(n) < m} € finito para qualquer m € Ny.
Demonstragio. (1) Suponhamos que f[Np] é infinito. O caso n = 0 é 6bvio:
{m € Ny | f(m) > 0} = Ny. Os restantes casos (n € N) também sao

evidentes: se {m € Ng | f(m) > n} fosse vazio, teriamos f[Ng] C [0, — 1],
um absurdo.
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Reciprocamente, se f[Np] fosse finito, igual a, digamos, {y1 < y2 <

- < yr} € Ny, para n = yi + 1 existiria, por hipétese, m € Ny tal que
f(m) >n > yg, pelo que f(m) ndo pertenceria a f[Np], um absurdo.
(2) (i)=(ii): Para cada m € Ny, como f[Np] é infinito existe N tal que
f(N) > m. Pela monotonia de f, f(n) > f(N) > m para qualquer n > N.
A implicacao reciproca (ii)=(i) é ébvia.
(ii)=-(iii) Seja m € Ny. Se {n € Ny | f(n) < m} fosse infinito, terfamos uma
sucessao

np<ng<---<ng<--- (keN)

tal que f(n;) < m. Como f é mondtona, isto implicaria f(n) < m para todo
o n € Ng, o que contraria a hipdtese.

(iii)=-(ii) Seja m € Ny. Como A,, := {n € Ny | f(n) < m} é finito entdo
existe N € Ny tal que N ¢ A,,,, ou seja, f(IN) > m. O

O Corolario 2.3 reduz-se agora a:
Corolario 3.2. Sejam f,g: Ng — Ny fungdes mondtonas.

(1) f € um adjunto da esquerda se e sé se f(0) =0 e f[Ng] € infinito. Nesse
caso, o seu adjunto direito é dado pela férmula g(m) = max{n € Ny |

f(n) <mj}.

(2) g €é um adjunto a direita se e sé se g|[Ng| é infinito. Nesse caso, o seu
adjunto direito é dado pela formula f(n) = min{m € Ny | n < g(m)}.

Demonstragao. (1) Como (Np, <) é totalmente ordenado, qualquer fungao
monétona f: Ny — Ny preserva supremos binarios. Portanto, preserva todos
os supremos que existem em Ny, isto é, os supremos finitos, se e s6 se f(0) =
0. Por outro lado, para cada m € Ny, o conjunto {n € Ny | f(n) < m} tem
supremo se e so se é finito. Pelo Lema (2), a finitude daquele conjunto é
equivalente a condicao ‘f[Ny] é infinito”

(2) Em primeiro lugar, qualquer fungdo monétona g: Ny — Ny preserva
infimos de subconjuntos ndo vazios e, portanto, preserva todos os infimos
que existem em Ng. Além disso, para cada n € Ny, o conjunto {m € Ny |
n < g(m)} tem infimo se e s6 se ndo é vazio, ou seja, se e s6 se a imagem

g[No] é infinita (Lema [3.1}1)). O

Daqui decorre, sem dificuldade, o resultado de Lambek-Moser [10] [9]
que confirma que o Problema 1 (pag. 3) tem, de facto, resposta positiva. O

Boletim da SPM 76, Dezembro 2018, pp. 57



JORGE Pi1cADO e PEDRO M. SiLvAa 65

Teorema de Lambek—MoseIHé universal, no sentido em que descreve qualquer
particdo dos naturais em dois subconjuntos infinitos, em termos de conexoes
de Galois em (Ny, <):

Teorema 3.3. (1) Sejam F e G subconjuntos infinitos complementares de
No com 0 € F. Sendo F(n) o (n+ 1)-ésimo elemento de F' e G(m) o
(m + 1)-ésimo elemento de G, as fungoes f,g: Ng — Ny definidas por

fn)=F(n)—n, g(m)=G(m)—m-—1
determinam uma conexdo de Galois f - g.

(2) Seja f - g uma conexdo de Galois entre (No,<) e ele proprio. Os
conjuntos

F={f(n)+n|neNy} e G={g(n)+n+1|necNy}
sao infinitos e formam uma partigio de Ny (com 0 € F).

Demonstragio. (1) Teremos que mostrar que f(n) < m se e sé se n < g(m),
isto é,

Fn)<n+m < n+m+1<G(m).
‘=": Por absurdo: Se F\(n) <n+me G(m) <n+m, entao F(0),...,F(n)
e G(0),...,G(m) seriam m + n + 2 ntimeros naturais distintos < m + n.
‘<’ Por absurdo: Se G(m) £ n+m e F(n) £ n+ m, entdo F teria no
maximo n elementos < n+m e G teria no maximo m elementos < n+m, pelo
que a sua unido teria no maximo n + m elementos < n + m, contradizendo
a existéncia de n +m + 1 naturais < n + m.

(2) O Corolario garante que o subconjunto F' é infinito e contém o
ntimero 0. O complementar G’ = Ny \. F' também ¢ infinito: se nao fosse,
existiria ng € Ny tal que n € F para qualquer n > ng, pelo que teriamos
F(n) = F(ng) + (n — ng), isto é, f(n) +n = f(no) + no + n — ng, ou seja,

s

f(n) = f(no) para qualquer n > ng, contradizendo o facto de que f[Np] é
infinito (Corolario (3.2)).
Assim, por (1), f teria um adjunto & direita ¢’ definido por
g(m)=G(m)—m-—1
onde G'(m) é o (m + 1)-ésimo elemento de G'. Mas, como vimos na sec¢ao
anterior, os adjuntos sdo tnicos, logo ¢’ = g e, consequentemente,

G'(m) =g(m)+m+1=G(m).

Portanto, G é o complemento (infinito) de F' em Npy. O

5 O resultado andlogo a este para o conjunto parcialmente ordenado (Z, <) encontra-se
em [9].
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4 llustrando as potencialidades do método

«In their most general sense, adjunctions and/or Galois connections

make it possible to relate two “worlds” of (more or less mathematical)

objects with each other in order to gain information about one world
by passing to the other, perhaps better known world.»

— MARCEL ERNE

(Capitulo 1 de [6], 2004)

Exemplos 4.1. (1) A vantagem que podemos tirar de uma conexao de
Galoisﬂ tal como o préprio Galois fez, é concluir factos novos num dos lados
da correspondéncia (no problema de Galois, no lado das extensées de corpos)
a partir de factos mais facilmente provaveis no lado oposto. Por exemplo, a
férmula de célculo para o n-ésimo termo da sucessdao em Ny dos quadrados
perfeitos é 6bvia: (n — 1)2. Mas j4 ndo parece tdo facil determinar uma
férmula geral para o n-ésimo niimero que nao é quadrado perfeito. Vejamos
como com uma simples conexdo de Galois podemos descobrir esta formula
a partir da primeira.

Seja F' a sucessao dos quadrados perfeitos em Ny e G o respectivo com-
plemento:

n 0123 4 5 6 7 8 9 10
F:fm)+n 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
fn) 0 0 2 6 12 20 30 42 56 T2 90
G:ign)+n+1 2 3 5 6 7 8 10 11 12 13 14
gm) 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 3

O problema resume-se a determinacdo de uma férmula para G(n —1) =
g(n — 1) + n. Para isso basta aplicar o Teorema
Primeiro,

f(n)=n?>—n, g(n)=Gn)—n-—1.

Da adjuncao f 4 g sabemos entdo que

g(n) = max{m € Ny | f(m) <n} = max{m € Ny | m? —m < n}

8 Para mais informacéo sobre conexdes de Galois consulte, por exemplo, [6] [8, [15].
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e, como

1
m2—m§n@m2—m+1<n+1

1\?2 1
entdo g(n) = |[v/n+ 1+ 3| = [\/n+1], onde |z| denota a parte inteira do
real = (mais adiante usaremos também a notagao [z] para referir o menor
inteiro que ndo é menor que z) e [zr] designa o inteiro mais préximo de
x (onde, no caso de z ser a metade de um inteiro impar y, escolhemos

[x] = ygl). Concluindo,

Gn—1) =n+ V7]

¢ 0 n-ésimo nimero em Ny que ndo é quadrado perfeito.

(2) Sejam p e ¢ nimeros irracionais positivos tais que % + % = 1. A funcéo
f definida por f(n) = |(p—1)n] é um adjunto a esquerda da fungao g dada

por g(m) = [(¢ —1)(m + 1)]. Portanto,
F(n)=f(n)+n=|pn|] e G(m)=g(m)+m+1=|g(m+1)], n,m € Ny,

enumeram uma particdo de Ny em subconjuntos infinitos. Esquecendo
F(0) = 0, temos entdao que as sequéncias

A={lpl,20),13p),---} e B=A{ld],[2q], 34}, }

constituem uma partigio de N. Trata-se de um resultado de Beatty [I]
com 90 anos; por isso, as sequéncias em A e B sdo chamadas sequéncias de
Beatty. Por exemplo, p = /2 gera a sequéncia de Beatty

A={1,2,4,5,7,8,9,11,12,14,15,16,18,19,21,...}.

A grande surpresa que o resultado de Beatty nos proporciona é que o com-
plemento de A em N,

N\ A4 = {3,6,10,13,17, 20, 23,27, 30, 34, 37, 40, 44, . . .},

¢ também uma sequéncia de Beatty, gerada por ¢ = -2

p—1

e |
e | 22 el

Para mais exemplos elementares em N (ordenado pela relagao de divisi-
bilidade) e em Z (com a ordem usual) consulte [9].
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5 Mais sobre conexoes de Galois

«Since the beginning of the century, computational procedures have
become so complicated that any progress by those means has become
impossible, without the elegance which modern mathematicians have
brought to bear on their research, and by means of which the spirit
comprehends quickly and in one step a great many computations.»

— EVARISTE GALOIS
(Do prefécio do seu ultimo manuscrito, 1832)

Talvez valha a pena atentarmos em mais alguns exemplos elementares
de conexoes de Galois [8, 9, [15] que revelam algum do seu potencial o ensino
dos fundamentos da teoria dos conjuntos.

Exemplos 5.1. (1) Suponhamos que uma fungdo f: N — N pode ser es-
tendida a uma funcao real crescente f no intervalo (1,400) e seja ¢ a sua
inversa. E evidente que [¢(—)] é um adjunto & esquerda de f e [¢(—)] é
um adjunto & direita de f (consequéncia do facto 6bvio de que [¢p(m)] < n
sse o(m) < n, e [¢(m)] > n sse ¢(m) > n).

Logo, por exemplo, [logs| e |logy]| s@o os adjuntos a esquerda e a direita
da exponencial n — 2",

(2) Sejam X e Y conjuntos arbitrarios e f: X — Y uma fungao arbitraria.
Uma vez que, para quaisquer AC X e BCY,

fI[A] € Bseesése AC f1B], (5.1.1)
as funcoes
=] P(X) = P(Y) e [ P(Y) = P(X)

sdo adjuntas, f[—] & esquerda e f~1[—] & direita. Isto significa que f[—] pre-
serva supremos enquanto f~![—] preserva infimos. Dai as férmulas basicas
da teoria dos conjuntos

f@AAZUfMA e fNB]=Nf B

i % %

Compare agora a Proposicdo [2.2] com as férmulas standard da teoria dos
conjuntos

fIf YUBICB e ACfYfA],
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Mas f~![~] também tem um adjunto & direita:
fUB]C A seesése BCY N fIX ~ Al (5.1.2)

(De facto, se b € B e, por absurdo, b pertencesse a f[X ~\ A], teriamos
b= f(a') para algum @’ € X \ A, donde o’ € f~1[B] C A, uma contradicio;
reciprocamente, se x € f~![B] entdo f(z) € B C Y ~\ f[X \ A], isto é,
f(x) ¢ fIX ~ A], pelo que z € A.)

Daqui decorrem as propriedades bem conhecidas da teoria dos conjuntos

FUUBI=US B, BCY~ fIX~ fYBI
FUY N FIX N A C A, ete.

Em geral, no entanto, a fun¢do imagem f[—| ndo tem nenhum adjunto a
esquerda, uma vez que, ao contrario das pré-imagens, as imagens nao pre-
servam infimos.

De facto, se f[—] preserva infimos, f é necessariamente uma bijecgdo:
se nao fosse injectiva, existiriam a # b em X tais que f(a) = f(b) =y, o
que implicaria f[A N B] = f[0] = 0, para A := {a} e B := {b}, enquanto
y € f[A]Nf[B]; por outro lado, a sobrejectividade de f decorre simplesmente
da preservacao de infimos para familias vazias: em P(X) (resp. P(Y)) esse
infimo é precisamente X (resp. Y), pelo que f[X] =Y.

Claro que no caso em que f é uma bijeccao, com funcao inversa g: Y —
X, a equivaléncia aplicada & inversa g diz-nos que g[B] C A se e 86
se B C g '[A], isto é, f~'[B] C A se e sé se B C f[A], ou seja, neste caso
especial tem-se mesmo f~1[—] 4 f[-].

(3) Sejam X, Y espacos topoldgicos e f: X — Y uma fungao continua. A
adjuncao pode ser modificada numa adjungao entre as duas topolo-
gias:

fHB] C A seesése BCint(Y N f[X~ A (5.1.3)
para quaisquer abertos A e B de X e Y, respectivamente. Contudo, a
adjuncao nao tem correspondente neste contexto, uma vez que, como
é facil de verificar, para funcdes continuas e conjuntos abertos, a fungao
imagem nao preserva unides enquanto a pré-imagem preserva unioes mas, em
geral, ndo preserva infimos (note que, no caso infinito, estes nao coincidem,
em geral, com as intersecgdes mas sim com o interior das intersecgoes).

6 Um problema elementar de combinatéria

«God created infinity, and man, unable to understand infinity, had to
invent finite sets.»
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— GIAN-CARLO RoTA
(‘Combinatorics’, em: Discrete Thoughts, 1969)

«A vida é a arte do encontro

Embora haja tanto desencontro pela vida»
— Vinicius DE MORAES
(Samba da bengéo, 1967)

Como qualquer estudante rapidamente se apercebe, o estudo da combi-
natoria enumerativa torna-se um desafio mais sério a partir do momento em
que comecamos a impor restrigdes nalgumas posi¢oes das configuragoes em
andlise. Por exemplo, no chamado ‘jogo dos pares’ (de casino):

Problema 2. As 52 cartas de um baralho sao dispostas sequencialmente,
com o seu valor a vista. O ‘croupier’ dispde entdo as cartas de um sequndo
baralho, uma a uma, por cima das primeiras. Ganha-se o jogo caso nenhuma
carta do sequndo baralho coincida com a carta do primeiro baralho com quem
emparelha. Qual é a probabilidade de vitéria?

Uma das férmulas mais teis na resolugao destes problemas é o chamado
Principio da Inclusao-Exclusao, também conhecido por formula do crivo ou
formula de da Silva-Sylvestevﬂ Este principio estende a conjuntos arbitrarios
o principio ébvio, habitualmente apelidado de Principio da Adicdao, de que o
cardinal da unido de conjuntos disjuntos (dois a dois) é a soma dos cardinais
de cada um desses conjuntos.

Por exemplo, no caso de trés conjuntos A, B e C' ndo necessariamente
disjuntos, se somarmos os elementos em A, B e C' (Fig. 1)

7 O Principio da Inclusdo-Excluséo foi publicado pela primeira vez em 1854, num artigo
de Daniel da Silva, e redescoberto mais tarde, em 1883, por Sylvester. Por isso, a férmula
do crivo e suas similares sdo, por vezes, apelidadas de férmulas de da Silva ou de Sylves-
ter. Realgamos o facto de Daniel da Silva, na opinido de Gomes Teixeira o mais notéavel
mateméatico portugués do séc. XIX, ter sido estudante da Universidade de Coimbra; trans-
crevemos de [J. Silva Oliveira, Daniel Augusto da Silva, Boletim da SPM 2 (1979) 3-15]:
«Daniel da Silva (1814-1878) foi, além de matemético eminente do seu tempo, oficial da
Armada e professor da Escola Naval. Como estudante frequentou primeiro a Academia
Real de Marinha e prosseguiu depois os seus estudos na Universidade de Coimbra onde se
licenciou em Matematica e acabou por se doutorar.»
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(AN

C
Figura 1: |A| + |B| +|C|.

estaremos a contar, uma vez cada um, os elementos de A ~\ (B U C), os de
B~ (AUC) e os de C~ (AU B), mas estaremos a contar por duas vezes
os elementos de (AN B) N C, (ANC) N~ Be (BNC)\ A, e, pior ainda,
estaremos a contar por trés vezes os elementos da intersec¢go AN BN C.
Podemos comegar por descontar os primeiros, subtraindo |[ANB|, [ANC| e
|BNCl:

(NN

C
Figura 2: |A|+ |B|+|C|—(|ANnB|+|[ANnC|+ |BNCY).

Mas agora acabamos por descontar os elementos da interseccdo AN BN C
mais do que deviamos (o zero na Fig. 2 indica que os elementos dessa regiao
ainda nao foram considerados para a contagem dos elementos de AUBUC),
tendo que os repor novamente, para que a contagem fique finalmente certa:
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(NN

C
Figura 3: |[A|+ |B|+ |C| - (|JANB|+|ANC|+|BNC|)+|AnBNC|.

No caso geral de n conjuntos Aj, As, ..., A,, esta férmula estende-se
facilmente a (ver, por exemplo, [3] para uma demostragao):

Proposicao 6.1. [Principio da Inclusao-Exclusio] Para cada I C
{1,2,...,n} seja n(I) = | Nijer Ai|. O cardinal da unido A1 U Ay U---U A,
€ dado pela formula

S @) - S n)+ 3 n() =+ (=)™ S (D).

[]=1 []=2 [1=3 [|=n

O problema do jogo dos pares é um caso particular do bem conhecido
problema dos desencontros:

Problema 2B. Uma permutagdo aj, aj, . . .a;, de S = {ai,as,...,a,} diz-se
um desencontro de S caso ji # k para qualquer k € {1,2,...,n}. Quantas
das n! permutacoes de S sdo desencontros?

De facto, denotando por D,, o nimero de desencontros de um conjunto
com n elementos, a probabilidade de vitoria no jogo dos pares é evidente-

mente igual a
Dso

52!
Deixamos agora ao cuidado do leitor o exercicio (recorrente em qualquer
curso de Mateméatica Discreta) de verificar, com a ajuda do Principio da
Inclusao-Exclusao, que, para cada n € N,

Dy =3 (=1 (:)r! =l (21' _ % I (_1)n1) . (6.11)

r=0
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n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
D, 1 2 9 44 265 1854 14833 133496 1334961 14684570

Aqui, o segredo de aplicagdo do principio de da Silva reside na cons-
tatacdo de que, nao sendo facil determinar directamente o ntmero D,,, é,
por outro lado, imediato o cdlculo, para cada k, do nimero de permutagoes
aj aj, ...a;, de S tais que jp = k (portanto aquelas em que aj, estd na sua
posicao original), bem como o célculo para cada par k, [, do nimero de per-
mutagoes nas quais os elementos ay e a; estdo nas suas posi¢oes primitivas
kel etc.:

(n — 1)! no primeiro caso, (n — 2)! no segundo caso, etc.

7 Inversoes de Maobius

«The apex of mathematical achievement occurs when two or more fields

which were thought to be entirely unrelated turn out to be closely

intertwined. Mathematicians have never decided whether they should
feel excited or upset by such events.»

— GIAN-CARLO RoTA

(‘A Mathematician’s Gossip’, em: Indiscrete Thoughts, 1997)

Como veremos mais adiante, o Principio da Inclusdo-Exclusao pode
obter-se como exemplo de aplicagdo do processo de inversao de Mobius num
conjunto parcialmente ordenado. A inversdo de Mobius [13], introduzida
originalmente em 1832 por August Ferdinand Mobius (1790-1868) no con-
texto da teoria dos ntimeros, pode ser descrita, nos seus aspectos basicos, do
seguinte modo. Uma funcdo aritmética é uma funcdo N — R (ou, mais ge-
ralmente, N — C, mas aqui consideraremos apenas fungoes reais). Qualquer
par de fungoes aritméticas f, g tem um produto de convolugao (de Dirichlet)
f * g, definido por

(Frm) = X fRgm) =3 F(5)g(d).

k,m: km=n d: d|n

Este produto tem uma identidade: a fung¢do unidade § definida por §(1) =1
e 6(n) = 0 para n > 2. A funcdo constante ¢ = (1,1,...) tem um inverso:
a funcdao de Mébius p, muito usada em teoria dos m’lmerosﬂ definida para

8 A funcio u aparece ja implicitamente nos trabalhos de Euler (em 1748) mas foi Mobius
o primeiro a investigar de modo sistemédtico as suas propriedades (em 1832).
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cada natural n, com factorizagao prima py*p3? ---pp* (n; > 1), por

1 sen=1
u(n) = (—1)’“ seny=ng=---=n, =1
0 se n; > 2 para algum 1.
p(n)
l1te [ ] [ ] L X ] o0 [ ] [ XN ] L X ] [ ]
0 1 n
1 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
-1+ e®e o @ e o e o [ ] [ XN ] [ ] [ XN ] [ ]
Note que
1 sen=1,
S pld) = 0o (7.0.1)
ddn senao.
De facto, para qualquer natural n > 1 com factorizacdo prima py*py? - - - p*

(n; € N), tem-se

k
Soould) =p@)+ > pp)+ D wpapi) + -+ vz )
1

d: dn i= 1<i1<ia<k

E este facto que torna p tdo relevante na teoria das fung¢oes aritméticas
e estd na base da féormula seguinte da inversdo de Mobius:

Teorema 7.1. Se f,g: N — R sdo fungoes aritméticas tais que

fln) = Z g(d)  para qualquer n € N, (7.1.1)
d: d|n

entdo podemos recuperar g com a identidade

g(n) = Z f(%) u(d)  para qualquer n € N. (7.1.2)
d: d|n
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Demonstragdo. Este resultado é trivial quando formulado na linguagem do
anel de Dirichlet (o conjunto das fungdes aritméticas com a soma de fungoes
usual, ponto a ponto, e o produto de Dirichlet): a identidade significa
simplesmente f = g % pelo que, imediatamente, g = f * (™' = f * pu, isto é,
(7.1.2). O

Exemplos 7.2. (1) Seja ¢ a fungdo tociente de Euler, definida por
o(n) =[{k€{1,2,...,n}: mde(k,n) = 1}|.
A férmula da inversao de Mobius ([7.1.2)), aplicada & identidade bem conhe-

cida de Gauss
n= Y ¢
d: dn

dé imediatamente

o) =3 g,u(d):n e (7.2.1)

(2) Vejamos agora um exemplo um pouco mais complicado: determinemos
o numero de elementos do conjunto C'(n) de sequéncias circulares de zeros
e uns de comprimento n (ou seja, sequéncias ajag...a, € {0,1}" onde
quaisquer duas sequéncias, uma das quais se obtém da outra por rotagao,
sdo consideradas iguais). Para isso, seja P(n) o conjunto de sequéncias
circulares de comprimento n que ndo siao peridédicas (por exemplo, 010011
nao é periédica, enquanto 010010 o é). Dada uma sequéncia arbitraria
S € C(n), das duas uma: ou S nio é periddica, isto é, S € P(n), ou S é
periddica, de periodo d | n. No segundo caso,

S =a1az...a404102...04 Q1G9 . ..0aq,
pelo que podemos supor S = ajas ...aq € P(d). Portanto,

[Cn)] = > [P(d)].

d: d|n
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O problema resume-se entdo a determinagao do nimero |P(d)|. Mas como
cada sequéncia em P(d) é igual as suas d permutagoes ciclicas (obtidas por
rotagao), tem-se

> d[P(d)] =2".

d: dn
Logo, pelo Teorema

nP()| = 3 20 pd)= Y 2'n(5)

d: dn d: dn

e, consequentemente,

Ol = Y P@I =Y 5 3 %)

d: dn d:dn = k: kld
2k d 2k u(l)
Sy y 2y By
d:d\nk:kz|dk’E k k: kln k g ’
Finalmente, por (7.2.1)),
1 n
o)== Y e(f)2 (7.2.2)

k: kln

8 Resolvendo o Problema 2 com inversdes de Mobius-Rota

«We often hear that mathematics consists mainly of ‘proving theorems’.
Is a writer’s job mainly that of ‘writing sentences’?»

— GIAN-CARLO ROTA

(Prefécio a [P. Davis e R. Hersh, The Mathematical Ezperience], 1981)

Em 1964, num artigo revolucionario [16], Gian-Carlo Rota (1932-1999)
generalizou a inversao de Mobius a quaisquer conjuntos parcialmente orde-
nados localmente finitos, com o intuito de a tornar util também na com-
binatdria (e na teoria dos grupos). Estes conjuntos localmente finitos sdo
aqueles (P, <) nos quais qualquer intervalo

[,y ={z€P|x<z<y}

é finito.

O par (Np, <) é um exemplo de conjunto parcialmente ordenado local-
mente finito; outro é o par (N,|) dos inteiros positivos com a relacao de
divisibilidade.
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Definigao 8.1. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado localmente
finito e denotemos por int(P) o respectivo conjunto de intervalos. A dlgebra
de incidéncia [16, [7], I(P), é o conjunto das fungdes

f:int(P) — R.

Abreviaremos f([z,y]) por f(z,y). Se convencionarmos que f(x,y) = 0
sempre que x £ y, podemos considerar cada f € J(P) como uma fungio
PxP—R

Qualquer algebra de incidéncia J(P) é um espago vectorial real com as
operagoes de adi¢do e multiplicacio escalar definidas ponto a ponto. Com o
produto de convolugao

(fx9)(zy)= > flx,2)9(zy)

z€[z,y]

torna-se uma algebra associativa. A identidade de J(P) é a funcao de Kro-

necker

1 sex=y
0 caso contrario

op(x,y) = {

e f € J(P) é invertivel se e s6 se f(z,x) # 0 para qualquer x. A funcao de
Mbobius up é definida recursivamente sobre o comprimento dos intervalos:

(M1) pp(z,z) =1 para qualquer x € P.

(M2) Se z £ y, entdo pup(z,y) = 0.
(M3) Se z <y, entdo pp(z,y)=— >  pp(,2).
z: x<lz<y

.

E surpreendente o dom da ubiquidade, na combinatéria, da funcao de
Mobius de um conjunto parcialmente ordenado.

Exemplos 8.2. (1) Calculemos alguns valores particulares de up(1,n), no
caso
(P, <) = (N,]),

enumerados nos circulos da figura seguinte:
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Estes valores correspondem precisamente a fungao de Mdbius classica:
up(1,n) = p(n) para qualquer n € N.

De facto, up(1,1) = 1 = pu(1); paran > 1, supondo, por hipé6tese de indugao,
que pp(1l,d) = p(d) para qualquer d < n obtemos, usando (M3) e (7.0.1)):

pp(ln)=— Y pp(ld)=— Y uld

d: 1<d<n dln,d#n

Observe também como a funcdo de Kronecker corresponde a fungao §
classica: dp(1,n) = §(n) para qualquer natural n.

(2) No caso da algebra de Boole
(P,<) = (P(X,), C)
sobre X,, = {1,2,...,n}, para cada par S C T de elementos de P,
up(S,T) = (—1)IT1=181, (8.2.1)

A figura seguinte enumera os diferentes valores de pp(0,T) no caso n = 3:
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A prova de (8.2.1)) segue por indugé(ﬂ sobre |T'| — |S|:
Se S =T entéo, por (M1), up(S,T) =1 e (8.2.1) confirma-se; se S # T
ep=|T~S|=|T|—|S|, por (M3) e pela hip6tese de inducao obtemos

_ p! P
up(S.T) =~ Y ppSR)=- > (-1 |S|:_Z(_1)k<k>‘

R: SCRCT R: SCRCT k=0

Como 0= (1—1)P =3F_ (-1)*(}), entdo, finalmente,

pp(S,T) = (=1)" @ = (-1)P = (=1)ITI=15,

Rota mostrou que a fungao zetalﬂ definida por (p(z,y) = 1 para quais-
quer x < y é a inversa de up. Portanto, mais uma vez,

f=g9xp = g=[f*up,

9 Outra maneira de concluir isto é observar que: (1) P é isomorfo a P({1})" = 2";
(2) 2 pode ser visto como o intervalo [0,1] C (N, <); (3) portanto, a fungdo de Mobius
de 2 é precisamente (—1)", n € {0,1}; (4) a fungdo de Mobius do produto directo de
dois conjuntos parcialmente ordenados Pi, P> é o produto das fungoes de Mdobius de Pi
e P, ou seja, é dada por up, xp,((z,y), (z',y')) = wup (z,2")up,(y,y") para quaisquer
(z,y) < (z',y') em P1 x P> (regra do produto, uma das ferramentas mais tteis para
calcular fungbes de Mobius em conjuntos parcialmente ordenados [16]).

10°.9im, ¢ como na funcéo de Riemann, e nio é por acaso!

Para mais informacio ver as primeiras postagens em [The n-Category Café,
golem.ph.utexas.edu/category/2011/05/mbius_inversion_for_categories.html].

Sobre a motivagdo e desenvolvimentos das ideias de Rota na transferéncia de conceitos
da teoria dos niimeros para a combinatéria, ver [4].
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ou seja:

Teorema 8.3 (Inversdo de Mobius-Rota). Sejam f,g € I(P). Se f(x,y) =
Zze[x,y} Q(CC, Z)’ entao g(ﬁ,y) = Zzé[a},y] f(x’ Z) #P(Zvy)' O

Quando P possui primeiro elemento 0, a restricdo de f: P x P — R
a {0} x P, que continuaremos a designar por f, pode ser vista como uma
fungao f: P — R, f(y) = f(0,y). O Teorema anterior, no caso particular
z = 0, garante entao o seguinte:

Corolério 8.4. Sejam f,g: P — R. Se f(y) = 3°.<, 9(2), entdo g(y) =
Zzgy f(Z) MP(Z7y)' U

De modo perfeitamente andlogo ao que fizemos com as quase-inversoes
de Galois no Problema 1, a inversdo de Mobius-Rota (Corolario [8.4]) re-
solve o problema dos desencontros (Problema 2) de modo trivial a partir da
correspondente identidade inversa, que é ébvia. Com efeito, denotemos por
Per(X,,) o conjunto das n! permutagoes dos elementos de X,, = {1,2,...,n}.
Basta entdo tomar para P a algebra de Boole (P(X,,), C) do Exemplo[8.2/(2).
Se considerarmos, para cada S € P, o conjunto Des(S) das permutagoes
(p1,p2,--.,pn) de X,, nas quais p; # i para todo o i € S, é evidente que

Per(X,,) = U Des(S) (unido disjunta)
SCX,

pelo que

|Per(X,,)| = Z |Des(5)] .

SCXn

Logo, pela inversdo de Mobius-Rota, tomando para f,g: P — R as fungdes
S — |Per(S)| e S — |Des(S)|, respectivamente, obtemos

Des(X,)| = 3 [Per($)] (S, X)) = 3 (1) 19 [Per(S)|

SCX,, SCXn

n n
=l — —1)! — ) — e (1) 0!
- >+<n_2)(n )= (=1)"0
n! n nl o 1!
BT R TR AL

precisamente a férmula (6.1.1)).

O paralelismo com as conexdes de Galois é evidente: resolver proble-
mas complicados, por inversao, a partir de identidades mais ébvias no lado
oposto.
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Para terminar esta seccdo, vejamos como se pode obter o Principio da
Inclusao-Exclusao como caso particular de aplicacdo da inversao de Mobius-

Rota. Sejam Aj, As, ..., A, subconjuntos de um conjunto finito X. Desig-
naremos por A;, i = 1,2,...,n, o complementar de 4; em X. Consideremos
mais uma vez P = (P(X,),C), e a fungdo f: P — R definida por

f(I):’{$€X|xézissei€I}’:

ﬂKim ﬂ A;

iel 1€Xp N1

Claro que f(X,) = ’EOTQOQE‘ Além disso, seja g: P — R a
funcdo definida por g(I) = > ;c; f(J). Nao é dificil provar que

g =1 () Al
i€EX NI

Aplicando a inversdo de Mobius-Rota, podemos entdo concluir que

FI) =3 9y up(J. 1) = (=) Hlg ().

JCI JCI

Em particular,

ANy 00| = f(Xa) = > (<))
JCXn

=3 o A= > N Al

JCXn JEXnNJ ICX, iel

Concluindo, |[A; U Ay U---U A,| é igual a

| X| - )Eﬂ%ﬁﬂfn‘ =|X| - (Z (—1)|1\ | ﬂAJ)

ICX, el

= |X| - <|X| + Y M rw)

SAICXn iel
= > DI Al
PAIC X, icl

que é precisamente a férmula do Principio da Inclusao-Exclusdo em
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9 llustrando as potencialidades do método

«Mathematics is the study of analogies between analogies. All
science is. Scientists want to show that things that don’t look
alike are really the same. That is one of their innermost Freudian
motivations. In fact, that is what we mean by understanding.»
— GIAN-CARLO RoTA

(‘A Mathematician’s Gossip’, em: Indiscrete Thoughts, 1997)

Exemplos 9.1. (1) De modo andlogo, o nimero de fungdes sobrejectivas
de um conjunto X num conjunto Y pode ser calculado observando primeiro
que
Func(X,Y) = U Sobrej(X,S)  (unido disjunta)
laY
(uma vez que cada fungdo f: X — Y pode ser identificada pela funcio
sobrejectiva f: X — f[X]). Portanto,

[Func(X,Y)| = Y [Sobrej(X, 5)|.
SCY

Pela inversdao de Mobius-Rota, considerando f,g: P(Y) — R dadas respec-
tivamente por S — |Func(X, S)| e S — |Sobrej(X, S)|, obtemos

|Sobrej(X, V)| = Y (-8 [Func(X, 9))|
SCY

pelo que, se X tem m elementos e Y tem n elementos (m > n), entao

Sobrej(X,Y)| = f:(—nw (”)m (9.1.1)

r=0

(2) Apliquemos agora a inversao de Mobius-Rota ao problema, mais com-
plicado, do cédlculo do nimero de maneiras de dispor n torres num tabuleiro
de xadrez n x n com posicoes proibidas, de modo a nao se atacarem mu-
tuamente (isto é, de modo a que nenhum par de torres esteja numa linha
ou coluna comuns). Por exemplo, no caso n = 6, com posigdes proibidas
marcadas com X, uma dessas configuracoes é a seguinte:
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x[x|x|E X
X X

X X

X

X
e
X
X

g x X

Representemos o tabuleiro com posi¢oes proibidas pela matriz binaria (0:
posigao proibida)

000110
11010 1
110110

T = [ti) 1 1110 1
1 01010
101 10 1]

E claro que colocar seis torres no tabuleiro, sem se atacarem, corresponde
a uma colec¢do de seis 1’s em T (marcados a carregado na matriz) com
a seguinte propriedade: cada linha e cada coluna contém exactamente um
desses 1’s. Podemos ainda representar esta colec¢do pela sequéncia (permu-
tagdo) dos numeros das colunas onde estao esses 1’s (comegando de cima
para baixo, a partir da linha 1): (4,6,5,2,3,1). Em geral, n torres colo-
cadas num tabuleiro n x n correspondem a uma permutagado ¢ (no grupo
simétrico Sy, de todas as permutagdes de X,,) com t;,; =1 (i =1,2,...,n)

e, portanto,
n

H tia(i) =1 a(l)t20(2) T tna(n) =L

i=1
Como este produto sé poderé ser, além de 1, igual a 0 (precisamente quando
pelo menos uma das torres for colocada numa posigdo proibida), torna-se
evidente que o nimero que queremos calcular é precisamente o chamado
permanente da matriz T, ou seja, a soma

S I tiow)- (9.1.2)
€Sy i=1

Consideremos novamente P = (P(X,,), C). Cada subconjunto S de car-
dinalidade k de X, corresponde a uma escolha de k colunas de T. Seja
Func(X,, S) o conjunto de todas as fungées o: X,, — S e seja Sobrej(X,, S)

Boletim da SPM 76, Dezembro 2018, pp. 57



84 CONEXOES DE (GALOIS E INVERSOES DE MOBIUS-ROTA

o respectivo subconjunto de fungdes sobrejectivas. Como ja observiamos no
exemplo anterior, Func(X,, S) é a unido disjunta g g Sobrej(X,, R).
Consideremos agora a fungao f: P(X,) — R definida por

f(8) = Z th’g(i)-

o€Sobrej(Xy,S) i=1

Note que f(@) = 0 e que f(X,,) é a soma (9.1.2]), uma vez que qualquer
funcdo sobrejectiva o: X,, — X, é uma bijeccao.
Finalmente, definindo

9(8) = D f(R) (S €P(Xy)),

RCS

a inversao de Mobius-Rota diz-nos que

F(Xa) = Y2 (=) Flg(s).

SCXy

Mas, contrariamente a f(X,,) (mais geralmente f(S)), ndo é dificil calcular
o valor de ¢(S) directamente, pelo que conseguiremos ter assim uma forma
de calculo para f(X,). De facto, ndo é dificil concluir que

g(S) = > tiga) t202) *  thom) (S € P(Xy))
0€Func(Xy,S)

é igual a
() - () -+ ().
JES JES JES
Logo

n
FX) = 3 0P ). (9.1.3)
SCX, i=1 jes

Temos assim uma féormula de cdlculo do nimero de maneiras de dispor n
torres num tabuleiro de xadrez n x n com posi¢des proibidas, de modo a nao
se atacarem mutuamente, de facil implementacdo computacional: escolher
um conjunto S de colunas, calcular a soma dos elementos de cada linha nes-
sas colunas, multiplicar estas somas todas, justapor-lhe o sinal apropriado,
e somar os resultados sobre todas as escolhas de S (o nimero de parcelas é
igual a 2™ mas algumas sdo nulas, precisamente as correspondentes a con-
juntos S para os quais a matriz tem uma linha que s6 tem zeros nas colunas
de S). Deixamos a cargo do leitor o célculo (um pouco fastidioso...) desse
nimero no tabuleiro do exemplo inicial com matriz associada T
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10 Mais sobre funcées de Mdobius-Rota

«We tend to think of generating functions as related to combinato-
rics, and Dirichlet series as related to number theory. But this is be-
cause combinatorists prefer adding finite sets, while number theorists
get more excited about multiplying them. (Primes and all that.)»

— JoHnN BAEz
(The n-Category Café, Maio de 2011)

Terminamos o artigo com o retorno as conexoes de Galois num resultado
de Rota [I6] que mostra como se relacionam as fungdes de Mébius disponiveis
em cada um dos lados da conexao.

Teorema 10.1. Sejam P e Q) conjuntos parcialmente ordenados finitos, P
com primeiro e ultimo elementos 0 e 1 (diferentes) e @ com 4ltimo elemento
1. Sejam pp e pg as respectivas funcoes de Mobius. Se f: P — @ e
g: Q@ — P constituirem uma conexdo de Galois f - g tal que

(G1) f(a)=1seesésea=1,
(G2) ¢(1) =1,

entao

pp(0,1) => gy, 1)<(9(y),0) = > ey, 1).

y<1 y: g(y)=0

Demonstragao. Como f(a) < b se e s6 se a < g(b), entdo, para cada b € @,

> 0(f(a)y) = Cola, g (b)) (10.1.1)

y: y<b

Aplicando a (|10.1.1]) a inversao de Md&bius-Rota relativamente a Q obtemos

5(f(a),1) = puqy,1)¢(a, g(y)). (10.1.2)

y<1

d(f(a),1) toma o valor 1 se e s6 se f(a) =1, isto é, a = 1, por (G1). Para os
restantes valores de a, 6(f(a),1) = 0. Assim, §(f(a),1) =1—-((a,1)+d(a,1).
Denotando a fungao de incidéncia ¢ — § por n, temos 6(f(a),1) =1—n(a,1)
e a identidade pode entdo ser reescrita como

1 —n(a,1) =<((a,g(1)) + Z 1Q(y,1)¢(a, g(y)).

y<l1
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Mas a condi¢ao (G2) implica ((a,g(1)) = ((a,1) = 1 para qualquer a € P.
Portanto,

—n(a,1) = > gy, 1) ¢(a, 9(y)).

y<l1

Agora, como ( =d+n, temos 0 —p*xn=0—pu*x((—0) =—0+pu*xd = u.
Logo

MP(Oul):_ Z /’LP(07a)n(a71): Z ZMQ(ya1)MP(07a)C(a>9<Z/))~

0<a<1 0<a<1y<l

Finalmente, trocando a ordem dos somatérios,

up(0,1) =Y poy,1) D> wp(0,a)¢(a,g(y))

y<l1 0<a<1

e o somatério mais a direita é igual a (up * ()(0,9(y)) = 0(0,9(y)) =
¢(9(y),0). O

Com este resultado, fixando um dos conjuntos parcialmente ordenados,
e variando o outro entre ordens parciais nos quais a funcao de Mobius é bem
conhecida, podemos obter informagao sobre a funcao de Moébius no conjunto
previamente fixado.

Comentarios finais. Do mesmo modo que uma conexdao de Galois é um
exemplo muito particular de um conceito fundamental da moderna teoria das
categorias — o conceito de adjuncao —, base de muitos teoremas importantes
que relacionam areas distintas da matematica, as inversdes de Mobius tam-
bém podem ser formuladas categorialmente em contextos mais gerais que os
classicos (o conjunto parcialmente ordenado dos inteiros positivos, ordenado
pela relacao de divisibilidade, no caso de Mobius, e qualquer conjunto parci-
almente ordenado localmente finito, na generalizagdo de Rota). As ideias de
Rota criaram as condigoes para essas recentes extensoes (a categorias com
alguma condigao de finitude). Isto foi feito essencialmente de dois modos dis-
tintos, por Content, Lemay e Leroux [5] e, mais recentemente, de um modo
mais geral, por Leinster [I1, [12]. A segunda abordagem faz parte da teoria
da caracteristica de Euler de uma categoria [11], que coincide com a carac-
teristica de Euler topoldgica quando esta existe (mas é também valida em
situagdes diversas nas quais esta nao existe). Curiosamente, neste contexto
categorial é possivel generalizar ainda mais o principio da inclusdo-exclusao
a formulas sobre cardinais de colimites de conjuntos!
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«Go to the roots, of these calculations! Group the operations.

Classify them according to their complexities rather than their

appearances! This, I believe, is the mission of future mathemati-
cians. This is the road on which I am embarking in this work.»

— EVARISTE GALOIS

(Do prefécio do seu dltimo manuscrito, 1832)
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