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Resumo: Serd visto como lidar com problemas de construgdes com régua e
compasso que levem a equagOes algébricas de grau 4. Mais precisamente, é
dado um critério que permite decidir se um tal problema tem ou nio solugao.

Abstract: It will be seen how to deal with constructions that can be carried
out with compass and straightedge when they lead to quartic equations.
More precisely, it will be given a criterion that allows to determine whether
or not such a problem is solvable.
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1 Introducao

A maneira usual de demonstrar que certos problemas geométricos nao tém
solugdo usando somente régua e compasso baseia-se no facto, demonstrado
por Pierre-Laurent Wantzel (veja-se [13]), de que o uso daqueles instru-
mentos leva sempre a nimeros algébricos cujo grau é necessariamente uma
poténcia de 2. Este facto é empregue em [5, § 4.2] e em [I2, ch. 7] a fim
de demonstrar que ha problemas geométricos que ndo podem ser resolvidos
usando somente a régua e compasso, pois dao origem ou a nimeros algébri-
cos cujo grau nao é uma poténcia de 2 (duplicagdo do cubo e trissecgao do
angulo; veja-se também [J] para este tltimo problema) ou a um niimero nao
algébrico (quadratura do circulo).

Esta abordagem as solugbes de problemas geométricos recorrendo so-
mente a régua e compasso leva naturalmente a seguinte questao: ha pro-
blemas geométricos que ndo possam ser resolvidos usando somente aqueles
instrumentos mas que, no entanto, déem origem a um ntimero algébrico cujo
grau € uma poténcia de 27 Posto de outro modo: havera niimeros algébricos
nao construtiveis cujo grau seja uma poténcia de 27 A resposta é afirmativa.
Neste artigo sera visto um critério que permite, dado um ntmero algébrico
de grau 4, determinar se é ou nao construtivel. Como ponto de partida,
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serd visto um problema que nao pode ser resolvido usando somente régua e
compasso, embora leve a um nimero algébrico de grau 4.

Em [§] podem ser vistos resultados semelhantes aqueles que sdo expostos
aqui, bem como alguns problemas adicionais.

2 O problema

Considere-se o seguinte problema: dados um rectdngulo r e um compri-
mento ¢, é possivel construir um rectangulo r’ inscrito no rectangulo r tal
que um dos seus lados tenha comprimento ¢ (veja-se a figura ? Como sera
visto, este problema nao pode, em geral, ser resolvido usando somente régua
e compasso, embora leve a um ntimero algébrico de grau 4. Serad também
visto como resolver este problema por meio de interseccdo de cénicas. Na-
turalmente, qualquer nimero algébrico de grau menor ou igual a 4 pode ser
obtido como a abcissa do ponto de instersec¢do de duas coOnicas mas, como
serd visto, a solucao do problema em questdo via cénicas é particularmente
simples.

2a C

2b

Figura 1: O problema

3 Solugao via cénicas

Podemos, sem perda de generalidade, supor que as coordenadas dos vértices
de r, relativamente a algum referencial ortonormado, sdo (+a,+b), para
dois numeros a e b tais que a > b > 0. Uma vez que ¢ é um comprimento,
¢ > 0 e, naturalmente, para que o problema tenha solugdo, c terd que ser
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menor do que a diagonal do rectangulo 7, ou seja, ¢ < 2v/a? + b%2. Vamos
procurar uma solu¢do com um vértice A no lado de baixo de r, um vértice B
no lado esquerdo de r e tal que AB = c. Entdo, para algum = € [—a,a] e
para algum y € [~b,b], A = (x,-b) e B = (—a,y). Afirmar que AB = ¢
equivale a afirmar que (z + a)? + (y + b)? = 2. Seja C' (respectivamente D)
a reflexdo de A (respectivamente B) no centro de r. Entdo [ABCD] ¢é um
paralelogramo e é entdo necessario determinar quando é que é um rectangulo.
Napo é dificil ver que isto ocorre quando e s6 quando A e B sdo equidistantes
do centro de r. Por outras palavras, [ABCD] é um rectangulo se e sé se
22 + b = y? + a?, o que é o mesmo que afirmar que z? — y? = a® — b
Assim sendo, afirmar que [ABCD] é um rectangulo tal que AB = c equivale
a afirmar que
(z4+a)?+y+b?*=c

x2—y2:a2—b2 "
—a<z<a
-b<y<b.

Geometricamente, afirmar que (xg,yg) é solugdo de ambas as equagoes do
sistema significa que o ponto (zg, %) estd na interseccao da hipérbole
2?2 —y? = a® — b (que, de facto, s6 é uma hipérbole quando a > b; quando
a = b é a reunido de duas rectas concorrentes) com a circunferéncia (z +
a)? 4 (y +b)? = 2. Trata-se da circunferéncia de raio ¢ centrada no vértice
do canto inferior esquerdo de r, enquanto que a hipérbole em questdo é
a unica hipérbole que passa pelos vértices de r e cujas assimptotas sdo as
rectas de declives 1 que passam pelo centro de r. Logo, se a hipérbole e a
circunferéncia se intersectam num ponto P e se

e A é o ponto do lado de baixo de r mais préximo de P;
e B é o ponto do lado esquerdo de r mais proximo de P;
e (' ¢ areflexdo de A no centro de r;
e D é areflexdo de B no centro de 7,

entdo [ABCD] é uma solugao do problema (veja-se a figura [2)) e qualquer
solucdo do problema pode ser obtida por este processo.

A segunda equacdo do sistema também pode ser obtida por outro
processo. O paralelogram [ABC D] é um rectangulo se e s6 se os segmentos

de recta [AB] and [AD)] forem perpendiculares e, uma vez que AB = (—x—
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9

A

Figura 2: Solugdo por meio de interseccdo de cdnicas

a,y—i—b)equezﬁ:(—x%—a,—y—kb),

AB 1 AD (—x—a,y+b).(—z+a,—y+b) =0
— z? —y? =a% b2

A demonstracdo anterior emprega coordenadas, mas a descricdo do mé-
todo em si envolve somente Geometria sintética. Seria interessante encontrar
uma demonstracao que também recorresse somente a Geometria sintética.

Observe-se que tanto as equagoes como as desigualdades do sistema ({1
sao homogéneas (tanto relativamente as varidveis quanto aos pardmetros)
e que, portanto, se (xg,yo) for uma solugao do sistema e se A > 0, entdo
(Azg, Ayo) é uma solugdo do sistema obtido de (1)) ao substituir-se a, b e ¢
por Aa, Ab e Ac respectivamente.

4 Régua e compasso

Vamos agora provar que o problema anterior ndo pode ser resolvido usando
somente régua e compasso. De facto, vai ser demonstrado um critério para
determinar quando é que um numero algébrico de grau 4 é construtivel e
esse critério sera entdo aplicado a este problema, bem como a outros.

Preliminares

Seja p(z) = 2™ + ap_12" 1 + -+ + a12 + ap € Q[x] um polinémio ménico
de grau n. Se a,—1 = 0, diremos que p(z) é um polindmio reduzido. Ha
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somente um polinémio reduzido da forma p(z + \), que é aquele para o qual
A = —ap—1/n; o polinémio p(x — a,—1/n) designa-se por forma reduzida
de p(x).

Diz-se que um ntmero complexo o é um nimero algébrico se for raiz
de algum polinémio nao nulo com coeficientes racionais. O menor grau de
um tal polinémio designa-se por grau de a e existe um e um s6 polinémio
monico com coeficientes racionais cujo grau é o grau de « do qual « é raiz,
que é o polinémio minimal de «, o qual divide qualquer outro polinémio com
coeficientes racionais do qual « seja raiz (veja-se [5, § 2.11] ou [10), § 5.6.2]).

Dado um polinémio ménico de grau 4, P(z) = x* + pz3 + q2? + rz + s,
com raizes 11, ro, r3 € T4, ndo é complicado provar que o polinémio ménico
de grau 3 cujas raizes sao (r1+72)(rz+74), (ri+73)(ro+ra) e (ri+r4)(ro+rs)
é o polinémio x3 — 2qx? + (¢® + pr — 4s)x — pqr +r% + p?s, o qual se designa
por cubica resolvente de P(x). Se P(z) for reduzido (ou seja, se p = 0),
um célculo simples (veja-se [12, § 1.4]) mostra que, para qualquer niimero
complexo u, u é raiz da ctbica resolvente de P(x) se e s se

P(x):<x2+ —ux+g—g—m> <:c2— —um+g—z+m>(.2)

A fim de provar que certos polinémios P(z) = apz™ 4+ ap_12" 1 4 -+ +
a1z + ag com coeficientes inteiros sdo irredutiveis em Q[z], iremos recorrer
ao critério de Eisenstein: se existir um primo p tal que p | a; para cada
i €40,1,...,n—1} mas tal que p{ a, e que p* { ap, entdo P(x) é irredutivel
em Q[z] (veja-se [12, § 3.4]). Este critério sera aplicado somente a polind-
mios moénicos, caso em que a condi¢ao p 1 a, se verifica automaticamente.
Convém observar que o polinémio minimal de um ntimero algébrico é sempre
irredutivel.

Um nimero complexo z é construtivel caso possa ser construido a partir
de 0 e de 1 usando somente régua e compasso. Por exemplo, os nimeros %j:
@z’ sdo construtiveis, pois sdo os pontos de intersec¢ao das circunferéncias
de raio 1 centradas em 0 e em 1. Naturalmente, todos os niimeros racionais
sdo construtiveis.

Caso uy,ug,...,u, sejam nimeros complexos, seja Q(ui,ug,...,u,) 0
mais pequeno subcorpo de C ao qual pertencem.

Teorema 1 Um numero complexo z € construtivel se e sé se pertencer a
algum subcorpo de C da forma Q(uy,ua, ..., u,), onde u1? € Q e, para cada
: 2

7€1{2,3,...,n}, u;” € Q(ur,u2,...,uj—1).

Uma generalizacdo deste teorema pode ser vista em [5, § 4.2].
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Os ntmeros construtiveis formam um corpo, como pode ser visto em [5]
§ 4.2] ou em [I2| § 7.2]. De facto, sé iremos precisar de saber que a soma e
o produto de dois niimeros construtiveis também sdo niimeros construtiveis.

Critério de impossibilidade

Se (x0,yo) for solugdo do sistema , resulta da segunda equagao que xrg =
+v/yo? + a? — b2. Se isto for empregue para eliminar x da primeira equagao,
obtém-se que yg é raiz do polinémio

Ayt + 8by® 4 4(a® + b — A)y? + 420 — Ay + 42V — A) + L (3)

Suponha-se que @ = 4, b = 3 e ¢ = 2 (que sdo os valores empregues na
criagdo das figuras|l|e . Apés divisdo por 4, o polinémio fica

ply) = y* + 6y° +21y° + 84y + 84. (4)

Resulta do critério de Eisenstein (com p = 3) que p(y) é irredutivel em Q[y]
e que, portanto, as suas raizes sdo numeros algébricos de grau 4.

O critério atras mencionado que permite determinar se um ntmero al-
gébrico de grau 4 é ou nao construtivel é o seguinte:

Teorema 2 Seja a um nimero algébrico de grau 4 e seja p(x) € Q[z] o
polinémio minimal de . Entdo o é construtivel se e so se a cubica resolvente
de p(x) tiver alguma raiz racional.

Um célculo simples revela que a cubica resolvente do polinémio é
q(7) = 23 — 4222 + 6092 — 504. Resulta do critério de Eisenstein (com p = 7)
que este polinémio é irredutivel em Q[z], pelo que ndo tem raizes racionais.
Também se poderia chegar & mesma conclusao aplicando o teorema das
raizes racionais (veja-se [7, § 4.3] ou [10, § 4.4.1]). Com efeito, resulta
deste teorema que as raizes racionais de ¢(z) sd@o necessariamente nimeros
inteiros. Mas, uma vez que ¢(0) < 0, que ¢(1) > 0 e que (Vx € R) : ¢'(z) =
3(x — 14)2 4+ 21 > 0, a tnica raiz de q(z) est4 em )0, 1[ e, portanto, nio é
inteira.

Vejamos como demonstrar o teorema [2] Seja a um ndmero algébrico
de grau 4, seja p(x) o seu polinémio minimal e suponha-se que a cibica
resolvente ¢(x) de p(x) tem alguma raiz racional r; quer-se provar que « é
construtivel. Se 3, v e § forem as restantes raizes de p(x), esté-se a supor
que um dos nimeros (a+ 3)(y+9), (a+7)(B+9) e (a+6)(B+7) (ou seja,
uma das raizes de ¢(x)) é racional. Pode-se, sem perda de generalidade,
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supor que é o primeiro destes. Seja p*(x) a forma reduzida de p(x). Entao
p*(x) é da forma p(z + \), para algum niimero racional A, pelo que as raizes
de p*(z) saio a — A\, B— A, v — X e d — A. Mas entdo

(@—A+B Ny —A+d—N)

é uma raiz da cibica resolvente ¢*(z) de p*(x). Acontece que esta raiz é
igual a
(a4 B)(y+6) +4X% —2X(a + B+ +9),

que é um numero racional (a + 3+ v + § é racional por ser o simétrico do
coeficiente de 2 em p(x)). Sendo assim, resulta da relacio que oo — A é
raiz de um polinémio quadratico em que cada coeficiente é racional ou raiz
quadrada de um ntmero racional, pelo que a — A é construtivel e, portanto,
a € construtivel.

Suponha-se agora que « é construtivel e suponha-se também que 3, v e §
sdo construtiveis. Uma vez que a soma e o produto de niimeros construtiveis
sd@o novamente numeros construtiveis, as raizes de ¢(z) sdo construtiveis.
Mas entdao g(x) é redutivel, pois se assim nao fosse as suas raizes seriam
numeros algébricos de grau 3, que nao é uma poténcia de 2. Sendo redutivel
e de grau 3, ¢(r) tem necessariamente uma raiz racional.

Assim sendo, a fim de terminar a demonstragdo do teorema [2] basta
provar que se « for construtivel, entdo as restantes raizes de p(x) também
0 s@o. Provemos entdao que 8 é construtivel. Para tal, vamos comegar por
provar que existe um isomorfismo ¢ de Q(«) sobre Q(5) tal que ¢(a) = .
Cada elemento de Q(«) é da forma ¢(«), para algum polinémio ¢(z) € Qz].
Além disso, se r(z) € Q[z] for tal que ¢(a) = r(«), entdo « é raiz de
q(x) — r(z) e, portanto, p(x) | g(x) — r(z); em particular, 5 também é raiz
de q(z) — r(x), pelo que ¢(8) = r(5). Logo, faz sentido definir

v Q) = Q(B)
q(a) — q(B),

que ¢é um isomorfismo tal que ¢(a)) = .

Como « é construtivel, sabe-se, pelo teorema que «a €
Q(uq,uz,...,uy), onde u;2 € Q e onde, para cada j € {2,3,...,n},
u;? € Q(ur,ug,...,uj—1). Observe-se que Q(u1,ug,...,u,) O Q(a), uma
vez que Q(uy,ug,...,u,) DO Q e que a € Q(u1,us,...,u,). Assim sendo,
se se provar que é possivel prolongar ¢ a um homomorfismo de corpos (que
também serd representado por ¢) de dominio Q(uq,us,...,u,), poder-se-a
deduzir do teorema |l|que 3 é construtivel pois, se se definir vy, = ¢(uy) para
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cada k € {1,2,...,n}, é claro que B € Q(v1,v2,...,v,), que v1? € Q e que,
para cada j € {2,3,...,n}, v;2 € Q(v1,v2,...,vj_1).

Comecemos por provar que ¢ se pode prolongar a Q(uq). Caso u; € Q(«),
entdo t(u1) ja se encontra definido e, portanto, o domino de ¢ ji con-
tém Q(up). Caso contrario, uma vez que u1?> € Q C Q(a), t(u1?) ja se
encontra definido e basta entao definir ¢(u;) como sendo uma das raizes qua-
dradas de ¢(u1?). Visto que ¢ ja estd definido em Q, isto permite prolongar ¢
a Q(u1). Pode-se agora prolongar ¢ a Q(u1,u2) pelo mesmo processo: caso
us € Q(a), ndo hé nada a fazer. Caso contrario, us? € Q(u1), onde ¢ ja se
encontra definido. Entao define-se ¢(u2) como sendo uma das raizes quadra-
das de t(u1?). Prosseguindo deste modo, prolonga-se ¢ a Q(uy,us, ..., uy),
como se pretendia. Isto conclui a demonstracdo do teorema

Em particular estd agora provado que o problema que consiste em ins-
crever um rectangulo de comprimento dado num rectangulo dado nao tem,
em geral, solucao com régua e compasso. Naturalmente, para certos valores
concretos de a, b e ¢ uma tal solucao existe. Por exemplo, quando a = b
(ou seja, quando o rectdngulo dado é um quadrado), o problema pode ser
resolvido usando apenas régua e compasso, seja qual for o comprimento c
(desde que seja menor do que a diagonal do quadrado, naturalmente), pois
neste caso, como ja foi referido, ndo temos uma hipérbole, mas sim uma
cénica degenerada, a qual consiste nas duas rectas definidas pelos dois pares
de vértices opostos do quadrado, ou seja, sdo as rectas suporte das diago-
nais do quadrado. E claro geometricamente que o problema tem uma e uma
s6 solugao (com, como atras, uma extremidade de um dos lados com com-
primento ¢ no lado de baixo do quadrado e a outra extremidade do lado
esquerdo) quando 0 < ¢ < v/2a e que hi exactamente trés soluces (nas
mesmas condicdes) quando v/2a < ¢ < 2v/2a. A figura |3 mostra duas des-
tras trés solugbes quando ¢ = ga; a terceira pode ser obtida a partir da
da direita por reflexao em qualquer das diagonais do quadrado. Qualquer
duas duas ultimas solu¢oes forma uma imagem que surge numa das mais
conhecidas demonstracées do teorema de Pitagoras.

Que o problema tem sempre solucdo quando a = b também resulta do
facto de, neste caso, a expressdo polinomial ser

4yt 4 8ay® + 4(2a° — A)y? + 4a(2a* — Ay + 4a*(a® — A) + ¢

Acontece que este polindémio é redutivel em Q[xz], sejam quais for os valores
de a e de ¢ (desde que sejam racionais), pois é igual a

<2y2 + day + 2a® — 02> (2y2 + 242 — 62> .
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Figura 3: Solugoes quando o rectangulo dado é um quadrado

Outra situacdo na qual o problema pode ser resolvido usando somente
régua e compasso é no caso em que ¢ = 2a ou que ¢ = 2b pois, em qualquer
dos casos, o rectangulo que se pretende construir coincide com o rectangulo
dado.

5 Numero de solucoes

Resulta imediatamente da figura [2] que o problema tem sempre solugao
quando 0 < ¢ < 2b, pois nesse caso a circunferéncia de raio r centrada no
canto inferior esquerdo do rectangulo dado intersecta o ramo da esquerda
da hipérbole. E também tem alguma solucdo quando ¢ for maior ou igual a
distancia d(a, b) do canto inferior esquerdo do rectangulo ao ramo da direita
da hipérbole (supondo, é claro que ¢ < 2v/a? + b?). Mas caso acontega que

2b < d(a,b), (5)

entdo o problema nao tem solugdo quando 2b < ¢ < d(a,b). A fim de
calcular o valor de d(a,b), o método dos multiplicadores de Lagrange pode
ser empregue para determinar o ponto (x,y) do ramo da direita da hipérbole
que fica mais proximo do vértice inferior esquerdo de r. Mas é mais simples
(embora leve essencialmente aos mesmos calculos) ver que o vector que vai
de (—a,—b) a (z,y) tem necessariamente que ser paralelo ao gradiente da
funcdo h: R? — R definida por h(z,y) = 22 — 3?; veja-se a figura
Esté-se entdo interessado em encontrar o ponto (x,y) € R? que pertence
ao ramo da direita da hipérbole 22 — 32 = a® — b? tal que (z + a,y + b) seja
multiplo de (2z, —2y)(= Vh(z,y)). Por outras palavras, quer-se resolver o
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Vh(z,y)

(70” 76)

Figura 4: Ponto mais préximo do canto inferior esquerdo

sistema
T +a=2\r
y+b=-2\y
22 —y2 — a2 _ 2
x> 0.

Uma vez que é claro que ndo existe nenhuma solugao do sistema para a
qual se tenha 2\ = +1, as duas primeiras equagoes podem ser substituidas
- __a _ __b : ~ . -
POr T = —175y € POr § = — 5% respectivamente. Entao a terceira equagao
passa a ser

4(a® — b*)A* — 3(a® — b*)A? — (a® + b*)\
(1 —20)2(1 +2))2

—4 =0.

Uma solugdo desta equagdo é A = 0, mas esta solugdo é irrelevante neste
contexto, pois significa tomar-se (z,y) = (—a, —b), o qual pertence ao ramo
da esquerda da hipérbole. A outra solugdo pode ser obtida resolvendo a
equacao

3 a? + b?

3_ 2y _ = 7
A T e

=0,

a qual pode ser resolvido recorrendo & férmula de Cardano. (E claro que
isto nao faz sentido quando a = b, mas ja se lidou com este caso.) A solugao

1 a—"b a+b 1 ¢ _1 ¢+1
)\:— 3 3 — _ 3/ b 3/ b
2 \/a+b+\/a—b 2(\/g+1+\/g—1 (6)
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e, portanto, o ponto do ramo da direita da hipérbole mais proximo de
(—a,=b) é (— 1%, —H%), com o valor de A dado por (6)). Assim sendo,

b
d(a,b) = distdncia de (—1_612)\, 1—|—2>\> a (—a, —b)

N 2A\/(1 —G2A>2+ (1+b2)\>2

e a desigualdade equivale a

a/b \? 1
= /\\/<12)\> HTETVE

O membro da direita desta desigualdade depende somente do quociente
a/p e um célculo numérico revela que a desigualdade tem lugar quando a/p
for menor que um ndmero p cujo valor é aproximadamente 1,18. Conse-
quentemente, o problema pode ter até trés solugdes quando a < pb. De
facto, se isto se verificar, o problema tem exactamente trés solugdes quando
d(a,b) < ¢ < 2b; para um exemplo desta situagdo (obtido com a =1,1 xbe
¢ =19 xb), veja-se a figura

\

Figura 5: Existéncia de trés solugoes

Por outro lado, se a > ub, entdo, embora o problema tenha solucao
quando ¢ estd préximo de 0 ou de 2v/a? + b2, ndo tem solu¢ao quando 2b <
¢ < d(a,b). Se, por exemplo, a =4 e b = 3 (que, como j4 foi afirmado, sdo
os valores usados para o rectangulo dado no caso das figuras |1| e , entao
d(a,b) ~ 7% e, portanto, o problema nao tem solugao quando ¢ = 7, ou seja,
quando o comprimento ¢ for a média aritmética dos comprimentos de dois
lados adjacentes do rectangulo dado.
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E interessante observar que o problema aqui estudado de determinar a
distancia de um ponto a uma hipérbole também nao pode, em geral, ser
resolvido usando somente régua e compasso; veja-se [1].

6 Outros problemas

Vejamos o resultado de aplicar o teorema 2| a dois problemas cléssicos.

Construgao do pentagono regular

O primeiro destes é o de construir um pentdgono regular. Mais precisamente,
quer-se construir o pentdgono de centro 0 do qual 1 é um dos vértices (aqui,
estao a encarar-se os nimeros 0 e 1 como sendo nimeros complexos). Entao
os restantes vértices do pentdgono sao as raizes do polinémio 2° — 1 distintas
de 1. Visto que 2° — 1 = (z — 1)(z* + 2% + 2% + 2 + 1), as raizes em questdo
sdo as raizes do polinémio q(z) = z* + 23 + 22 + = + 1, o qual é irredutivel
(basta aplicar o critério de Eisenstein a ¢(z + 1) com p = 5). Logo, as raizes
de ¢(x) sdo nimeros algébricos de grau 4 e ¢(z) é o polinémio minimal de
cada uma delas. A ctibica resolvente de q(z) é 23 — 222 — 22 + 1, da qual —1
é uma raiz. Logo, o pentdgono regular em questiao pode ser construido com
régua e compasso. Naturalmente, que é possivel construir um pentagono
regular dados o centro e um dos vértices € algo que ja se sabe desde o tempo
de Euclides; veja~se [4, Livro IV, proposicao 11].

O problema de Alhazan

Hasan Ibn al-Haytham (c. 965—c. 1040), mais conhecido no Ocidente por
Alhazen, prop0s o seguinte problema no seu tratado de Optica (veja-se [11]
para mais detalhes): dados dois pontos A e B de um circulo de centro C,
determinar um ponto P da circunferéncia do circulo tal que a bissectriz do
angulo APB passe por C. Isto também pode ser visto como um problema de
Optica (o que é natural, dada a sua origem). Basta encarar a circunferéncia
como um espelho circular e o problema passa entdo a ser o de determinar
um ponto P desse espelho tal que um sinal luminoso emitido de A, ao ser
reflectido em P passe por B. Este problema nao pode, em geral, ser resolvido
usando somente régua e compasso, como é demonstrado em [3], embora possa
ser resolvido através da interseccao da circunferéncia com uma cénica, como
foi descoberto por Christiaan Huygens (veja-se [11]).

Suponha-se que a circunferéncia em questdo é a circunferéncia de cen-
tro (0,0) e raio 1 e que os pontos A e B sao (1/6,1/6) e (—1/2,1/2), respec-
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tivamente. Pode-se provar que, neste caso, a abcissa das solugoes P do
problema sdo as raizes reais do polinémio p(z) = xt =223 + 422+ 22 -1, 0
qual é irredutivel (veja-se [6, § 2]; a irredutibilidade de p(z) também pode
ser demonstrada recorrendo ao algoritmo descrito em [2]). Portanto, a ab-
cissa de P é um ntimero algébrico de grau 4. A cubica resolvente de p(z) é
23 — 822 4 162 + 16. Pelo teorema das raizes racionais, as suas raizes racio-
nais s6 podem ser os divisores de 16, mas verifica-se facilmente que nenhum
daqueles nimeros é raiz deste polinémio. Isto mostra que o problema de
Alhazen nao pode ser resolvido usando somente régua e compasso. No caso
concreto anterior, p(z) tem duas raizes reais e, consquentemente, o problema
tem duas solugdes P e P*, que podem ser vistas na figura [6| onde C' é o
centro da circunferéncia (note-se que, ao contrario do que possa parecer, os
pontos P, B e P* nao sdo colineares).

P

P*

Figura 6: Solugées do problema de Alhazen
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