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Resumo: Neste artigo pretendemos dar a conhecer ao leitor uma area que
consideramos particularmente atraente, onde temos obtido alguns resultados
que tentaremos também relatar. O ponto de partida é uma construcao (a
“etiquetagem de Pak-Stanley”), que associa um vetor a cada uma das regices
em que determinado conjunto de hiperplanos divide o espago euclideano R".
Regides vizinhas diferem (em 1) numa coordenada, crescendo ao afastar-se
de uma determinada regiao, etiquetada com (1,1,...,1). H4 cerca de vinte
anos, Pak e Stanley mostraram que, no caso de os hiperplanos formarem o
“arranjo de Shi”, as etiquetas de Pak-Stanley formam um conjunto previ-
amente estudado, o conjunto das “parking functions”, e que a etiquetagem
é bijetiva, muito embora seja dificil definir a funcdo inversa, isto é, obter a
regido a partir da etiqueta [3]. Esta constru¢do tem uma extensao natural
a outros arranjos. Recentemente, Mazin obteve uma caracterizacdo muito
geral dos conjuntos de etiquetas assim obtidos, que implica, em particular, o
resultado de Pak e Stanley. Com base neste trabalho de Mazin, estudamos
as etiquetagens de outro arranjos, o arranjo de Ish recentemente definido
e um conjunto de arranjos por nés introduzido, que constitui uma classe
naturalmente balizada, por um lado, pelo arranjo de Shi, e por outro, pelo
arranjo de Ish. O nosso trabalho, em tracos gerais, consistiu em descrever
o conjunto das etiquetas respetivas e em mostrar que as etiquetagens sdo
bijetivas, recorrendo a diferentes técnicas e resultados que aqui sdo explici-
tamente referidos. A exposicio dessas técnicas e o relato desses resultados,
alguns ja “classicos” da area e outros muito recentes, foram talvez a nossa
razao mais forte para a escrita deste pequeno texto.
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6 GENERALIZACOES DA ETIQUETAGEM DE PAK-STANLEY

Abstract: In this survey we introduce the reader to an area that we find
particularly attractive, where we have obtained some results that we will
also try to report. The starting point is a construction (the “Pak-Stanley
labeling”), which associates a vector to each of the regions in which a set of
hyperplanes divides the Euclidean space R™. Neighboring regions differ (by
1) in a coordinate, growing as they move away from a given region, labeled
with (1,1,...,1). About twenty years ago, Pak and Stanley showed that,
for the “Shi arrangement”, the Pak-Stanley labels form a previously studied
set, the set of parking functions, and that the labeling is bijective, although
the inverse function, from the labels to the corresponding regions, is not easy
to define [3]. This construction has a natural extension to other hyperplane
arrangements. Recently, Mazin obtained a very general characterization of
the sets of labels thus obtained, which implies, in particular, the result of Pak
and Stanley. Based on this work by Mazin, we studied the labeling of the
recently defined Ish arrangement and of a family of hyperplane arrangements
that we introduced, bounded by the Shi arrangement on the one hand and
by the Ish arrangement on the other hand. In our work, we describe the
set of labels of these hyperplane arrangements and show that the labels are
bijective, using different techniques and results that are mentioned here. The
exposure of these techniques and the reporting of these results, some already
“classic” in the area and others very recent, were perhaps our strongest
reason for writing this short survey.

palavras-chave: parking function; arranjo de hiperplanos; arranjo de hi-
perplanos de Shi; arranjo de hiperplanos de Ish.

keywords: parking function; hyperplane arrangement; Shi arrangement;
Ish arrangement.

1 Os arranjos de hiperplanos

Um arranjo de hiperplanos A é um conjunto finito de hiperplanos de R™, que
sao subespagos (afins) caracterizados por uma equagao da forma (A4, X)+b =
0, onde A € R™ e b € R. Cada hiperplano divide o espago restante em dois
semiespagos, caracterizados pelas inequagoes (A, X)+b > 0e (A, X)+b < 0,
respetivamente. A unido dos hiperplanos de um arranjo divide o espago em
regides, que sdo portanto as componentes conexas do complementar em R"
da uniao dos hiperplanos.

Por exemplo, consideremos o seguinte arranjo, constituido por seis hi-
perplanos, a que correspondem 16 regioes.
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Rul DUARTE e ANTONIO GUEDES DE OLIVEIRA 7

Shiz = {{(.T,y,Z) eR? | y:x}v{(x7y¢z) eR? ’ l’:y—i-l},
{(z,y,2) ER? |z =z}, {(z,y,2) ER3 |z =2+ 1},
{(z,y,2) eR® | z =y}, {(2,y,2) eR3 |y = 2 + 1}}.

Uma vez que os hiperplanos sdo neste caso planos paralelos a reta de equa-
¢Oes x = y = z, podemos representar os hiperplanos e as respetivas regioes
através da sua intersecdo com o plano de equagdo z + y + 2z = 0, como
na Figura (1}, em baixo. Note-se que cada regido esta etiquetada E| com um
elemento de [3]3.

z=y+1

Figura 1: Etiquetagem de Pak-Stanley das regides de Shig

Neste artigo debrugamo-nos essencialmente sobre este modo de etiquetar
as regides de diversos arranjos, incluindo sempre que possivel a caracteriza-
cao das etiquetas que se obtém.

Os termos aqui utilizados, em inglés, sdao de um modo geral termos ja
fixados pelo uso por diversos autores. Como nao hé literatura portuguesa
relevante nesta area, ndo temos nesta lingua termos igualmente fixados pelo
uso para os substituir. Podiamos simplesmente traduzi-los como nos pare-
cesse melhor, mas temos consciéncia de que isso pode levar a introducao de

'Definimos [n] := [1,n] onde [m,n] := {i € N|m < i < n}, para m,n € N. Omitimos
neste artigo livremente os parénteses e as virgulas da designagdo habitual dos elementos
de R™.
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8 GENERALIZACOES DA ETIQUETAGEM DE PAK-STANLEY

termos diferentes para o mesmo conceito — sendo isto, precisamente, o que
se pretende evitar ao nomear um conceito EL

2 Arranjo de Coxeter

O primeiro arranjo cuja etiquetagem estudamos é Cox,,, o arranjo de Coxeter
de dimensao n. Todos os outros arranjos aqui estudados sao “deformagoes”
deste [10], no sentido em que sdo constituidos por hiperplanos paralelos a
estes. Além disso, todos os arranjos aqui estudados contém este arranjo.

O arranjo Cox, consiste na colecdo dos seguintes hiperplanos de R",
para 1 <1 < j <n,

C’ij = {(xla-~~a13n) e R" | €T ZSEZ}
E f4cil entender aqui o que sdo as regides: sdo os conjuntos da forma
{(331,...,:L‘n) eER" |2y, > - >x0n}’

onde ¢ = (01,...,0,) é uma permutacdo de [n], o € &,. De facto,
x = (x1,...,2p) €y = (Y1,...,Yn) estdo do mesmo lado do hiperplano
de equagdo z; = x; se e s6 se (x; — x;)(y; — vs) > 0. Est@o portanto do
mesmo lado de todos os hiperplanos de equagdo x; = z; se e s6 se, sendo
Toy > 00 > X, Para algum o € G, também y,, > -+ > y,,,. Poderiamos
pois etiquetar as (n!) regides de Cox,, com os elementos de &,,.

No caso particular em que n = 3, temos trés planos contendo a reta
de equacdo x = y = z; representando-os através das suas intersecdes com
o plano de equacdo x + y + z = 0, como atras, obtemos a Figura |2, onde
colocamos em cada regidao R a permutacdo associada e a respetiva etiqueta
de Pak-Stanley, \(R). Esta etiquetagem foi introduzida na literatura por
Pak e Stanley [I3] e pode ser obtida neste caso do seguinte modo (veremos
depois o caso geral):

e Etiquetamos com A(Rp) = (1,...,1) a regido inicial Ry, constituida
pelos pontos (z1,...,z,) € R™ tais que z1 > -+ >z, .

e Dadas duas regioes R e R’ separadas por um tnico hiperplano de
equacao r; = x;, com i < j, estando R do mesmo lado que Ry, entao
AMR') = MR) + e;, onde, como é habitual, e; € R" tem todas as
coordenadas nulas exceto a coordenada de ordem %, igual a 1.

2Note-se que mesmo um conceito da Teoria de Grafos tdo bésico e tdo frequentemente
utilizado como “spanning tree” tem em portugués tradugdes tdo diferentes como “4rvore
geradora” e “arvore abrangente”.
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Figura 2: Etiquetagem de Pak-Stanley das regides de Coxs

Assim, por exemplo, A(R)(1) é o nimero de hiperplanos da forma z1 = z;
que separam Ry de R. Também é fcil ver [14] que, se

R={(x1,...,2n) ER" | 25, > -+ > 1, }
entao
AMR)(oi) ={j <iloj>ai}|.

Ou seja, A(R) = 1+ I(o) onde I(0) é a “inversion table” [12, p. 36] de
cel=(1,...,1) € R". Por exemplo, em Coxg, a regiao R definida por
Tg > Ty > Ty > T > T3 > Tg > Ty > X5 > T tem etiqueta A(R) = 484554321.
De facto, A(R)(1) = 4, uma vez que a esquerda de z1, inclusive, hd quatro
indices maiores ou iguais a 1 (9, 8, 7 e 1), A(R)(2) = 8, etc.

Para obter a permutagao caracteristica de R a partir de A\(R) hd um
simples algoritmo: consideram-se n posigoes livres, preenchendo-se depois
com ¢ = 1,...,n sucessivamente a A\(R)(7).ésima posicao livre. No exemplo
de tras, temos:

Lotooooos = ooodooooo = ooloo2 = L1302 =

Loo13040 2013452 - - - = | 87136452 987136452 .

E fcil agora ver que as etiquetas constituem o conjunto [n] x [n — 1] x
- x [1] , a cujos elementos chamamos elementos centrais. Também é ficil
ver que a etiquetagem é uma bijecao.
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10 GENERALIZACOES DA ETIQUETAGEM DE PAK-STANLEY

Os arranjos que consideramos a seguir contém estes hiperplanos, como
dissemos. Portanto, as regioes destes arranjos sao partes das regioes do ar-
ranjo de Coxeter. Mais precisamente, as regides do arranjo de Coxeter cons-
tituem as “camaras” dos arranjos considerados. A camara {(z1,...,2,) €
R™ | x1 > -+ > x,} (que etiquetdmos com (1,...,1) como regiao de Coxy),
diz-se cimara fundamental do arranjo. Portanto, a cAmara fundamental de
Shiz é a que estd sombreada na Figura [T}

3 Arranjos de Shi

O arranjo de hiperplanos representado na Figura [I]é um caso particular dos
seguintes arranjos (contendo os hiperplanos de Cox,,), chamados arranjos
de Shi n-dimensionais [11]:

Shi,, = Cox, U{{(z1,...,2n) ER" |z, =2; +1}| 1 <i<j<n}
={{(z1,...,zn) ER" |z =+ (}|1<i<j<n, (=0,1}.

Etiquetamos os arranjos gerais que contém o arranjo de Coxeter como
subarranjo como segue:

e Seja Ry a regiao da cdmara fundamental mais préxima da reta de
equagao rp = - -+ = &,. Tomamos \(Ry) = (1,...,1).

e Se duas regides R e R’ estao separadas por um tnico hiperplano de
equacdo x; = x; + ¢, com i < j e £ > 0, estando R do mesmo lado que
Ry, entdo A\(R') = A(R) + e;.

e Se duas regioes R e R’ estdo separadas por um tnico hiperplano de
equacdo x; = x; + £, com i < j e £ > 0, estando R do mesmo lado que
Ry, entdo A(R') = A(R) + e;.

Note-se que ) associa a regiao R de cada camara que estd mais préxima
da reta de equacdo 1 = --- = x, a etiqueta correspondente na etiquetagem
do arranjo de Coxeter, e que esta etiqueta é minima componente a com-
ponente de entre as regioes da mesma camara. Por exemplo, a camara de
Shis definida por z > y > x tem duas regides, etiquetadas 221 e 231. A
condic¢do “z > y > x” define em Coxs uma tnica regido, também etiquetada
221. Note-se que 221 é coordenada a coordenada menor ou igual a 231,
221 =% 231.
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4 “Parking functions”

Chama-se “parking function” de comprimento n aos elementos a de [n]" tais
que se b = (by,...,b,) é o vetor com as coordenadas de a ordenadas por
ordem crescente, entdao b; < ¢ para todo o ¢ entre 1 e n. O conjunto das
etiquetas de Pak-Stanley das regioes dos arranjos de Shi, é o conjunto das
“parking functions” [f| de comprimento n [13].

As parking functions sdo assim chamadas porque podem ser definidas do
seguinte modo [15]: suponhamos que n condutores entram sucessivamente
numa rua de sentido tinico com n lugares de estacionamento vagos. Cada
condutor tem “um lugar preferido”, e conduz até esse lugar sem estacionar.
Se o lugar estiver livre, estaciona; se ndo, continua a conduzir até encontrar
um lugar livre, e estaciona; se ndo existir nenhum lugar livre, abandona
a rua. Sendo a = (ay,...,a,) a lista das preferéncias dos condutores por
ordem de chegada, pode provar-se facilmente que os condutores estacionam
todos na rua se e s6 se a é uma parking function.

Também ¢é facil contar as parking functions com o seguinte argu-
mento [I5]: considerem-se as (n + 1) fungdes f : [n] — [n + 1] e o pro-
cedimento que consiste em “estacionar” n carros numa rotunda de sentido
unico com n + 1 lugares de estacionamento, numerados de 1 a n + 1, de
modo a que, de novo, o condutor do i.ésimo carro tem como lugar preferido
o lugar numerado f(7), conduz até esse lugar sem estacionar e, se o lugar es-
tiver livre, estaciona; se ndo, continua a conduzir (em circulo) até encontrar
um lugar livre e estaciona entéao.

E claro que, neste caso, todos os condutores estacionam sempre, so-
brando sempre um lugar. E claro também que a = (f(1),..., f(n)) é uma
“parking function” se e s6 se o lugar que fica livre é o que tem o nimero n—+1.
Finalmente, é ficil ver que o namero de funcées que “libertam” este lugar é
igual ao nimero de fungdes que libertam outro lugar qualquer: de facto, se
g ¢ definido por g(i) = m+ f(i) (mod (n+1)), por exemplo, entdo f liberta
o lugar k se e s se g liberta o lugar ¢, em que ¢ = k+ m (mod (n + 1)).
Por exemplo, a = 113 é uma parking function e ¢ = 331 nao. Note-se que
¢i =a;+2 (mod 4), i = 1,2,3. Os estacionamentos correspondentes estao
representados em baixo:

3Uma vez que o uso deste conceito ainda néo lhe fixou nenhum termo em portugués
adequado, usaremos daqui em diante o termo “parking functions” como se de portugués
se tratasse.
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12 GENERALIZACOES DA ETIQUETAGEM DE PAK-STANLEY

O nimero de parking functions de comprimento n é, portanto,

(n+1)" '

1n—1:
(n+1) n+1

Veremos na Secgao [§ que este é também o nimero de regides de Shi,, e que
esta etiquetagem ¢é bijectiva.

5 G-parking functions

Por defini¢do, a = (ay,...,a,) € N” é uma parking function se e s6 se, para
todo i € [n],
{jelnlla; <i}| =i,

ou, o que é equivalente, ndo ha nenhum conjunto com n—i elementos maiores
que 7.

Dito de outro modo, a = (ay,...,a,) € N® é uma parking function
se e 80 se, para todo subconjunto nado-vazio I C [n], existe ¢ € I tal que
a; < n — |I]. Seja G o digrafo simples completo com vértices em [n], isto é,

seja G = (V, A) onde
A={(i,5)[1<i,j <n}.

Entao, uma vez que {j ¢ I | (7,j) € A} = [n]\I, a é uma parking function se
e s6 se é uma G-parking function [§] para o grafo atras definido e conforme
a definicdo que se segue.

Definicao 5.1 ([10]). Seja, para V = [n] com n € N, G = (V, 4A) um
multigrafo dirigido, finito, sem lacetes. Uma fungao a = (a,...,a,) € N* é
uma G-parking function se, para todo subconjunto nao-vazio I C [n], existe
um vértice i € I tal que o nimero de elementos j ¢ I tais que (i,5) € A,
contado com a respetiva multiplicidade, é maior ou igual a a;.

Considere-se um arranjo de hiperplanos da forma

‘A:{{(xla"'vwn)ERn’$i:$j+a}’a€Hij, 1§2<]§n}
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Figura 3: Multigrafos dirigidos associados a Shis e Ishg

onde, para cada par (i,j) com 1 < i < j < n, H;; é um conjunto finito
de inteiros (possivelmente vazio). Suponhamos que, para cada par (i,7),
tomamos um arco orientado de ¢ para j para cada a < 0 contido em H;; e
um arco orientado de j para ¢ para cada a > 0 contido no mesmo conjunto.

Teorema 5.2 ([8], ad.). Uma fungio a € N" € uma etiqueta de uma regido
de A se e s6 se é uma G-parking function.

6 Arranjo de Ish

Nos casos que aqui consideramos, de deformacgoes do arranjo de Coxeter que
o contém, 0 € H;; por definicdo. Portanto, para todo (i,7) com 1 < i <
Jj <mn, (i,j) € A, sendo A o conjunto de arcos do digrafo respetivo. Por
exemplo, Armstrong introduziu recentemente um novo tipo de arranjo [I],
a que chamou de Ish, assim definido

Ish,, = Cox, U{{(z1,...,2p) €R" |21 =2+ i} | 1 <i < j<n}.

Neste caso, além dos arcos da forma (7, 7), hd em A, para cada i > 1,7 —1
arcos da forma (i,1) (V. Figura [3).

Representamos em baixo o arranjo de Ishs do modo como representamos
o arranjo de Shis, com as respetivas etiquetas de Pak-Stanley.

O ntmero de regides deste arranjo é igual ao niimero de regioes de Shis,
16. Isto acontece em geral, isto é, o niimero de regioes de Ish,, é o nimero
de regives de Shi, [1], (n + 1)"~!, conforme veremos.

As etiquetas ja ndo sdo as parking functions. Neste caso, em que n = 3,
hé duas diferencas: 312 é uma parking function mas nao é uma etiqueta
de Ishs, enquanto que 133 é uma etiqueta de Ish3 mas ndo é uma parking
function.
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14 GENERALIZACOES DA ETIQUETAGEM DE PAK-STANLEY

Figura 4: Etiquetagem de Pak-Stanley das regioes de Ishg

A caracterizacao das etiquetas deste arranjo em geral requer uma nova
definigao.

Chamamos centro [4] (ou 0-centro [5]) de a € N" = (aj,...,a,) ao
conjunto Z(a) de indices da mais longa subsequéncia (a;,,...,a;,, ) de a
que é menor ou igual coordenada a coordenada a (z(a),z(a) — 1,...,2,1).
Portanto, z(a) = |Z(a)|, por definigao ﬁ Chama-se o comprimento do
centro. Por exemplo, se a = (1,1,3) entao Z(a) = {1,2} porque, sendo
verdade que a(l) < 2,a(2) < 1, j4 ndo é verdade que a(l) < 3,a(2) <
2,a(3) < 1. Mais geralmente, temos, no caso em que n = 3 € na camara
fundamental, isto é, a parte de R™ em que x1 > x9 > -+ > x, (V. Figura[4),

a| Za) |z(a)
111 [ {1,2,3} | 3
12| {12} | 2
122 {1} 1
113 {1,2} | 2
123 {1} 1

Observe-se que em todos estes casos, 1 pertence ao centro da etiqueta. Na
verdade, pode provar-se que a caracterizacao é esta: a = (aq,...,a,) é uma
etiqueta de Ish,, se e sé se 1 pertence ao centro Z(a) [4]. Em particular, pode
ver-se que é o que se passa com a etiqueta 133 e que nao se passa com 312,

“Note-se que a € R™ é um elemento central se e s6 se Z(a) = [n].
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ja que Z(312) = {2}. Esta caracterizagao é feita estudando as propriedades
das G-parking functions respetivas.

O facto de os niimeros de regies coincidirem nos arranjos dos dois tipos,
Shi e Ish, é uma consequéncia importante de os arranjos terem o mesmo poli-
nomio caracteristico, conceito que aqui nao definimos. Outra consequéncia,
facilmente verificavel nas figuras, é que o nimero de regides relativamente
limitadas também é igual (4 em ambas as figuras).

7 Entre Shi e Ish

Entre outros arranjos que aqui abordamos, figuram os seguintes [5], que
podem ser vistos como generalizando simultaneamente Shi,, e Ish,,. Consi-
deremos, para n > 3, hiperplanos de R"™ dos seguintes trés tipos, todos eles
j& mencionados. Sejam, para 1 <i¢ < j <mn,
Cij = {(1}1,...,1’n) cR" | xr; = l’j},
Sij ={(z1,...,2n) eR" |2 = xj + 1},
Iij = {(331,...,.%”) e R" ‘ T :LEJ+Z}
Definimos entao, para 2 < k < n,
U{Iij|1§i<j§n/\i<k'}
U{Sij|1<i<j<nAi>k}.
Note-se que Shi,, = A2 enquanto que Ish,, = A”.

Podemos de novo caracterizar as etiquetas de Pak-Stanley destes ar-
ranjos [B], a que chamdmos parking functions parciais, estudando as
propriedades das G-parking functions respetivas. Obtém-se que a =
aj - Gp_1a - - a, € N® é uma k-parking function parcial se e s6 se

1 --- 1 ag---a, é uma parking function

k vezes
aj---ap—1ag - ap) ¢ uma etiqueta de Ish

p———
onde ay, - - - a,, é o vetor com as coordenadas de ay, - - - a,, ordenadas por ordem
decrescente.
Note-se que as parking functions se podem caracterizar como segue:

a=(ai,...,ap) € [n|" tal que existe uma permutacao o € &,
com
ay(;y < i, para todo i € [n].
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16 GENERALIZACOES DA ETIQUETAGEM DE PAK-STANLEY

E facil ver que as etiquetas de Ish podem ser caracterizadas como:

a = (ay,...,a,) € [n]" tal que existe uma permutacao o € &,
com

ag(iy < i, para todo i € [a1];
o(i+1) < o(i), para todo ¢ € [a; — 1].

No caso das parking functions parciais, propomos a seguinte caracteri-
zagao [5]:

a=(ay,...,ap) € [n|" tal que existe uma permutacao o € &,
com

ay(;y < i para todo i € [a;] e para todo i € [k, n] tal que o(i) > k;
o(i+1) < o(i) para todo i € [a; — 1] tal que o(i) < k.

Como veremos na sec¢do seguinte, em todos estes arranjos o nimero de
etiquetas é o niimero de regides, (n+1)""1, e a etiquetagem é uma bijecio [5].

8 “Burning algorithm” de Dhar
Dado o multigrafo dirigido G = ([n], A), seja G = ([n], A) onde

A= {(0,9) i€ [} U{(G.1) | (i,g) € A}.

Seja G o grafo associado a Ish3. Em baixo representa-se G, juntamente
com a = (3,1,2), ao conjunto dos quais se aplica o algoritmo de Dhar [2].
Para entender este algoritmo, imaginemos que cada arco de G representa
um corredor de um edificio em chamas. O fogo comeca em 0 e propaga-se
corredor a corredor segundo as direcoes indicadas pelos arcos e comecando
pelos corredores que ligam a vértices de maior numeracdo. O fogo de um
corredor pode ser detido se houver na sua extremidade um balde de areia,
que assim se gasta. O mesmo corredor ndo torna a propagar o fogo. O nu-
mero de baldes em cada vértice em cada momento esta indicado nos circulos,
sendo que os nimeros de baldes de areia & partida sdo as coordenadas de a
diminuidas de 1.

Suponhamos que a = 133. Temos entdo a situacdo representada em
baixo. Pode ver-se que o processo termina com todos os vértices esgotados.
A tracejado grosso figuram os arcos que conduzem o fogo a cada vértice. Por
definigdo, se esquecermos a sua orientacdo, o grafo que estes arcos definem
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é aciclico e, havendo n arcos para n + 1 vértices, é uma arvore (dirigida),
e é geradora, portanto. Como digrafo, cada arco é orientado de uma tnica
maneira, de 0 para fora.

Note-se que procedendo da mesma maneira com a = 312 vemos que o pro-
cesso termina (por falta de corredores que propaguem o fogo onde ele ocorre)
sem “queimar” todos os vértices. Nao se produz portanto uma arvore gera-
dora.

VY. V.S

Teorema 8.1 ([9, 5], ad.). A fung¢io a € N é uma G-parking function se
e s6 se o algoritmo atrds apresentado aplicado a G produz uma drvore gera-
dora. A funcdo que associa a cada G-parking function a drvore determinada
pelo algoritmo é uma bijegdo.

Corolario 8.2. O nudmero de etiquetas criadas pela etiquetagem de Pak-
Stanley a partir de um digrafo G é o valor do determinante da matriz de
Laplace de G, suprimida a linha e a coluna correspondente ao vértice 0.

Demonstra¢ao. O conjunto de etiquetas é, segundo Mazin [§], o conjunto
das G-parking functions. Pelo teorema anterior, este niimero é o niimero de
arvores geradoras de G, que, pelo Teorema de Kirchhoff, é o determinante
da matriz de Laplace de G suprimida uma linha e uma coluna. O
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Podemos assim, por exemplo, verificar a nossa contagem de parking func-
tions com determinado comprimento. Basta calcular o determinante de

n -1 -1 ... -1

-1 n -1 ... -1
M, =

-1 -1 -1 ... n

Por exemplo, o nimero de parking functions de comprimento 3 é

3 —1-1
-1 3 -1
-1-13

| Ms| = = 16.

Notamos agora [5] que, suprimidas as linhas e as colunas correspondentes
ao vértice 0, a matriz de Laplace de G¥, onde G¥ ¢ o digrafo associado ao
arranjo A, se pode obter da do digrafo completo associado ao arranjo de
Shi multiplicando-a a direita por uma matriz unitaria. Por exemplo, as

matrizes de Laplace correspondentes a Shis e a Ishs sdo as seguintes:

o1 2 3 01 2 3
0/0 -1 —1 -1 0/0 -1 -1 -1
1o 3 -1 -1 1o 3 -1 —2
210 -1 3 -1 € oflo -1 3 o
3\0 -1 -1 3 3\0 -1 -1 3

3 —1-2 3 —1-1 10—1/4
Note-seque | -1 3 0 | =[-13 -1]-[o0o1 1/4|.
-1-1 3 -1-1 3 00 1

Daqui se conclui que
(n+1)"1

€ o numero de etiquetas da etiquetagem de Pak-Stanley de qualquer arranjo
“entre Shie Ish”, isto €, da forma AfL, incluindo os arranjos de Shi e de Ish.

O célculo do niimero de regides, assim como o estudo da etiquetagem de
outros arranjos do mesmo tipo, ficardo para outra ocasiao.

Concluimos este pequeno artigo referindo um facto que conseguimos pro-
var, e uma conjetura que, a ser provada, o generalizaria [6]. Mais precisa-
mente, provamos que o numero de parking functions de centro com deter-
minado comprimento é igual ao de fungoes de Ish de centro com o mesmo
comprimento. VerificAmos computacionalmente, depois, que o mesmo se
passa com as etiquetas dos arranjos “entre Shi e Ish” até oito elementos,
inclusive, e conjeturdmos que o mesmo se passa sempre.
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Cremos que a prova ndo serd simples, porque, para calcular o niimero
de parking functions de comprimento n e centro de comprimento k < n,
tivemos que proceder como segue:

Dizemos [7] que a funcdo a = (ay,...,a,) € [n]™ é uma “rook word”
se a; < run(a), onde run(a) é o maior valor de k tal que 1,2,... k sdo
coordenadas de a. Mostramos que sdo iguais:

1. O namero de parking functions com centro de comprimento k;
2. O ntmero de parking functions com “run” de comprimento k;

3. O numero de “rook words” com “run” de comprimento k .

Finalmente, obtivemos o niimero de “rook words” com “run” de comprimento
k, o que é relativamente facil. Também relativamente facil é ver [4] que esse
numero é o nimero de fungdes de Ish com centro de comprimento k.
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