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Resumo: Neste trabalho, generalizamos um teorema de A. Manning [§]
sobre a diferenciabilidade do ponto limite de sucessoes de tridngulos pedais
associados a familias parametrizadas de tridangulos.

Abstract: In this paper, we generalize a theorem by A. Manning [8] on the
differentiability of the curves of limit points of sequences of pedal triangles
assigned to a parameterized family of triangles.
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1 Introducao

Uma das construgoes geométricas elementares mais conhecidas com tri-
angulos consiste em tracar as suas alturas, intersetéa-las com as respetivas
bases e, de seguida, unir os pontos de intersecdo, obtendo aquilo a que se
chama o pedal do tridngulo inicial. Na maioria dos casos, o pedal é um
tridngulo, e portanto podemos repetir a construcao anterior, gerando-se
desse modo uma sucessao de tridngulos que herdam algumas das proprieda-
des do tridngulo original. Em [I], J. Alexander mostrou que, se estivermos
apenas interessados nos angulos dos sucessivos pedais (ou seja, na sua
forma), podemos transferir o estudo destas érbitas para o da dindmica da
operagao de deslocamento & esquerda (conhecida como shift) a atuar nas
palavras infinitas de 4 simbolos, permitindo assim retirar conclusdes acerca
da diversidade de d6rbitas possiveis, da sua variacdo com o tridngulo inicial
e da sua distribuicdo no espago de tridngulos. O leitor interessado nesta
abordagem encontra mais informacao em [6], [7, [T1].
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Quando bem definida, a sucessdo de tridngulos pedais associada a um
tridngulo fixado converge, no plano, para um ponto. Onde se situa este
ponto limite, e que modo essa posicdo depende do tridngulo inicial? A.
Manning fornece em [8] uma férmula para este ponto limite que, juntamente
com as propriedades geométricas da configuracao de tridngulos pedais, nos
permite obter explicitamente um conjunto de curvas cujos tragos sao feitos
de pontos-limite de sucessoes de tridngulos pedais. Estes pedais sdo gerados
por uma familia de tridngulos que é definida perturbando-se um triangulo
previamente fixado & medida que, mantendo um lado inalterado, deixamos
um dos seus vértices percorrer a sua circunferéncia circunscrita. A anélise
destas curvas, e a aplicacdo de um resultado de Manning sobre a diferen-
ciabilidade do ponto limite relativamente a um parametro, permitiu-nos
provar uma extensao do Teorema 2 de [§].

O texto esta organizado do seguinte modo. Comegamos por recordar a
construgao do tridangulo pedal associado a um triangulo fixado, listando algu-
mas das propriedades desta construgao e da figura que assim se gera. Depois
consideramos a sucessao de tridngulos obtida iterando essa construcao, sem-
pre que isso seja possivel, relembrando que, com ferramentas de dinamica
simbélica, é possivel descrever completamente, a menos de semelhancga, as
6rbitas desta dindmica [I}, [6]. Depois dessa breve apresentagdo, estudamos
o comportamento e a posicdo do ponto limite dessas sucessoes, e como ele
varia quando se perturba o tridngulo inicial. Finalmente, apresentamos o
Teorema 2 de [§] e a generalizagdo que anunciamos.

2 Triangulos pedais

Considere-se um triangulo A ABC' e fixemos um ponto P no plano. Tra-
¢ando as ortogonais aos lados do tridngulo que passam por P, e de seguida
unindo as respetivas intersegoes, obtemos um novo tridngulo (que pode ser
degenerado). A figura seguinte ilustra esta construgao.
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Figura 1: Triangulo pedal (a castanho) de A ABC

Quando P estd na circunferéncia circunscrita do tridngulo o tridngulo
obtido degenera num segmento mas, quando tal ndo acontece, podemos
repetir a construcao anterior usando este novo tridngulo e o ponto P, como
mostramos no exemplo seguinte.

c

Figura 2: Iteracdo com P no exterior do tridngulo original. A ordem de
cores é verde, castanho, azul, verde.
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Em [3] provou-se a seguinte propriedade desta sucesséo.

Teorema 1 [3] O terceiro triangulo obtido na iteragao é semelhante ao tri-
angulo original.

Um enunciado idéntico (provado em [I0]) é vélido para poligonos de
n > 3 lados: o termo de ordem n da sucessdo de poligonos, obtida por
iteracao das projegoes a partir de um ponto fixado, é semelhante ao poligono
inicial.

2.1 Triangulo pedal desde o ortocentro

Dado um tridngulo A ABC', considerem-se as proje¢oes ortogonais de cada
vértice no respetivo lado oposto. Unindo-as, obtemos um tridngulo (que
pode ser degenerado) que se designa o pedal de A\ ABC H Vejamos alguns
exemplos.

Figura 3: Pedal de um tridngulo obtusangulo.

De notar que a construcao do tridngulo pedal é um caso particular da
construgdo anterior: o pedal é justamente o tridngulo obtido quando se
tomam as projecoes ortogonais do ortocentro nos lados do tridngulo. Em
[9] (veja-se também [2]) pode ler-se uma demonstracao de que o tridngulo
pedal é a solucao do problema de Fagnano: de todos os tridngulos A XY Z
inscritos num tridngulo A ABC acutdngulo (com X € BC,Y € AC, Z €
AB), o que tem menor perimetro é precisamente o pedal de A ABC'.

LA terminologia usual para o que neste texto designamos como «triangulo pedaly é
«tridngulo ortico» ou «das alturas»
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2.2 Angulos e lados do pedal

Sejam A ABC um triangulo de lados a, b, ¢ e &ngulos A, B, C e designemos
por A A'B'C" o pedal de A ABC'. Se A ABC for acutangulo, tem-se [4]:
a = acos(A) b = bcos(B) ¢ = ccos(C)
A = 180-24 B' =180 — 2B C' =180 — 2C.

Caso A seja obtuso:

a = —acos(A) b = bcos(B) ¢ = ccos(C)
A = 24-180 B'=2B ' =2C.

Férmulas analogas sao validas quando B ou C sdo obtusos.

3 Sucessao pedal

Se o tridngulo pedal nao for degenerado, o que acontece se partirmos de
um triangulo ndo retangulo, podemos repetir a construcao anterior, usando
agora o tridngulo pedal. Podemos entender esta nova sucessdo como uma
variagdo da anterior: enquanto na primeira construcdo iteravamos o pro-
cesso mantendo o ponto P fixo, agora o ponto de onde a projecao é feita -
o ortocentro - também varia ao longo da sucessao. Por exemplo:

Figura 4: Exemplo de sucessdo pedal com o ponto limite assinalado.
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3.1 Dinamica simbélica da sucessao pedal

O exemplo anterior sugere que esta nova construcdo introduz uma maior
complexidade no sistema dindmico. Recordemos como se provou isso mesmo
em [1].

3.1.1 Codificagao

Denotemos por T o espago de tridngulos no plano, e associemos a cada
tridngulo 7' € T (ndo retangulo), com angulos A, B, C, a sua “palavra de
obtusidade”, definida do seguinte modo:

e O primeiro simbolo da palavra é 0 se T for acutangulo.

e O primeiro simbolo da palavra é 1, 2 ou 3 se, A, B ou C, respetiva-
mente, forem obtusos.

Uma vez que esta codificacdo s6 atenta aos angulos de T, ou seja, a

forma do tridngulo, podemos simplificar esta abordagem descrevendo cada
tridngulo por coordenadas baricéntricas determinadas pelos seus angulos.

3.1.2 Coordenadas baricéntricas

A cada T = A ABC € T associamos o terno

e R?

LA /B AC)

(@,,2) = <1802’ 1807’ 1807

identificando deste modo 7 com o conjunto
M={(z,y,2) ER>: z4+y+2=1 A z,y,2>0}.

O conjunto M ¢ o tridngulo em R3 de vértices (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).
Note-se ainda que 7 inclui tridngulos degenerados, de dois tipos diferentes
- com dois angulos de amplitude 0° (e um de amplitude 180°) cujos vértices
sdo colineares e distintos; ou com um angulo de amplitude 0° e dois vértices
coincidentes - que moram no seu bordo. A figura seguinte ilustra esta
informacao.

Boletim da SPM 79, Dezembro 2021, pp. 21



RODRIGO PEREIRA 27

041

() (6,1,0)

(1,0

Figura 5: Conjunto M

O conjunto M admite uma particito em quatro subconjuntos

(Ml) ‘ de acordo com as caracteristicas do tridngulo inicial 7"
i€{0,1,2,3

e T acutdngulo <— M.
e T obtusoem A, BouC — M, Mg, M3 (respetivamente).

Por convencéo, os segmentos no bordo dos subconjuntos M; da particdo de
M, (onde se localizam os triangulos retangulos) pertencem a M.
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My

Mo

Figura 6: Particdo do conjunto M.
Nesta descricdo, a aplicacdo pedal P, que a T associa o seu pedal, tem

a seguinte interpretacdo geométrica:

a imagem de T pela homotetia Hy de razao

e TeM;, i=1,2,3 = P(T)éaimagem de T pela homotetia H;
de razao 2 com centro em (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1), respetivamente.

o« T € My = P(T)
1

é
1
—2 com centro em 3

W =

)

gv

Observe-se que o n-ésimo digito da palavra de obtusidade de T' corres-
ponde ao indice da regido de M onde P"~!(T) se encontra; ou seja, fornece
o itinerario na particdo (M;);=o,1,2,3 da érbita por P de cada triangulo 7T'.

3.1.3 Representagao binaria das coordenadas baricéntricas
z', vy, 7 do pedal

Dado um tridngulo T (ndo retdngulo) com angulos A, B e C, o seu pedal
(ndo degenerado) descreve-se em coordenadas baricéntricas do seguinte
modo (onde *' =1 — x).
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Caso 1: A ABC acutangulo.

LA

v 18022(0.0a2a3a4--.)2 = 2'=1-2z=(0.abaya) )2
/4B

v = 1gop = (00bzbsba---)2 =y =1-2y= (03058} )
£ZC

z = 1802:(0.0026364..-)2 = 2=1-22=(0.chcsc) )2

Caso 2: A obtuso.

/A ,

r = — = (0.1agaszayq --+)y = x =2x—1=(0.acazayq ---)2
180z
/B

Yy = V=(O.Ob2l)3b4'-')2 = y':2y:(0.b2b3b4---)2
180z
ZC

z = - =(0.0caczcq -+ )y = 2 =22=(0.cac3cy )0
180z

Obtemos formulas andlogas caso B ou C seja obtuso. Estas férmulas
permitem a cria¢do de um algoritmo (descrito em [I]) para a passagem entre
o tridngulo e a sua palavra de obtusidade (e vice-versa).

3.1.4 Aplicacao pedal e o shift em 4 simbolos: Teorema de Ale-
xander

Sejam T o espago dos tridngulos no plano e P : T — T a aplicacdo que as-
socia a cada tridngulo o seu pedal. Consideremos o espago Y4 das palavras
(an)nen tais que a, € {0,1,2,3} para todo o natural n e a transformacao
shift definida por

o ZI—>ZZ

a1G20304 -+ > 01A20304 - .

Temos assim definida uma aplicagio & : T — Y7 tal que o diagrama
seguinte comuta.
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T L 57

E &

i —— >4

E, excluindo o conjunto C das palavras nao admissiveis de ZI, que surgem
devido & ambiguidade da representacao dos tridngulos retdngulos (que mo-
ram no bordo da particao My U M; U Mo U Mg),ﬂ o Teorema de Alexander
[1] estabelece a existéncia de isomorfismos entre as diferentes descrigdes que
apresentamos, nomeadamente:

e O espaco dos tridngulos 7 com a aplicagdo pedal P.
e Um subespaco das palavras ZI com a aplicagao shift o.

e O espago de coordenadas baricéntricas M com as homotetias H;, para
i€{0,1,2,3}.

E agora facil descrever muitas sucessoes pedais, exibindo, em particu-
lar, sucessoes peridédicas ou sucessoes pré-periddicas, pois basta encontrar
elementos admissiveis de 3 com estas caracteristicas.

2Por exemplo, a palavra 01 localiza-se no ponto médio da base de M e portanto 101
deveria estar a meio da base de M, no entanto, como os pontos desse segmento pertencem
a M, a palavra correpondente deverd ser 001, pelo que 101 é ndo admissivel. Para uma
descrigdo mais completa do conjunto C, o leitor deverd consultar [I]
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Figura 7: Exemplo da passagem de M para >.f. A palavra obtida é
000120330 - - - .

Podemos também localizar um ponto de M a partir da palavra de obtu-
sidade subdividindo cada um dos M;, como foi feito com M, num processo
limite que converge para o ponto que queremos encontrar.

Figura 8: Exemplo da passagem de ZI para M com a palavra 123.
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3.1.5 Topologia em M

Considere-se em Y_; a seguinte distancia entre dois elementos a = (ag)k e N
eb=(bp)ken:

-3 o
Note-se que a série que define D converge e que se tem

1 .
D(a,b) < T w= bi,Vie{l,....,n} = Dl(a,b) < VEx
Transferindo para M a topologia definida por esta métrica em >/ atra-

vés da aplicacdo &, obtém-se

onde B (z, 0) denota a bola para a métrica D de centro z e raio 4.

3.1.6 Sucessoes especiais

Apliquemos as correspondéncias anteriores para descrevermos algumas su-
cessoOes especiais.

Tridngulos acutdngulos Se P"(T) € M, para todo o n € Ny, entdo
E(T) = 0. H4 apenas um tridngulo T' € T para o qual todos os tridngulos
da sucessao pedal sdo acutangulos: o tridngulo equilatero, que é ponto fixo
da dindmica.
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Figura 9: Sucessdo pedal correspondente & palavra 0.

Tridngulos obtusangulos Se P"(T) ¢ M, para todo o n € Ny, entdo
E(T) é uma palavra na qual nao aparece nenhum 0. Geometricamente, pode-
mos representar este conjunto de triangulos apagando de M o subconjunto

Un €Np P_n(MO)’

Figura 10: Espago M com (algumas) palavras que contém algum 0 assina-
ladas a preto.
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Triadngulos isdsceles O conjunto dos tridngulos isosceles é
IT={(z,y,z) EM: z=yVy=zVar=z}

Geometricamente, estes tridngulos localizam-se nas alturas do tridngulo M.
Cada uma das alturas passa apenas por duas das quatro sub-divisdes de M,
pelo que, na verdade, uma tal palavra é composta apenas por dois simbolos
(0ei,i=1,2,3).

Figura 11: Espaco M com o conjunto dos tridngulos isésceles assinalado a
laranja.

Um triangulo é pré-isosceles se algum dos seus iterados por P for isésce-
les. Nesse caso, a sua palavra de obtusidade é, depois de um ntmero finito de
iterados, uma das descritas atrads. Podemos representé-los geometricamente
em M como

U P @).

neN

Boletim da SPM 79, Dezembro 2021, pp. 21{63|



RODRIGO PEREIRA 35

Figura 12: Espaco M com (alguns) tridngulos pré-isésceles assinalados a
preto.

Exemplo 1: Sucessao de periodo 2 A palavra 01 corresponde a um
tridngulo isésceles semelhante ao seu segundo pedal, uma vez que por agao
do shift

01 —~ 10 ~ ©0I

ou, equivalentemente,

L2 2) 1805 o (3 1 1>><180V o (L2 2)><180V
555 z 555 z 555 z

A
JAVA

Figura 13: As duas iteragbes da sucessdo do Exemplo 1 assinaladas numa
das alturas (a laranja) de M.
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Figura 14: Sucessdo pedal correspondente a palavra 01.

Exemplo 3: Sucessao de periodo 3 A palavra 130 corresponde a um
triangulo obtusangulo semelhante ao seu terceiro pedal, pois tem-se

130 — 301 ~—~ 013 ~ 130.

Em coordenadas baricéntricas, esta agdo corresponde a

<513>><180V s <126>x18()vr—><243>><180v
9'9’9 z 9'9'9 z 9°9°9 z

513
— =, = 1807.
(9,9,9)>< 80z
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Figura 15: Os termos da sucessao anterior localizados em M.

Figura 16: Sucessao pedal correspondente a palavra 130.
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Exemplo 4: Sucessdo pré-periédica A palavra 201123 é periddica (de
periodo 4) a partir do terceiro simbolo. Corresponde a seguinte sucessao de
tridngulos:

(3 13 14>><1802 > (6 26 28>><1802'—> (48 ° 4)><180i

60’ 60° 60 60’ 60° 60 60’ 60’ 60
36 16 8 12 32 16
2 20 C 180z 22092 20N L 180%
<60’60’60) x 1802 = <60’60’60) x 1802
(515,
607 60’ 60 z

Figura 17: Termos da sucessao anterior em M.
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Figura 18: Sucessdo pedal correspondente & palavra 201123.

Tridngulos degenerados Os tridngulos degenerados (com um ou dois
angulos de amplitude 0) correspondem ao conjunto

D={(z,y,2) eEM:2=0Vy=0V z=0}

Geometricamente, localizam-se nos lados do triangulo M. Podemos consi-
derar trés casos:

o Tridngulos com dois dngulos nulos, que se localizam nos vértices de
M, correspondem as palavras

[\
)
ol

1,
e sao pontos fixos da dindmica.

o Tridngulos com apenas um angulo nulo, que se localizam nos lados de

M e:
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— Se algum iterado passar a ter dois dngulos nulos, a palavra de
obtusidade é da forma @ 0%, onde a é uma palavra com apenas
dois simbolos de {1,2,3} e i é o simbolo restante.

— Caso contréario, a palavra de obtusidade tem apenas dois simbolos,
de entre 1, 2 e 3.

Um tridngulo é pré-degenerado se algum dos seus iterados for um tri-
angulo degenerado. Nesse caso, a sua palavra de obtusidade é, ao fim de
um numero finito de iterados, uma das descritas anteriormente. Podemos
representa-los geometricamente em M como

U 7

neN

/NANNNN
/NNANANANN
JAVAVAVAVAVAVA!
/NNNNNNNN

Figura 19: Alguns triangulos pré-degenerados assinalados a preto em M.

4 Circunferéncia dos 9 pontos

O pedal de um triangulo A ABC tem como circunferéncia circunscrita a
“circunferéncia dos 9 pontos”, assim chamada por conter 9 pontos especiais
de A ABC, nomeadamente:

e 0s 3 pés das alturas;
e 0s 3 pontos médios dos lados;

e e 0s 3 pontos médios dos segmentos que unem o ortocentro aos vértices
do tridngulo.
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Esta circunferéncia é imagem da circunferéncia circunscrita de A ABC pela

homotetia de centro no ortocentro de A ABC' e razao 3

Figura 20: Circunferéncia dos 9 pontos de um tridngulo A ABC' com os
9 pontos assinalados a amarelo, laranja e roxo, pela ordem em que foram
enunciados.

Além disso, as areas de um tridngulo e do seu pedal tém a seguinte
relacdo entre si [5]:

1

2
Area de P(AABC) = = (1 _ 109

R2

1 ) (Area de A ABC)

onde OQ é o segmento que une o circuncentro ao ortocentro de A ABC, o
numero real R > 0 designa o raio da circunferéncia circunscrita de A ABC
e P é a aplicagao pedal. Daqui resulta que

Area de P(AABC) < %(Area de AABC)
e que
0 < Areade P"(AABC) < %(Area de A ABO).
Consequentemente, se o tridngulo inicial ndo é pré-degenerado (logo a sua
sucessao pedal estd bem definida), a sucessdo das respetivas areas tende para

zero. E, portanto, a sucessao dos tridangulos pedais tende para um ponto do
plano.
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5 Ponto limite

Considerando os vértices do triangulo A ABC' como inscritos na circunfe-
réncia de centro 0 e raio 1 no plano complexo, é possivel encontrar uma
férmula para o ponto limite da sucessao pedal usando a sucessdo dos cir-
cuncentros. Sejam

o Ay =exp(2miayg), By = exp(2mi fy) e Cy = exp(2mi~yg) os vértices do
tridngulo inicial, onde ayg, Bo, Y0 € [0, 1[.

e Hy = ortocentro de A AgByCy

e (o = circuncentro de A AqgByCy

e K = circunferéncia circunscrita de A\ AgByCy

o A A|B{C] o pedal de A AyB\Cy.

A homotetia de centro Hy e razao 2 envia a circunferéncia circunscrita K; do
pedal A A} B C} em Ky, e portanto envia o pedal num tridngulo semelhante
A A1 B1Cq inscrito em K.

Figura 21: Tridngulo A AgByCy, a sua circunferéncia circunscrita Ky, o seu
pedal A A} B{C} e a ampliagao A A1 B1C1.
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Além disso, Hy e Qg satisfazem a seguinte igualdade

Hy — Qo = (Ao — Qo) + (Bo — Qo) + (Co — Qo)

pois a composta das translagdes segundo os vetores QoAg, QuoBoy e QuCo
envia as mediatrizes dos lados do tridngulo nas suas alturas, e portanto
envia Qg em Hy. Como estamos a supor que )g = 0, daqui resulta que

Hy = exp(2mi ap) + exp(2mi Bo) + exp(2mi ).

Tendo em conta que ()1 é o ponto médio do segmento de extremos Hy e
Qo, sabemos ainda que

Hy — Qo

Q1— Qo= 5

e, portanto,

(exp(Qm ap) + exp(2mi fy) + exp(2mi ’yo))

l\D\*—‘

Q=

Em geral, para o n—ésimo termo da sucessao pedal, obtém-se analoga-
mente

Hy,—Qn = (A;z - Qn) + (B;z - Qn) + (07/1 - Qn)
= o (A0 = Qo) + (B, — Qo) +(Co— Q)

27’L
1 , _ |
= o (exp(2m ap) + exp(2mi By,) + exp(2mi fyn))
e
1
Qni1 = @n = 5 (Hn—@n)
1 ) . .
= o7 (exp(2m ay,) + exp(2mi By,) + exp(2mi 'yn)>
Consequentemente, o ponto limite é dado por:
N-1
li = i _
im0y = i (X (@)
o
= > (Qur1—Qn)
n=0
oo
= Z 2n+1 (exp (2mi o) + exp(27i By) + exp(2mi 'yn)>
n=0
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5.1 Foérmulas para a,, 5,, V»

Podemos agora escrever ., Bn, ¥» como funcdo dos pardmetros iniciais
o, Bo, Yo de modo a obter uma férmula do ponto limite que dependa expli-
citamente destes dados iniciais.

Comecemos por observar que com tais valores aj, 81, y1 obtemos os
vértices do pedal A; = exp(2mi ), By = exp(2mi 1) e C1 = exp(27miy), e
que as cordas AgA; e ByCy sdo ortogonais, logo os argumentos dos pontos
médios respetivos tém uma diferenca de —.

Figura 22: Ortogonalidade das cordas AgA; e ByCy.

Ou seja,

de onde resulta que

1
0125—0404-504-70-

De forma andloga, obtém-se

1
5125*50+010+70
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e
1
’Yl=§—70+060+50-
Tem-se entao
a1 =Aay+b
sendo .
111
t
= b: b e
ag (akw@kafyk) (27272)
-1 1 1
A=11 -1 1
1 1 -1

Como Ab = b, deduzimos que para todo o natural n
an, = A" ag +nb.

Além disso, a matriz A é simétrica, logo diagonalizavel. E A = UDU!,
onde

1 0 0 1 1 0 1 1 1
D=0 -2 0 U=11 -1 1 vl=212 -1 -1

0 0 2 1 0 -1 1 1 -2
Consequentemente,

L2 1= (2t 1 (-2
A" =UD"U =2 | 1-(=2)" 1+2(-2) 1—(-2)"
Sl1-(—2m 1 (=2 142(-2)n

Logo,
o — ao+§0+’¥o +(-2)

O que implica que

200 — B —
exp(2mi ) = (-1 exp (2 0D exp (2 (-2 2000 )

20— Bo—v n
n— JR—
3 +2'

As estimativas de (3, e vy, seguem férmulas de recorréncia analogas. Fica
assim provado o seguinte resultado.
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Teorema 2 [8] Se os vértices do triangulo original sao os pontos em C
dados por

A = exp(27i @) B = exp(27i B) C = exp(2mi~y)
entdo o ponto limite € imagem da fungdo
L:R*—C

definida por

E( yﬂa ) s (_1)71 ' n2 _ﬁ_
exp (2?@ 0‘%}“) - nZ::O gni1 |CXP <2m (—2) 0‘37)
+ exp <2m’ (—2)" _0‘4'325_7)
+ exp <2m' (—2)" _O‘_?{HQV)] _

5.2 Algumas propriedades da funcao L

Observe-se que:
x 1
e Para todoo a, e, tem-se |L(a, 5,7) <3 X Jnil Logo a série
n=0
que descreve L converge uniformemente para uma fungdo continua (pelo
teste M de Weierstrass).

e Além disso, £ é simétrica em relagdo as trés variaveis a;, g e y. Ou
seja, o ponto limite ndo depende da ordenacao dos vértices.

e Dado 0 € R, para todo o «, 8 e v tem-se
L(a+0,54+0,v+0)=-exp(2mif) L(a, B,7).

Ou seja, uma rotagao do tridngulo induz uma rotagdo no ponto limite.

e Analogamente se mostra que para todo o «, 8 e 7y se tem

‘C(_a’ _67 _’Y) = £(O(, ﬁ)ry)

onde Z denota o conjugado do complexo z. Ou seja, a reflexdo dos vértices do
tridngulo relativamente ao eixo real no plano complexo induz uma reflexao
do ponto limite relativamente ao mesmo eixo.
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6 Curvas de pontos-limite

Fixemos agora [y e 7o e facamos variar . Geometricamente, isto corres-
ponde a considerar um tridngulo e variar um dos seus vértices sobre a sua
circunferéncia circunscrita. A curva tragada pelo ponto limite pode entédo
parametrizar-se por:

L(’aﬁOv’YO): [07 1] —C
@ Hﬁ(auﬁovvo)'

Note-se que:
e L(0,Bo,v0) = L(1, Bo,70)- Ou seja, todas as curvas sao fechadas.
¢ O formato da curva depende apenas do tamanho da corda ByCj.

o Uma forma de descrever a familia de todas as curvas (sem repetigao)
é a seguinte: fixa-se By em 1 e (C percorre a metade superior da
circunferéncia, obtendo-se

(£(0.1],0,70))

Yo € [07 %]

Em geral, estas curvas tém um traco complicado. Mas é possivel exibir
alguns exemplos cujo formato é facil de explicar geometricamente usando
as propriedades da sucessdo de pedais ou através da férmula para o ponto
limite. E o que faremos de seguida.

6.1 Curvas simples
Vejamos alguns exemplos de curvas de pontos-limite que sdo elementares.

Um ponto Quando By e Cp coincidem (isto é, 79 = 0), o tridngulo dege-
nera num segmento e o seu pedal reduz-se ao ponto By = Cj.
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Figura 23: Ponto limite quando dois dos vértices do triangulo coincidem.

Provemos que assim é. Da férmula para o ponto limite, resulta que

L(@,0,0) & [(—21)” exp<_2m(—2)n0‘> (= exp(_2ﬂi(—2)n+loz>]

exp (% a) =0 ontl 3

Ou seja, L(c,0,0) =1 para todo o a € [0, 1].

Uma circunferéncia Se By e Cj forem diametralmente opostos (isto é,
Y = %), o tridngulo AByCj é retangulo em A (quando é nao degenerado).
Determinando o pedal, primeiro o tridngulo colapsa na altura relativamente
ao vértice A, e o pedal seguinte reduz-se ao vértice A. E, portanto, o ponto
limite coincide com o ponto A. Consequentemente, a curva que o ponto
limite descreve quando se varia o vértice A é a circunferéncia circunscrita
de todos estes tridngulos retangulos.

Figura 24: Ponto limite quando o dngulo em A é retangulo.
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Um segmento de reta (Quando a corda ByCy subtende um arco de am-

plitude § (isto ¢é, se v = i), o pedal é retdngulo — porque o angulo em A

tem amplitude 7 ou %’r, e em ambos os casos o pedal tem um angulo de § —

com o angulo reto na reta que contém a corda. E, portanto, o ponto limite
(que coincide com o vértice do angulo reto) estd sobre esta reta, qualquer

que seja o ponto A.

Ponto limite quando ZA = /4. Ponto limite quando ZA = 37 /4.

O traco da curva de pontos-limite obtém-se fazendo a projecao ortogonal
de todos os pontos da circunferéncia na reta que contém a corda, pelo que
o segmento tem comprimento igual ao didmetro da circunferéncia (= 2).

Figura 25: Curva obtida quando vy = 1/4.
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6.2 Propriedades geométricas das curvas

As curvas de pontos-limite que estamos a considerar parecem exibir alguma
simetria. No que se segue descreveremos dois eixos de simetria comuns a
todas elas.

Eixo de simetria: corda ByC; Embora a reflexdo do ponto mével no
didmetro da circunferéncia (paralelo a corda ByCp) dé origem a tridngulos
com aspeto distinto, os respetivos pedais sdo simétricos em relagao a corda
Boco.

1
1
1
1
1
&
1
[l
1
1
L}
"
L}
1
L}
1
]
L}
]
1
1
1
L}
1
]
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
)
1

Figura 26: Simetria dos pedais de dois triangulos com ponto mével simétrico
em relagdo ao didmetro paralelo a corda ByC)

Para o mostrar, estudemos os pardmetros «, 3, v das ampliacoes dos
pedais até a circunferéncia circunscrita do tridngulo inicial. Se (a, B0, Y0)
descrever um tridngulo obtusdngulo, entdo (—a, Bo,70) descreve um trian-
gulo acutangulo, uma vez que os vértices By e Cy sdo comuns e A’ = A.
Sem perda de generalidade, podemos supor que a corda é horizontal (pois
podemos sempre rodar a circunferéncia) e portanto Sy + vo = % Passando
para as ampliagoes dos pedais, obtemos

1 1 1 )
(O[,/Bo,"}/o) = (2 —Oé‘f'/jo +’7 75 _60_‘_044_7075 ’7/0+(l+«j(J)
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1 1 1
(—a, Bo,v0) — (2+Oé+50+70,2%5’0@+“/0,27004+50)-

Somando os termos com a mesma cor, obtemos um inteiro em cada caso,
pelo que os pontos que representam sao simétricos em relacao ao diametro
da circunferéncia. Assim, os pedais sdo simétricos em relacdo a alguma reta
horizontal; como tém um vértice em comum na reta que contém a corda, é
este o eixo de simetria.

Figura 27: Ampliagdes dos pedais da imagem anterior

Eixo de simetria: mediatriz da corda ByC; Note-se que a reflexdo
do ponto A na mediatriz da corda ByCy corresponde a uma reflexdo do
tridngulo, que por sua vez induz uma reflexdo do ponto limite. Consequen-
temente, a curva tem também como eixo de simetria esta mediatriz.
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Figura 28: Reflexao do ponto moével na mediatriz da corda ByCj.

6.2.1 Estrutura da curva

Cada uma destas curvas pode ser dividida em trés partes, que designamos
por sec¢ao central e duas extremidades, havendo sempre auto-intersegoes
nos pontos By e Cy. E 0 que se esquematiza na figura seguinte.

Figura 29: Divisdo da circunferéncia em duas partes: a verde corresponde a
seccao central, as vermelhas correspondem aos sub-lacetes das extremidades
da curva.
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Vejamos alguns exemplos.

Figura 32: Exemplo com -y = 193/240.
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7 Diferenciabilidade da curva

Fixemos um tridngulo como anteriormente, descrito por «ag, 8o € g, € con-
sideremos a curva de pontos-limite da sucessdo de pedais para o tridngulo
representado por «, By e 7o quando « varia.

Teorema 3 Sejam
b=a— e c=pFy— a.
Se existem p, ¢ € N tais que

3p
b+C—'I"—§

sendo esta uma fracdo irredutivel, entdo a curva obtida é diferencidvel.

Vejamos uma demonstracdo por adaptacdo direta de um resultado de
[8]. Comecemos por observar que

L(a, Bo,Y0) _ i =4

exp <2m’ (—2)" ! _326)

exp (QM-W) = ot
+ exp (2m' (—2)" T ; C)
-2
+ exp (271'2 (=2)" 7;,+ C)]

Além disso,

_9)n
n=q = (=2) r=(-1D"2""% €Z

pelo que, a partir do g-ésimo termo da série cuja soma é L(a, Bo,70), temos
a seguinte simplificagdo

i l_(_;l)j:l oXp <2m' (-2)"*! g) + (_2}1)71 exp (277@' (—=2)" ;)]

n=q

= (_2}1)(] exp (27r7j (—2)1 ;)

Consequentemente, L(-, fo,70) é uma soma finita de fungdes diferenciaveis
na variavel ¢ = g — a. Logo, a curva é diferenciavel.

As figuras seguintes ilustram alguns exemplos de curvas nas condigoes
do Teorema [3
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Figura 34: Uma familia de tridngulos que gera esta curva
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Figura 36: Uma familia de tridngulos que gera esta curva
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Atentemos agora nestes outros exemplos, com r = % para p, g € N tais
que a fracao é irredutivel.

Figura 37: Exemplo com r = 1/8.

Figura 38: Uma familia de tridngulos que gera esta curva
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Figura 40: Uma familia de tridngulos que gera esta curva
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O que mostram? Parece que para estes valores de r, ndo considerados no
teorema, anterior, também as curvas sdo diferencidveis. Na préxima secgdo
provaremos que assim é.

7.1 Extensao do Teorema [3]

Seja ZA o angulo do vértice mével e ZA’ o angulo do vértice correspondente
do pedal. Tem-se

T—2/A se o tridngulo for acutangulo
LA = 2/A— 7 se ZA for obtuso
2/A se outro angulo que ndo ZA for obtuso

pelo que (veja-se [6])
LA =+2/A mod T.

Para o n—ésimo pedal, obtém-se analogamente
/AM™ =49"/A mod 7

e, portanto,

pT

(n) — —
ZA - T oontl”

g & dpeoN-1:. /A

Mais precisamente, se existe p € 2N—1 tal que LA = o n-ésimo pedal

pT
TR
é retangulo em ZA, e portanto na iteracdo seguinte obtemos um segmento,
que colapsa de seguida no ponto limite. Dito de outra forma, tendo em

conta que

LA LA
b+c=— ou bt+c=1-——
T 7r

se b+ ¢ é uma fracao irredutivel % cujo denominador é uma poténcia de
2, entdo o ponto limite é atingido ap6s um numero finito de itera¢oes (no
méaximo ¢ + 1) da sucessao pedal, qualquer que seja a posi¢ao do vértice A
na circunferéncia.

O comentério anterior levou-nos a conjeturar que seria possivel dispensar
o fator 3 no enunciado do Teorema [3]

Seja r = % uma fracao irredutivel, com p, ¢ € N. Tem-se

n>=q = (=2)"r=(-1)"2""% €Z
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e, portanto,

=2)" R
n=q = exp (2772'( ) r) = exp <27m'3n)

3

onde (Ry,)n>q ¢ a sucessao dos restos médulo 3 de ((—2)"r),>4. Como se
tem
Rpy1 = (=2)" " = (=2)(-2)"r = (-2)R, = R,, mod 3

conclui-se que, na verdade,

Vn>q: R, = R,.
. . L(a, Bo,0) . _
Logo a série cuja soma é reescreve-se, a partir de n = q,
exp Qmm)

como

i (Q_ni)ln {exp <2m’ (—2)" ! _326) +exp (27”. (—2)" r —:I)’— c>

n=q + exp (2772' (—2)" —27;3—1-c>}
[ 2n):1+1 exp (27T7j (_2)n+1 g)
+ (_Qi)n exp <2m’ (=2)" ;)]

= exp (27Ti ?) (_2}])(1 exp (27rz' (—2)1 g)

= exp (2m ) io:

n=q

Mais uma vez, a série é afinal uma soma finita, e portanto a curva é diferen-
ciavel. Note-se que, quando p € 3N, recupera-se o enunciado do Teorema
com R, = 0. Fica assim provado que:

Teorema 4 Se existem p, ¢ € N tais que

p

b+c—r—2q

sendo esta uma fracao irredutivel, entdo a curva obtida é diferencidvel.

Geometricamente, se o comprimento do arco de circunferéncia definido
pelos vértices fixos By e Cpy (= 27r) for uma fracdo racional (com denomi-
nador poténcia de 2) do perimetro, entdo a curva obtida movendo o ponto
A ¢ diferenciavel.

Boletim da SPM 79, Dezembro 2021, pp. 21



RODRIGO PEREIRA 61

8 Comentario final

O resultado anterior sugere naturalmente varias questoes. A primeira é
sobre a existéncia de curvas deste tipo que nao sao diferenciaveis em algum
ponto. Em [§] prova-se que a fungdo £ ndo é diferencidvel, pelo que seria
interessante adaptar o resultado para encontrar uma tal curva. A segunda
questdo refere-se ao reciproco do Teorema [d] A andlise mais detalhada das

curvas para valores racionais de r cujas fragoes irredutiveis sejam da forma
p

p
ou
29 (25 —1) 25 —1
possibilidade de nao serem diferenciaveis, mas este é um trabalho ainda
por completar. Apresentamos a seguir algumas curvas desta forma para
denominadores menores ou iguais a 15.

, para naturais p, ¢ e s > 2, devera elucidar sobre a

r=1/7 r=2/7

Boletim da SPM 79, Dezembro 2021, pp. 21



62

LIMITES DE SUCESSOES DE TRIANGULOS PEDAIS

r=3/7

r=1/12

r=1/15

r=2/15
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