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Resumo: Prova-se a existéncia de solugdo, num sentido generalizado, de
um problema com um multiplicador de Lagrange, para uma restricao arbi-
traria no gradiente e condicdo de Dirichlet homogénea na fronteira. Prova-se
ainda a equivaléncia deste problema com a correspondente inequagao varia-
cional eliptica. A abordagem utilizada para provar o resultado de existéncia
baseia-se na utilizagdo de solugbes de uma familia aproximante de equagoes
quasilineares elipticas.

Abstract We prove the existence of a generalized solution of a Lagrange
multiplier problem with an arbitrary gradient constraint and homogeneous
Dirichlet boundary condition. We prove the equivalence of this problem with
the corresponding elliptic variational inequality. The approach for proving
the existence result is based on the use of solutions of a family of quasilinear
elliptic approximating equations.

palavras-chave: inequacao variacional; restricdo no gradiente; multiplica-
dor de Lagrange.

keywords: variational inequality; gradient constraint; Lagrange multiplier.

1 Formulacao do problema

Seja © um aberto limitado de RY com fronteira lipschitz I". Dado ¢ € L>(Q)
nao negativo, definimos o convexo fechado

K= {ve H}(Q):|Vv| < qs. em Q}

e a inequagao variacional
/Vu-V(w—u)Z/f(v—u), Yo € K. (1)
Q Q

Dado f € L?(f2), considere-se o problema de encontrar A e u verificando
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20  MULTIPLICADOR DE LAGRANGE — RESTRIGAO NO GRADIENTE

—V - (A\Vu) = f em 2'(Q), (2a)
u=0 em I, (2b)

|[Vu| < ¢ em Q, (2¢)

A>1 em 2'(Q), (2d)

A =1)(|Vu| —¢) =0 em Z2'(Q). (2e)

Relativamente a igualdade ([2a)) provaremos a seguinte formulagao, ligei-
ramente mais forte,

(N, V- Vo) Lo 2y oo (@) = /Q fo, Yo € WE™(9), (3)

onde (-, -)roo(QyxLoo(q) Tepresenta o par dualidade entre L>(2)" e L>(€Q).

O problema foi tratado por Brezis em [2] no caso em que ¢ = 1
e f é constante. Este resultado foi estendido em [5] ao caso em que a
restricdo satisfaz Ap? < 0. Um problema analogo, com restricio ¢ = 1,
com um operador mais geral e f nao constante, foi estudado, num sentido
generalizado, em [3].

2 Existéncia do multiplicador de Lagrange

Nesta seccido apresentamos o teorema de existéncia de solugao (u,\) do
problema, , indicando também que u é a solucdo da inequacao variacional
. Serdo enunciados os resultados utilizados na demostragao deste teorema.

Teorema 1 Dadas funcies f € L*(Q) e ¢ € W2(Q) minorada por uma
constante positiva, o problema tem solugdo (u, \) € W12°(Q) x L>(Q)'.
Além disso, se (u, ) é solugao de (2)), u resolve a inequagio variacional .

Considera-se uma familia de problemas aproximados, utilizando uma
penalizagao sugerida em [4],

~V - (k(|VU* — p*)Vus) = f. em €, (4a)
u® =0 em I, (4b)

sendo k. : R — R uma funcéo de classe €2, nao decrescente, convexa e tal

que
1 se s <0,
k€(s) - { El
es ses>eg,

e onde f. = f x p., sendo p. uma funcao regularizadora e * o operador
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convolugao.

Proposicao 2 Dadas fungées f € LQ(Q)ie © € L>®(R) positiva, o problema
tem solugdo tinica u € €>*(2) NE(Q).

Lema 3 Dadas fungoes f € L*(Q) e p € L®(Q) com um minorante positivo
e 1 < g < oo, existem constantes positivas C e Cy tais que, se 0 <e <1 e
u® € a solucdo do problema aproximado entdo
ke (Vs ? = )| Vul || 1) < C,
ke (Vs = o)1) < C,
k= (IVue[? = ) Vil gy < C,
IVus][Laq) < Cq.
Proposigdo 4 Dadas fungoes f € L*(Q) e p € L¥(Q) com um minorante
positivo, a familia de solugoes (u®), dos problemas aproximados POSSuL

uma subfamilia que converge fracamente em H3(Q) para a solugdo da ine-
quagdo variacional .

Teorema 5 Dadas funcoes f € L*(Q) e ¢ € W?*(Q) com um minorante
positivo, entdo as solucoes u® dos problemas aprorimados pertencem a
um subconjunto limitado de HZ, ().

Proposicdo 6 Dadas funcies f € L*(Q) e p € W2®(Q) com um mino-
rante positivo, se u® € a solu¢do do problema aprorimado eu € a solugdo
da inequagdo variacional , entdo

S ——u em WyP(Q), 1<p< oo
e—0

e também em €%*(Q), para 0 < o < 1.

De seguida apresentam-se os passos mais relevantes da demonstracao do
Teorema [l Das estimativas apresentadas no Lema [3| resulta que existe uma
subfamilia de (u®)., também denotada por (u)., tal que

ko (|Vue)? — ) Vs — Y fraco-* em L>(Q)’

Eo(|Vue|? — p?) — X fraco-+ em L™(Q).
e—0
Mostra-se que

(Y, Vu) oy xroo(@) = (A [VUl®) Lo @y xpoe (@)

Encontro Nacional da SPM 2012, Anélise e Equa¢des com Derivadas Parciais, pp. 19-22



22

MULTIPLICADOR DE LAGRANGE — RESTRIQAO NO GRADIENTE

0 que permite concluir que

[ Rl = )V = )P
Q
— (T, Vu) = (Y, V) + (), Vul|?) =0. (5)
15
Uma vez que
/ ko (|Vue)? — p*)Vuf - Vo = / ko (|Vue|? — p*)V(u€ —u) - Vo
Q Q

+/ k:g(\VuE\Q—(pQ)Vu-Vv:/ fev,
0 Q

usando obtém-se .

As demonstragoes de , e sdo relativamente simples.
Observando que, por definicao de k.,

(k=(|Vuf? — ¢?) — 1) (¢* — |[Vu]) T =0,

algumas das relagoes anteriores permitem concluir ([2€]).

Os detalhes das demonstragoes dos resultados aqui apresentados podem

ser consultados em [I].
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Resumo: Neste trabalho, consideramos o problema de valores inicial e de
contorno que modela escoamentos isotérmicos de fluidos incompressiveis com
viscosidade dependendo da tensdo de corte. Para este problema, estabelece-
mos a existéncia de solugoes fracas para qualquer g > 1, onde g é o expoente
de nao-linearidade que caracteriza o escoamento.

Abstract In this work we consider the initial-boundary value problem which
models isothermal flows of incompressible fluids with shear stress depending
viscosity. For this problem, we establish the existence of weak solutions for
any g > 1, where ¢ is the nonlinearity exponent which characterizes the flow.

palavras-chave: modelo de Sisko; solugoes fracas; existéncia.

keywords: Sisko model; weak solutions; existence.

1 Modelos da Mecanica dos Fluidos

A lei de poténcia seguinte é um dos modelos mais simples propostos para
fluidos com viscosidade dependendo da tensao de corte

1
S=uD|*?D, D=D(w) = (Vu+Vu'), (1)

onde S é a parte desviante do tensor das tensdes de Cauchy, D é a parte si-
métrica do gradiente do campo das velocidades u, habitualmente designada
por tensor das taxas de deformagdo. Aqui, u e g representam constantes
positivas: u é um factor de consisténcia relativo ao modelo de Stokes e ¢
¢é o expoente que caracteriza o tipo de fluido em andlise. Este modelo foi
proposto por Ostwald, em 1925, e por De Waele, em 1923, para descrever a
viscosidade de solugoes coloidais. Posteriormente, o modelo mostrou-se bas-
tante preciso para caracterizar a grande maioria dos fluidos pseudo-plésticos,
a que correspondem valores de ¢ tais que 1 < ¢ < 2 e onde se incluem os
champds, o sangue e a maioria dos fluidos feitos a partir de leite. Por ou-
tro lado, este modelo permite recuperar a lei de Stokes quando ¢ = 2 ou
o modelo de Bingham quando ¢ = 1. O sucesso do modelo , para além
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24 EXISTENCIA PARA FLUIDOS VISCOSOS E INCOMPRESSIVEIS

da sua simplicidade, reside no facto de que também pode ser usado para
descrever fluidos dilatantes, a que correspondem valores de ¢ tais que ¢ > 2
e onde se incluem o gelo polar, a lava dos vulcoes e a areia molhada, quando
modelados como fluidos. Dada a sua analogia com a lei de Stokes, os fluidos
modelados por (1) sdo designados por fluidos Newtonianos generalizados.
O tnico inconveniente do modelo , ¢é que se deve ter cuidado quando é
usado para valores ¢ > 2, uma vez que o modelo falha para tensées de corte
muito grandes, quando a viscosidade deve, em tltima andalise, aproximar-se
de uma constante. De modo a rectificar esta situagao, Sisko propds, em 1958,
o modelo seguinte para modelar o escoamento de algumas graxas comerciais,

S = (jtoo + 4/D""?) D, (2)

onde p e g sdo tal como no modelo (1) e poo é uma constante positiva que
corresponde a viscosidade quando a tensao de corte é muito grande.

2 Apresentacao do problema

Neste trabalho, consideramos o problema de valores inicial e de contorno:

divu = 0 em Qp, (3)

0
6—?+div(u®U) = f—Vp+divS em Qr, (4)
u = ug em € para t=0, (5)
u = 0 sobre I'p. (6)

Aqui p denota a pressao dividida pela densidade do fluido, suposta constante,
e f e ug representam as forcas externas e a velocidade no instante inicial.
Supomos que o fluido estd confinado a um dominio espago-temporal definido
por Q7 = Q x (0,T) de fronteira I'r = 9Q x (0,T), onde Q C RN, com
N > 2, é um dominio limitado com fronteira compacta 02, e 0 < T < oo.
Consideremos os espagos habituais da teoria matemaética da Mecanica dos
Fluidos: V = {v € CF() : divv = 0}; H = {fecho de V em L*(Q)}; V, =
{fecho de V em W4(Q)}. Por V|, denotamos o espago dual de V. Neste
texto, estamos interessados na questao da existéncia de solugoes fracas, no
sentido de Leray-Hopf, para o problema —(@ .

Definicdo 1 Sejam N > 2, ug € H e f € LY(Qr). Diz-se que um campo

vectorial u € uma solugdo fraca do problema (@—@, se:
(1) we L10,T;V,y) N Cy([0,T]; H) (no caso do modelo (4) com 1 < q <2,
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u € L2(0,7;V2) N Cy ([0, T H) );
(2) Para todo ¢ € C®(Qr), com divip =0 e suppy CC 2 x [0,7T),

— / u - dxdt + (S(D(u)) —u®u) : D(p) dxdt

Qr Qr (7)
= f-godxdt—}—/uo-cp(())dx.
T Q

O resultado principal que apresentamos neste trabalho é o seguinte (ver [4]).

Teorema 1 Seja Q um dominio limitado de RN, N > 2, e suponhamos que

f=—divF, FeMY  FeL’(Qr), ue€H,

sym>

onde IMg,m denota o espaco vectorial constituido por todas as matrizes si-
métricas de ordem N x N e ¢ indica o expoente conjugado de Hélder de q.

Se g > 1, entdo existe uma solugdo fraca para o problema {(@, @—@}

3 Resultados de existéncia

Num trabalho que remonta a 1967, Ladyzhenskaya (ver [2]) estabeleceu a
existéncia de solucbes fracas para o problema {, —@}, considerando
N=3eq> 15—2, e sob as hipéteses de que ug € H e f € L2(Qr). Pouco
depois, em 1969, Lions [3] estabeleceu a existéncia de solugoes fracas para
o problema {, —@} e para qualquer N > 2. Sob as hipdtese de que
u € Hef € Lq/(O,T;V;), o resultado de [3] estabelece a existéncia de
solugdes u € L4(0,T; V,)NL>(0, T; H) tais que (|7 ¢ satisfeita para todo ¢ €
C1(0,T;V,). As demonstrages em [2] e [3] usam aproximagdes de Galerkin
com argumentos de compacidade, juntamente com a teoria dos operadores
monétonos. A melhoria no resultado apresentado em [3], relativamente a
[2], reside no facto de que a inclusdo continua L4(0,T; V,) NL*(0, T H) —
Lq¥(QT) implica que u ® u : D(v) é limitado em L'(Qr) para todos
u, v € L90,T;V,) NL*(0,T; H), desde que ¢ > %V—i;

Mais ou menos 40 anos depois, Zhikov [6] foi bem sucedido em melhorar
os resultados [2, 3] para o problema {([)), (3)-(6)}. A ideia principal da sua
demonstragao, consistiu num processo de regularizacio do tensor S e depois
usar os resultados de Ladyzhenskaya e Lions. A seguir, observou que a
inclusdo de Sobolev LI(0,T; V,) NL>(0, T; H) < L2(0,T; L% (Q)) implica
que u® u : D(v) ¢ limitado em L'(Qr) para todos u, v € LI(0,T;V,) N
L*(0,T;H), desde que ¢ > max { 1\2;14\:27 N+ Vf’,ﬁ;*‘w}. A passagem ao limite
foi bem conseguida gragas a alguns argumentos da Teoria da Medida.
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26 EXISTENCIA PARA FLUIDOS VISCOSOS E INCOMPRESSIVEIS

Ainda antes de Zhikov, Wolf [5] estabeleceu a existéncia de solugdes
fracas, no sentido de , para o problema —(@ tendo por base um modelo
geral que incluia os casos e , e sob as hipdteses de que ug € H,
f = —divF e F ¢ Lq/(QT). A parte fulcral da demonstracao reside no
facto das inclusées continuas L9(0,7;V,) N L*(0,T;H) — Lq¥(QT) e
L4(0, T Vq)ﬂLq¥ (Qr) — L*(Qr) implicarem que div(u®u)-¢ é limitado
em L*(Qr) para toda a truncatura L> de u, aqui denotada por ¢, e para
algum s > 1, desde que q > 2%—1;. Como as funcoes de teste construidas
ja nao tinham divergéncia nula, houve primeiro que recuperar a pressido na
formulacao fraca, usando para isso uma versao do Teorema de De Rham.
A seguir, o autor usou a decomposicdo harmoénica de fungdes em LY para
decompor a pressdo numa func¢do mensuravel e noutra singular, com respeito
a medida de Lebesgue, e poder passar ao limite nos termos resultantes.

Por fim, o resultado [5] foi melhorado em [I] para valores de ¢ tais que
]\2,—]):2 < q<2,com N >2. Em [I], a principal inovagao em relagao a [5], foi
uma aplicagdo bem sucedida do método da truncatura de Lipschitz.

Pelo exposto, resulta que o caso de 1 < ¢ < ]\2,—]}:2, com N > 2, seria um
problema em aberto. O Teorema [l| vem resolver este problema no caso do
modelo . A demonstracdo do Teorema [I| usa, também, os resultados
de [5] para decompor a pressdo, bem como o método da truncatura de
Lipschitz desenvolvido em [I]. O principal ingrediente da demonstracao,
consiste numa utilizacdo optimal dos resultados de compacidade de Aubin-
Lions, o que permite provar a existéncia de solugoes fracas para todo ¢ > 1.
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Resumo Consideramos aproximagoes da equagdo de Burgers sem viscosi-
dade por equagoes de tipo Korteweg-de Vries (KdV), ndo-lineares. Em Bre-
nier e Levy [1] conjetura-se que nalguns casos a dispersdo nao-linear leva a
um comportamento dissipativo quando em geral se espera fosse dispersivo,
a semelhanca do caso linear. N6s damos aqui estimativas a priori suficientes
para a prova do primeiro passo de uma prova disso.

Abstract We consider the approximation of the inviscid Burgers equation
by nonlinear Korteweg-de Vries (KdV) type equations. It has been conjec-
tured by Brenier and Levy [1] that in some special kind of nonlinear dis-
persion the behaviour is dissipative, when generally we expect a dispersive
behaviour as in the linear case. We provide here a priori estimates enough
to establish the first step in a proof of the conjecture above.

palavras-chave: Equacgao de tipo KdV; equacao de Burgers sem viscosi-
dade; onda de choque; solucao fraca entrépica; solucdo com valores medidas;
dispersao; dissipacao.

keywords: KdV-type equation; inviscid Burgers equation; shock wave; en-
tropy weak solution; measure-valued solution; dispersion; dissipation.

1 Introduction

We consider the family of initial value problems with a common initial da-
tum u(x,0) = up(x) for the KdV-type equations (depending on the given g
function)

up + utly = 0 g(Ugy ) (1)
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28 KdV-TYPE EQUATIONS

and its formal limit problem as § \, 0, with limit equation
up + uug = 0, (2)

the inviscid Burgers equation. The proper KdV equation corresponds to
the case where g(v) = v and if the initial datum wg is not an increasing
function, then we know that the formal limit solution, the entropy weak
solution of (2), has shock waves and the KdV equation has a dispersive
behaviour: as § N\, 0 the KdV solution, where shocks are smoothed by the
emission of highly oscillatory waves at the shock fronts, develops more and
more, regular and irregular, oscillations with higher and higher frequency
and hence does not converge to the formal limit solution (after the critical
time where shocks became to emerge, see Lax and Levermore [4]).

However, if g(v) = —|v| or g(v) = —v? Brenier and Levy' [1] showed
through numerical work a dissipative behaviour of the solutions of these
nonlinear KdV equations and they conjectured the strong convergence as
0 \ 0 to the entropy weak solution. This shows the high contrast between
the effects of regularity for the smoothing of solutions of (2) given by different
third-order approximations. Here we present a first and fundamental step
to the analytical proof of that conjecture.

2 A weak*® compactness

We use the setting given by Tartar-Schonbek-DiPerna-Szepessy on Young
measure-valued solutions. For this framework, cf. Correia and LeFloch [2]
and references therein; see also Correia and Sasportes [3] for other related
problems.

Let {u}5-0 be the family of solutions of equations (1) till an uniform
time T. To have a candidate to the entropy measure-valued solution of equa-
tion (2) over [0, 77, it is enough to show that the family {u®}ss¢ is bounded
in some space L* ((0,7); LP(R)), p > 2. Our purpose is to establish a priori
conditions to this end.

We begin by multiplying equation (1) by (a + 1)u|u|*"! to get

(’u‘a—i_l)t + Zi; (u’u’a+1)x - (a + 1) 0 (u’u’a_lg(umx))m

—(a+1) ad |ul*  upg(tgg).

Then we integrate the above equation over R x [0, ¢], assuming the solutions
are rapidly decreasing as |z| — oo, to obtain the

"We want to thank prof. Zuazua for bringing this reference to our attention.
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Lemma 1 Let « > 1 and g : R — R be any dispersion function. The
solution of equation (1) satisfies for t € [0,T)

t
/|u(t)\a+1dx + (a+1)a6//\u|°‘*1u$g(um)dajds
R 0 JR

= / |uo| 1 da .
R

Usually, taking o = 1, we deduce in this way the first a priori L? energy
estimate. It is not the case here, unless the factor du, of g(uy,) is always
negative (g will be always negative).

From now on, we assume that the function g as well their first and second
primitives, which we will handle next, are homogeneous functions. Lets say
g(v) = —|v|", n > 1. Then, using the multipliers 3(|us|u;), and 3(u2), we
obtain:

(3t gl us), — (fual®)e = -

=—(2 ]uw\su)x + 2 [ug | ug

n
(65 e " ),
n
+66 i sgn(ug) |um\”+2 ,

Buruz), — (ug)e="-

= —(2udu)_ +2uy

n
—(60 o Uy |um\"um)w
n

Now, we add the two equations above and integrate over R x [0,¢]. If we
abbreviate as U™ the set {(z,t) € R x [0,T] : du, > 0} or their section by
t =s asU,", we have

Lemma 2 Let g : R — R be the negative positively homogeneous dispersion
function g(v) = —|v|", n > 1. The, each solution of equation (1) satisfies
fort €0,

t
/ \ux(t)|3dx+6|5|i// (e |2 dads
Ut n+1Jo Ju+
t
+2 sgn(é)// |ug |t dads
0 Just

= /u . lup|® dx .
0
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30 KdV-TYPE EQUATIONS

And after few, little and nonessential improvements on the previous esti-
mates, if we proceed similarly to Correia and LeFloch [2] or Correia and
Sasportes [3]), we can claim the

Proposition 1 Let § > 0 and g : R — R be a negative positively homo-
geneous dispersion function of degree n € [1,2]. The solutions of (1) are
bounded in L>®((0,T); L™™(R) N LM)(R)) where m(n) = 1 + 245 and

2n+1
M(n) =2+ 288,

So, if we return to the conjecture of Brenier and Levy [1], we have proved
here the existence of an Young measure sublimit of the bounded family of
solutions in the space

o L°((0,T); L3(R) N L>*Y/7(R)) in the case where g(v) = —|v|;
e 1((0,T); L>T2/5(R) N L*(R)) in the case where g(v) = —v.

N.B. We can rephrase these results for any strictly convex flux function and
we can also treat the case of any negative positively homogeneous dispersion
function of degree n € [1,6].
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Resumo: Neste trabalho é considerado um fluido viscoso e incompressivel
num dominio limitado bidimensional com fronteiras permedveis. A imper-
meabilidade é caracterizada por uma condi¢ao de fronteira do tipo “Navier-
slip”. O objetivo deste trabalho consiste no estudo assintético do fluido
viscoso, quando a viscosidade tende para zero. E provado que o fluxo li-
mite corresponde a solucdo das equagdes de Euler com a mesma condigao
de fronteira sobre a regido de entrada de fluido.

Abstract We consider an incompressible viscous fluid in domains with per-
meable walls. The permeability is described by the Navier slip boundary
condition. The goal is to study the fluid behavior at vanishing viscosity.
We show that the vanishing viscous limit is a solution of the Euler equa-
tions with the Navier slip boundary condition on the inflow region of the
boundary.

palavras-chave: Condigoes de fronteira de "Navier-slip", limite viscoso,
camada limite de fronteira

keywords: Navier slip boundary conditions, vanishing viscosity, boundary
layer

1 Introducao

Consideramos as equacoes de Navier-Stokes para um fluido viscoso e incom-
pressivel num dominio limitado de R? e estudamos a convergéncia (até a
fronteira) das suas solugoes quando a viscosidade tende para zero. Uma vez
que o conhecimento do comportamento destas solugdes para pequenos valo-
res da viscosidade é crucial para compreender os fenémenos de turbuléncia,
a resolucdo matematica deste problema tera relevantes consequéncias em
diversos ramos da engenharia (tecnologia que envolve transferéncia de calor
e massa) tais como construcdo naval e aeroespacial, etc..
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Quando as equagoes de Navier-Stokes sao consideradas com a habitual
condicdo de fronteira de Dirichlet, o estudo assintético, quando a viscosi-
dade tende para zero (também designado limite viscoso), das suas solugoes
é um problema cldssico em mecanica dos fluidos. Apesar dos esforcos de
inimeros matematicos este problema continua em aberto, sendo conhecidos
apenas alguns resultados parciais ([3], [6]). A condicdo de Dirichlet implica
a aderéncia das particulas do fluido a fronteira criando uma camada limite
muito forte.

Durante muito tempo a condi¢do de fronteira de Dirichlet foi conside-
rada como natural, no entanto teorias recentes e resultados experimentais [2]
tém evidenciado o escorregamento das particulas de fluido sobre a superficie
ou parede que o delimita, isto é, as particulas de fluido deslocam-se sobre
a superficie a uma velocidade diferente da velocidade da superficie. Con-
digoes de fronteira apropriadas para descrever estes processos fisicos foram
inicialmente sugeridos por Navier em 1823 e sdo designadas por condi¢bes
de "Navier-slip". Estas condigoes tornaram-se mais efetivas com a criacdo
de novos materiais permitindo obter superficies cada vez mais lisas.

A camada limite conduz a separacdo do fluido, acabando por destruir a
regularidade do fluxo no interior do dominio. Diferentes tentativas foram
feitas ao longo dos anos, para retardar o inicio da separagao de fluido através
do design cuidado das superficies, criagdo de superficies lisas e sistemas
de injegao/aspiragdo. Referimos que Prandtl no seu primeiro artigo em
1904 demonstrou o efeito da aspiracdo da camada limite, implementado
através de um corte efetuado num lado de um cilindro. Devido ao efeito de
succao, o fluxo adere ao cilindro e a separacdo ¢é evitada. Durante o século
XX, uma extensa pesquisa foi desenvolvida na industria aeroespacial através
da aplicacdo de dispositivos de injegao/aspiragao de forma a controlar as
camadas limite turbulentas (ver [5]).

Os fenémenos de escorregamento e injegao/aspiragao, como discutido
anteriormente, sdo descritos por condi¢ées de fronteira ndo homogéneas de
"Navier-slip". O objetivo deste trabalho é investigar o problema assintético
das solugdes de Navier-Stokes, com estas condigoes de fronteira, quando a
viscosidade tende para zero.

2 Resultado principal

O movimento de um fluido viscoso e incompressivel num dominio limitado
Q C R? é descrito pelas equacdes de Navier-Stokes

vi +div(vev) — vp = vAv, divv=0 em Qp:=(0,7)xQ, (1)
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adicionando uma condic¢ao inicial
v(0,x) =vp(x) x€Q, talque divvy=0, (2)

onde v = v(t,x) representa a velocidade, p = p(t,x) a pressdo e v a visco-
sidade do fluido. Vamos admitir que o fluxo de fluido atravessa a fronteira
I' € C? do dominio €. Esta condicio é descrita pela designada condicio de
fluxo

v-n=a sobre I'r:= (0, T)xT’ (3)

e pela condicdo de "Navier-slip"
2D(v)n-s+av-s=1b sobre I'z. (4)

O operador D(v) := 3[Vv + (Vv)T] é designado tensor das deformagcdes; n
é a normal exterior a I" e s é o vetor tangente a I'. A quantidade a de fluido
que entra e sai do dominio através de I satisfaz a condicao [ a(t,x) dx =0,
Vt € [0,T]. As fungdes o = «(t,x) e b = b(t,x) descrevem as propriedades
fisicas da fronteira I.

O objectivo deste trabalho consiste em provar que as solugdes v, do
sistema de Navier-Stokes — convergem até a fronteira, quando a visco-
sidade tende para zero, para uma solugdo do sistema de Euler

vi+div(ivev)—yp=0, divv=0 em Qr (5)

com condicOes inicial e de fronteira —, e somente sobre a regiao de
I'r onde a < 0.
Os dados iniciais sdo considerados nos seguintes espacos de Banach:

1

1— 21
a € WH0,T;W, *(I')NL(0,T5W, "(I'), € Loo(I'p),
1
1

_1 _1
vo € WAQ), be Ly(0,T;W, *(I)NWL0,T; W, " (I) (6)

para algum p € (2, +00).
O primeiro resultado, obtido no trabalho [1], é a convergéncia fraca de
vy, para v em Ly (0,1 W, ().

Theorem 1 Assumindo as hipéteses (@), obtém-se as sequintes estimativas

Vol o0, wiie) < C 10:(vy — @)l Lo, 1(q)) < C. Consequente-
mente, existe uma subsucessdo de v, tal que

v, =V fracamente-* em Ly (0,T; W, (). (7)
A funcao limite v € solucdo das equacoes de Euler (@, satisfazendo as con-

dicoes inicial e de fronteira (@—@
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Observamos que o teorema anterior estd incompleto uma vez que ainda
nao provamos que v satisfaz a condicao de "Navier—slip" sobre a regiao
da fronteira I' onde ha entrada de fluido. Esta condicao para v seréd esta-
belecida no préoximo resultado. Mostraremos ainda que a convergéncia @
é forte para a topologia WI}. A ideia crucial consiste na aplicagdo do mé-
todo da entropia [4]. No artigo [4] é demostrado que as solugdes viscosas
de equagbes parabdlicas convergem para solucoes das correspondentes equa-
¢Oes hiperbodlicas nonlineares relativamente a topologia L,. No trabalho
[1] estendemos o método da entropia para as equagdes de Navier-Stokes e
Euler, provando a convergéncia forte de v, para v na topologia Wpl.

Theorem 2 Assumindo as hipéteses (@, existe uma subsucessao v, de so-

lugoes do sistema —, tal que
v, — V fortemente em L,(0,T; Wpl(Q)), Vr € (1,00).

O limite v € solucdo das equagoes de Fuler, satisfazendo @—(@ e a condicdo
de "Navier-slip ” sobre a regidgo da fronteira I' onde a < 0.
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Resumo: Vamos considerar um operador integral singular com desloca-
mento nao carlemaneano no espago L5 (R). Supondo satisfeitas determina-
das condicOes para a propriedade de Fredholm do operador, é obtida uma
estimativa para a dimensao do nicleo do operador considerado.

Abstract We consider a singular integral operator with non-Carleman shift
on the space L5(R). Supposing that certain Fredholmness conditions for
the operator are satisfied, an estimate for the dimension of the kernel of the
considered operator is obtained.

palavras-chave: Operadores integrais singulares; operadores de desloca-
mento; dimensdo do ntcleo.

keywords: Singular integral operators; shift operators; kernel dimension.

1 Introducao

No espago de Hilbert L5 (R) vamos considerar o operador integral singular
com deslocamento

T =1-cUPy; : L}(R) — L3(R), (1)

o
onde I é o operador de identidade, ¢ € C™*™(R) é uma fun¢do matricial

o
continua na recta real compatificada a um ponto R = R U {oo},

(Up)(t) = p(t + p)

é o operador de deslocamento isométrico correspondente ao deslocamento
(o]

nao carlemaneano a(t) =t + p, com t € R e ;4 um nimero real fixo,

1
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sdo os operadores de projeccdo complementares associados ao operador de
integragao singular com nucleo de Cauchy

(S¢)(t) = (mi) ™" [ p(r)(r — 1)

R

O operador T também pode ser escrito na forma 7' = (I — cU)Py + P_;
notemos que, para o operador integral singular com deslocamento em L5 (R)

T(Ay,Ay) = A1 Py + AsP_,

onde
Ay = a1l +bU, Az = azl + boU,

[}
e ay,ag,by,be € C"*™(R), a teoria de Fredholm (critério para a propriedade

de Fredholm do operador, calculo do indice do operador) é conhecida (veja
[2]). A teoria da solubilidade (calculo dos niimeros de defeito do operador,
determinacdo de bases nos subespacos do ntucleo e contucleo do operador,
outras propriedades espectrais) é menos conhecida, mesmo no caso de um
operador com deslocamento de Carleman (veja [5]). No caso de um des-
locamento ndo carlemaneano, destaca-se o trabalho pioneiro de Baturev,
Kravchenko e Litvinchuk [I]. Este trabalho foi o ponto de partida para os
trabalhos conjuntos do autor com Kravchenko, [3] e [4], que revisitaremos
no presente artigo.

Em [I] foi obtida uma estimativa para a dimensao do nicleo do operador
T, no caso escalar e na circunferéncia unitaria T, i.e., com

T =1—cUPy : Ly(T) — Ly(T),

1
onde (Up)(t) = |&/(t)|2 p(a(t)) e a é um deslocamento nao carlemaneano
em T com um conjunto finito de pontos fixos {71, ...,75}. Mostrou-se que:
para toda a fungao continua ¢ € C(T) tal que

le(m)l <1, j=15s,

existe um polinémio

r@t) =Tt~ M), Ml >1, k=Tm,
k=1

tal que se verifica a condicao

[r(Be(tyr o) <1, teT.
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Nestas condicoes foi obtida a estimativa
dimkerT < m.

De seguida vamos considerar o operador 17" com coeficiente matricial ;
uma das condicOes suficientes para a propriedade de Fredholm deste ope-
rador é que todos os valores préprios da matriz ¢(t) em oo (o Gnico ponto
fixo do deslocamento considerado) se encontrem no interior do circulo uni-
tario. Nestas condigoes é obtida a estimativa para a dimensdo do nucleo
do operador T'. Este resultado pode ser considerado como a generalizagao
natural, do caso escalar para o caso matricial, do resultado obtido em [I].

Tendo em conta a limitagdo de espaco, omitimos as demonstracoes e
mencionamos apenas a bibliografia essencial. Para além das demonstragoes
e referéncias bibliograficas adicionais, o leitor interessado encontrard nos
artigos citados outras estimativas para a dimker T', obtidas sob as diferentes
condicoes suficientes para a propriedade de Fredholm do operador T

2 O caso matricial

No que se segue, denotamos por T4 (T_) o interior (exterior, respectiva-
mente) do circulo unitério e por o(g) o espectro de uma matriz g € C"*".

Proposicao 2.1 [3] Para toda a fun¢io matricial continua d € C™*"(R)
tal que
O'[d(OO)] - T-‘m

existe uma matriz racional v tal que

() (¢ + u)H2 <1 (2)

max
0
teR

Porttp, = rtlp,. (3)

As matrizes racionais r que satisfazem as condi¢bes e tém os

elementos da forma 7; ;(t) = p; ; (;—z), onde p; j € um polinémio, 7,7 = 1,n
(i.e., 7;; é uma func@o racional cujos zeros se encontram no semi-plano
inferior e ndo tem polos). Denotemos por Ry o conjunto de todas estas

matrizes racionais r, por [1(r) o nimero inteiro

Encontro Nacional da SPM 2012, Anélise e Equa¢des com Derivadas Parciais, pp. 35-38



38 UM OPERADOR INTEGRAL SINGULAR COM DESLOCAMENTO

onde l; ; é o grau do elemento r; ;(t) = p; ; (%) da matriz racional r, e

I(d) = min{l1(r)}.

reRy,

Tem lugar o seguinte resultado.

Proposicao 2.2 [3/ Seja T o operador definido por , onde a fungdo ma-
tricial ¢ satisfaz as condicdes da Proposicdo anterior. Entdo € vdlida a esti-

mativa
dimker T < (c).
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