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Resumo: A astronomia é uma area em que a matemética é uma ferramenta
fundamental. Para além de ser possivel encontrar problemas que requerem
calculos complexos e elaborados, existem também problemas envolvendo
apenas matemadatica escolar e, portanto, adequados as aprendizagens dos
alunos. Neste artigo apresentamos alguns exemplos destes problemas.

Abstract Mathematics is an essential tool in astronomy. Astronomy can
involve very elaborate and complex calculations, but also allows to find
applications involving only school mathematics and, so, being appropriated
to basic and secondary school students. In this paper some possible activities
are presented.

palavras-chave: Astronomia; Matematica escolar; Resolugdo de proble-
mas.

keywords: Astronomy; School Mathematics; Problem solving.

1 Introducao

Como é sabido, a matematica tem aplicacbes em inumeras areas, o que
nem sempre ¢ refletido nos exercicios que se fazem nas aulas. Sem querer
desvalorizar a importdncia do estudo da matematica formal, a resolugédo
de problemas reais pode levar os alunos a sentirem-se mais motivados pelo
estudo da disciplina, bem como aumentar o seu conhecimento matemaético.

Sao apresentadas algumas propostas de atividades que envolvem proble-
mas de astronomia e que podem ser resolvidas em contexto escolar, mos-
trando assim um campo de possibilidades para as aulas de matematica no
ensino basico e secundario. O objetivo é incentivar os professores de mate-
matica a introduzi-las nas suas praticas letivas. Espera-se que estas ativida-
des possam proporcionar um enriquecimento das aulas que contribua para
o conhecimento matematico dos alunos.
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42 MATEMATICA ESCOLAR E ASTRONOMIA

Para o ensino bésico, as carateristicas dos planetas, tais como dimen-
soes, distancias e periodos relacionados com os seus movimentos, podem ser
utilizados na aprendizagem dos niimeros (inteiros, decimais, fragdes, percen-
tagens) e das operagdes, bem como na organizacao e tratamento de dados.
Fenémenos que se desenrolam ao longo do tempo, como a variagao da luz
das estrelas, podem ser uma boa oportunidade para a construcao e estudo
de gréaficos de fungoes. A determinacao das posi¢oes dos corpos celestes, que
envolve referenciais e coordenadas relativas a esses referenciais, permite a
introducgdo destes conceitos em contexto real.

No ensino secundario, a trigonometria, as fungdes exponenciais e loga-
ritmicas usam-se de forma natural em aplicagdes na astronomia. Como
exemplo, sdo apresentados trés problemas envolvendo férmulas que usam
estas fungoes.

I. Determinar a magnitude, M, de um objeto no zénite (a 90° de altitude)
tendo em consideracdo a sua magnitude, m, observada numa determinada
posicao com altitude h: M = m+5logsin(h). A magnitude esté relacionada
com a intensidade luminosa. Esta varia com a altitude devido a influéncia
da atmosfera.

I1. Determinar a magnitude, M, do objeto menos brilhante que é possivel ob-
servar com um telescépio de abertura D, tendo em consideracdo a magnitude

D
ml do objeto menos brilhante observado a olho nu: M = ml + 5log <10> .

E importante para saber que telescopio se pode usar, ou... comprar!

ITI. Determinar o ntimero real de meteoros, por hora, ZHR, de uma de-
terminada chuva, a partir do nimero observado, n, conhecendo a constante
r que depende da origem dos meteoros observados, o valor da magnitude

limite, ml, e a altitude do radiante, A, (o radiante é a zona do céu onde
n X r6,5—ml
aparentemente se originam os meteoros): ZHR = T Meteoro é
sin
o fenémeno luminoso que vulgarmente se designa por estrela cadente e que

todos ja viram, pelo menos na televisao.

Embora as férmulas apresentadas nestes exemplos sejam fung¢bes de mais
de duas varidveis, é possivel, e realista, fixar algumas e estudar assim funcoes
de R — R, de acordo com os programas do ensino secundario.

2 Propostas de atividades

As trés propostas de atividades que se seguem, sugerindo os niveis de ensino
em que poderdo ser aplicadas, sdo apresentadas de forma mais completa.
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Conforme o nivel dos alunos estas propostas podem ser mais ou menos de-
senvolvidas.

Proposta 1 - Fragoes e percentagens - 2° ciclo

1. Fornecendo as seguintes 4 fotografias da Lua e a informacdo de que a
percentagem da face iluminada é, em cada foto, aproximadamente, 35%,
50%, 80% e 100% (nao por esta ordem). Pedir ao aluno que escreva, abaixo
de cada figura, a percentagem iluminada correspondente.

2. Na fase de Lua Nova, a Lua esta invisivel; nos quartos crescente e min-
guante pode-se observar 50% da face voltada para a Terra e na Lua Cheia
esta totalmente visivel.

A partir da informacdo sobre a fracdo da face visivel da Lua em deter-
minadas datas de 2012 fornecida na seguinte tabela

Data 21/04 126/04 |29/04 |02/05 |06/05 | 13/05 [16/05 [20/05
Frago 0 1 1 3 1 1 1 0
Tluminada 5 2 4 2 5

é possivel colocar varias questoes sobre as datas de ocorréncia da Lua Nova
ou da Lua Cheia, ou sobre as datas em que a Lua apresentou visivel 50%
ou 75% da face voltada para a Terra. Acrescentando ainda a informacéao de
que quanto maior for a fracdo iluminada, mais brilhante estd a Lua, é ainda
possivel pedir para indicar o dia em que a Lua estava mais brilhante, ou um
periodo em que a Lua aumente de brilho e outro em que diminua.

Proposta 2 - Regularidades - 2° e 3° ciclos

Tal como o Sol e a Lua, os restantes astros também nascem e se pdoem
devido ao movimento de rotagao da Terra. Mas o movimento de translagao
faz com que os astros exteriores ao Sistema Solar nasgam, se ponham ou se
encontrem numa determinada posicdo todos os dias mais cedo, cerca de 4
minutos, do que no dia anterior.
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44 MATEMATICA ESCOLAR E ASTRONOMIA

1. O Movimento anual aparente das estrelas

Se uma, estrela nascer hoje as 23:15, a que horas nascera daqui a um més
(30 dias)?
2. As horas de observacgao

A observacao de uma galaxia torna-se viavel quando ela se encontra a
partir de uma determinada altura do horizonte, o que ocorre 1h20m depois
de nascer. Supondo que essa galdxia nasce hoje as 23h50, a partir de que
horas sera viavel a sua observacdo dentro de dez dias?

Proposta 3 - Fungoes trigonométricas - Ensino Secundario

Como é sabido, a Lua apresenta fases. A face voltada para a Terra tem
uma fracao iluminada, excepto na fase de Lua Nova. Essa fracdo depende

da posicao relativa entre a Terra, o Sol e a Lua. A fungdo que permite

1
calcular a fragao iluminada do disco lunar é k () = y, em que k

é a fragdo iluminada do disco lunar, a € [0, 7] é o dngulo Terra-Lua-Sol,
isto é, considerando a Lua como o vértice do dngulo. Esta funcdo pode ser
estudada, por exemplo, no que diz respeito ao contradominio e aos extremos,
podendo os resultados ser interpretados no contexto. Pode-se também pedir
para determinar os valores de o para os quais a Lua esteja iluminada numa
determinada percentagem e ainda pedir para fazer um esboco da posicao
relativa dos trés astros nessa situacao.

Referéncias
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Resumo: Apresenta-se o servico MATEAS (acrénimo para “Matematica:
ensino e avaliagdo no (ensino) superior”) como uma plataforma que permite
a divulgacao e partilha online de experiéncias pedagdgicas realizadas na area
da matematica no &mbito do ensino superior.

Abstract The service MATEAS (achronym based on the Portuguese spel-
ling of “Mathematics: teaching and assessment in higher education”) is in-
troduced as a platform which allows online spreading and sharing of peda-
gogical experiences made in the area of mathematics in the framework of
higher education.
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keywords: teaching; assessment; mathematics; higher; sharing.

1 Introducao

Quando se discutem os problemas do ensino da matematica em Portugal
quer-me parecer que estd quase sempre a pensar-se no ensino nao superior
(veja-se, por exemplo, a secgdo de “ensino” na pégina da prépria SPM).

No entanto, existem problemas no ensino da matematica a nivel superior
e existem com certeza algumas solucoes tentadas, algumas porventura com
resultados positivos, outras nem tanto. E existe com certeza muita repeticao
de erros, muito comecar do zero, ja que ndo had um meio adequado de di-
vulgacao sobre o que se vai fazendo: imaginem que os resultados das nossas
areas de investigacdo nao eram divulgados, ou que determinado colega se
poe a tentar resolver um problema de matematica na sua area sem ter o cui-
dado de verificar o estado da arte ou de estabelecer uma base de contactos
que lhe permita manter-se atualizado. E inconcebivel, ndo é? No entanto
esse é o estado atual da praxis do ensino da matematica a nivel superior em
Portugal.
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A nivel dos ensinos bésico ou secunddrio, existe um enquadramento go-
vernamental para aquilo que pode ser feito: existem programas nacionais,
existe alguma avaliacdo de manuais escolares, existe oferta de formacao com-
plementar (a préopria SPM sendo bastante ativa nestas duas tltimas verten-
tes). A proépria comunidade de docentes desses niveis de ensino mobiliza-se
mais facilmente com vista a propdsitos comuns e tem por exemplo um vei-
culo de divulgacdo nas revistas da APM.

Embora longe de mim preconizar uma uniformizagao das praticas a nivel
do ensino superior, aflige-me o desconhecimento sobre o que se vai fazendo
nas varias institui¢gdes para resolver problemas comuns. Situagdo muito
diferente do que, por exemplo, se passa no Reino Unido, onde o Maths,
Stats & OR Network (http://www.mathstore.ac.uk/) serve de exemplo
do muito que se poderia fazer nesta area também em Portugal.

Apesar de tudo, algo tem sido feito no sentido da partilha de ex-
periéncias de ensino/avaliacio na &drea da matemdtica no ensino supe-
rior: veja-se, por exemplo, as quatro comunicacoes realizadas na sessao
tematica IV (Ensino Superior) no Encontro Nacional da SPM realizado
em 2010, no grupo das sessdes tematicas sobre o ensino da matematica
(http://www.enspml0.ipleiria.pt/portal/enspm?p_id=1738). Infeliz-
mente, nao foram incluidas nas atas desse encontro (publicadas num nimero
especial do Boletim da SPM j4 de si dificil de encontrar). O que quer dizer
que a partilha dessa informagdo teve um alcance muito limitado relativa-
mente ao que realmente poderia ter.

Outro exemplo é o do interessante artigo [I], publicado na secgao “Férum
sobre o ensino da matematica” num nimero recente do Boletim da SPM.
No entanto, ao 1é-lo, algumas dividas me surgiram sobre a implementacao
do método que é ai descrito. Poderia ter enderecado essas dividas a mesma
seccao do Boletim, mas as mesmas sé seriam publicadas seis meses depois
e a resposta da autora poderia eventualmente s6 aparecer outros seis meses
mais tarde. E claro que poderia contactar diretamente a autora por e-mail
(0 que, alids, fiz), mas uma resposta através de um e-mail que me é somente
dirigido nao beneficia mais ninguém.

2 Proposta

Foi com o objetivo de facilitar a partilha de informacao do teor acabado de
discutir que um grupo de colegas da Universidade de Aveiro criou o servigo
MATEAS (http://mateas.wikidot.com), cuja pagina de entrada pode ser
vista na Figura
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Figura 1: Péagina (personalizada) de entrada do MATEAS.

Tem estado a funcionar a nivel experimental desde ha dois anos, mas
estd na altura de o dar a conhecer a um universo mais alargado de po-
tenciais utilizadores. O que tem neste momento para oferecer de contetdo
¢é ainda muito pouco, porque a producdo se tem centrado basicamente na
equipa que gere o sitio. No entanto, a ideia é mesmo aprender mais do que
ensinar através do que la for partilhado e a existéncia deste servico sé faz
sentido se houver uma comunidade de colegas com vontade de ai partilhar
as suas experiéncias e opinides no Ambito do que acima foi descrito. Serve,
assim, esta comunicacao também como uma “call for applications” para esse
efeito. Termino com uma descricdo de alguns aspetos deste servico. Como
complemento, é possivel também fazer uma visita guiada ao sitio em causa
seguindo a ligacdo http://prezi.com/v3-nrrdveipf/mateas/.

e Informacao sobre o nivel de participacao no sitio acima pode ser lida no
proprio, servindo o pouco contetido que ainda contém neste momento
pelo menos como exemplo do que se pode fazer. Uma das principais
ideias de forca para a sua criagdo foi a possibilidade de publicar 14
aquilo a que chamamos posters. Um poster ndo tem aqui exatamente
o sentido que lhe é dado em encontros cientificos, pois pode ter o
formato de um artigo convencional. Nao quisemos, no entanto, dar-
lhe o nome de artigo para ndo darmos a ideia de que teria que ser
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algo com esse nivel de acabamento ou extensdo. Para nds um poster
pode simplesmente ser o relatério de uma experiéncia pedagogica. Ou
pode (e temos um exemplo disso) conter as atas de um encontro para
discutir questoes pedagogicas. E estas atas podem conter videos (como
no exemplo que disponibilizamos), assim como qualquer outro poster
ou outra comunicagao feita no MATEAS pode conter video.

E também possivel participar no blog, no férum, e até na construcéo
da biblioteca. E todos os textos que se escrevem no MATEAS, quer
seja nos posters, no blog, no forum ou nos comentarios a qualquer um
destes itens, podem facilmente conter simbologia matematica, ja que
o sistema usado suporta o LaTeX.

Tudo isto estd montado de modo a todo o processo de publicagao
poder ser feito essencialmente em autogestao (como varios colegas in-
teressados nestes temas, temos também uma outra vida que passa pela
investigacdo em areas que nada tém a ver com o ensino, de modo que
queremos gastar o nosso tempo somente com o que é essencial). A ava-
liacdo da qualidade do que 14 for publicado é deixada para os comen-
tarios que podem ser feitos a posteriori a qualquer peca ai publicada,
de modo que esse tipo de controlo pode também automaticamente ser
feito pela comunidade interessada. No caso dos posters é mesmo pos-
sivel usar um sistema de votacdo andénima de apreciagdo positiva ou
negativa e observar em cada momento o saldo de uma tal votacao.

Referéncias

[1] I. Laboriau, “Instrucdo Personalizada na Matematica Universitaria”,

Boletim da SPM, No. 64 (maio de 2011), pp. 55-65.
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Resumo: O atual programa da disciplina Matematica Aplicada a Ciéncias
Sociais (MACS) do ensino secundario inclui nos seus conteidos programati-
cos métodos de representacdo proporcional; uns de origem norte-americana
e outros de origem europeia. O método de Hamilton (norte-americano) foi
hé muito abandonado por estar sujeito a diversos paradoxos. Neste docu-
mento sdo expostas as caracteristicas deste método que tornam possivel a
ocorréncia de paradoxos. Conhecer estas carateristicas permite ao profes-
sor construir exercicios que confrontem os alunos com a existéncia destes
paradoxos.

Abstract The subject of proportional representation is currently taught in
portuguese high schools. It is included in the syllabus of a course dedicated
to Applications of Mathematics in Social Sciences (MACS). The methods
taught are north-american and european. The north-american Hamilton’s
method was deprecated a long time ago due to it’s paradoxes. We will focus
on the characteristics of this method which allow paradoxes to happen. By
mastering these characteristics a teacher can recreate test cases where such
paradoxes occur.

palavras-chave: MACS ; Hamilton ; paradoxos.

keywords: MACS ; Hamilton ; paradoxes.

1 Introducao

O atual programa da disciplina Matematica Aplicada a Ciéncias Sociais
(MACS) do ensino secundério inclui, sob o tema da teoria da partilha equi-
librada, a representacdo proporcional, que é uma aplicacdo da teoria da
divisdo proporcional no caso discreto. No entanto a maioria dos professo-
res de matematica nao teve formacao nesta area e os materiais de apoio
existentes sdo escassos e apresentam algumas lacunas.
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O que é a representagdo proporcional? Nos Estados Unidos da América
cada estado recebe um nimero de lugares no parlamento proporcional a
sua populacdo, segundo o dltimo censo realizado. Em intiimeros paises da
Europa, como é o caso de Portugal, cada lista eleitoral recebe um ntimero
de mandatos no parlamento proporcional ao niimero de votos obtidos nas
eleicoes.

Porque sdo necessarios métodos para determinar uma representagao pro-
porcional? Seja P o ntmero total de cidadaos, que se distribuem por N
estados, sendo p; o total da populacido do estado i. Seja M o ntmero to-
tal de mandatos a distribuir pelos estados, de acordo com a sua proporc¢ao
populacional (p;/P). Seja D = P/M o divisor que representa o nimero de
cidadaos representados por cada mandato. A quota de mandatos no parla-
mento do estado i serd g; = M x p;/P (ou ¢; = p;/D), que em geral ndo é um
numero inteiro. Encontramos uma solucdo para o problema ao determinar
o numero de mandatos m; a atribuir a cada estado i, sendo os m; inteiros
nao negativos tais que Zf\il m; = M.

Na disciplina MACS sao abordados alguns métodos de representagao pro-
porcional de origem norte-americana (Hamilton, Jefferson, Adams, Webster,
Huntington-Hill), pelo seu interesse histérico, e os dois métodos de origem
europeia mais usados atualmente (D’Hondt e Sainte-Lagué).

O método de Hamilton foi hd muito abandonado por estar sujeito aos
paradoxos do Alabama, da populagao e dos novos estados. Neste documento
sdo expostas as caracteristicas do método de Hamilton que tornam possivel a
ocorréncia destes paradoxos. O conhecimento destas carateristicas permite
ao professor construir exercicios que confrontem os alunos com a existéncia
destes paradoxos.

Todos os restantes métodos de representagao proporcional abordados sao
métodos de divisores modificados, que ndo estao sujeitos aos paradoxos [1].
Os métodos norte americanos determinam de uma s6 vez a distribuicao dos
lugares no parlamento pelos estados, necessitando de algumas iteragoes até
acertar no numero total de lugares a distribuir. Os métodos europeus vao
distribuindo um a um os mandatos do parlamento pelas listas eleitorais. Na
verdade o método de Jefferson e o método de D’Hondt sdo formas compu-
tacionais distintas do mesmo método. O mesmo sucede com os métodos
de Webster e de Sainte-Lagué. Ja em 1928 Hamilton havia desenvolvido as
formas recursivas dos métodos de divisores modificados propostos até entao

O artigo [3] apresenta uma descri¢cdo dos métodos de divisores modifica-
dos evidenciando as diferentes formas computacionais dos mesmos. O livro
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[1] apresenta a evolugao histérica do problema de representacao proporcional
no parlamento dos Estados Unidos da América, assim como a formulagdo
matematica do problema e dos métodos para o resolver, incluindo também
demonstragoes de intimeras propriedades destes.

2 O método de Hamilton e os paradoxos

O estadista norte americano Alexander Hamilton propds em 1791 o seguinte
método para resolver o problema da representacao proporcional dos estados
no parlamento: (1) - Uma vez definido D, calcular a quota de cada estado
(¢: = pi/D). (2) - Atribuir a cada estado um nimero de lugares igual a sua
quota minima (m; = |g;]). (3) Se sobrarem lugares por atribuir, adicionar
um lugar por estado, por ordem decrescente da parte decimal da sua quota
(¢i — |qi]), até completar o parlamento.

No final do século XIX foi detetado que este método estava sujeito ao
que ficou conhecido como o paradoxo do Alabama; que ocorre sempre que,
mantendo os valores das populacoes dos estados e aumentando o total de
mandatos a distribuir, hd um estado que perde um mandato. No inicio do
século XX descobriu-se que o método de Hamilton esta também sujeito aos
paradoxo da populagdo e paradoxo dos novos estados. O primeiro acontece
quando, mantendo-se o total de mandatos a distribuir e tendo um estado A
uma taxa de crescimento populacional superior & de um estado B, o estado
A perde um lugar para o estado B. O segundo ocorre quando a inclusdo
de um novo estado, sendo acrescentados ao parlamento o niimero de lugares
correspondentes a sua quota populacional, provoca alteragoes na distribuigao
de lugares dos restantes estados.

Porque é que isto acontece? Ao atribuir os mandatos extra pela parte
decimal da quota o método de Hamilton desvia-se do principio de propor-
cionalidade [I]. Em geral, a uma variagdo de quotas em igual propor¢ao
nao correspondem variagoes iguais em termos absolutos, sendo que a quotas
maiores corresponderd uma maior variacao absoluta.

No caso do paradoxo do Alabama, o aumento do niimero de mandatos
(M’ > M) produz um aumento em igual propor¢ao das quotas de todos os
estados (¢ = M'xp;/P, q;/q; = M'/M Vi), no entanto para estados maiores
o aumento absoluto da quota serd superior, podendo implicar a perda de um
mandato para algum dos estados com menos populagdo, que anteriormente
tenha sido contemplado na distribuicdo dos mandatos extra.

No caso do paradoxo da populacdo, mantendo-se o total de mandatos
a distribuir e considerando um aumento populacional, existirdo uns estados
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com uma proporc¢do de crescimento superior & propor¢ao do crescimento
global (p}./pr > P'/P) e outros com uma taxa de crescimento inferior
(pi/pi < P'/P). Para aqueles as quotas subirdo (g;,/qx > 1), para estes
as quotas diminuirdao (¢j/¢; < 1). No grupo de estados com taxas de cres-
cimento inferior a taxa de crescimento global (por exemplo), a mesma pro-
porcao de reducdo da quota em dois estados provocara uma maior reducao
em valor absoluto da quota do estado com mais populagdo. Assim, poderd
ocorrer a perda de um mandato deste estado mais populoso, no hipotese de
que antes tenha recebido um dos mandatos extra a distribuir.

No caso do paradoxo dos novos estados, considera-se a inclusdo de um
novo estado (j), sendo a sua populagdo acrescentada a populagdo total
(P" = P + pj), e acrescentando ao parlamento o nimero de lugares cor-
respondentes & sua quota minima (M’ = M + |g;|). Dado o aumento popu-
lacional global todos os estados (exceto o novo) véem as suas quotas diminuir
em igual propor¢ao (¢/q = (M' x p;/P") /(M x p;/P) = M'P/MP’"). A
mesma propor¢ao de reducdo da quota provocard uma maior reducao em va-
lor absoluto das quotas de estados com mais populacao, podendo implicar a
perda de mandato para um destes estados, que antes tenha sido contemplado
na atribuicdo de mandatos extra.

Nos diapositivos da comunicagdo apresentada no ENSPM2012 [4],
encontram-se exemplos de aplicagdo desta andlise do método de Hamilton
na construgao de exercicios para trabalhar em sala de aula.

Referéncias

[1] M.Balinsky e H. Young, Fair Representation; Meeting the Ideal of One
Man, One Vote, Bookings Institution Press 2001 (primeira edi¢cdo em
1982).

[2] E. Huntington, “The Apportionment of Representatives in Congress”,
Transactions of the American Mathematical Society, Vol. 30 (1928), pp.
85-110.

[3] S. Fernandes, “Representacao proporcional - Métodos dos Divisores”,
Educagio e Matemdtica, No. 118 (2012), pp. 35-43.

[4] S. Fernandes, “Ensinando métodos de representagao proporcional”, Sa-
pientia - Repositério Institucional da Universidade do Algarve, 2012,
http://hdl.handle.net/10400.1/1654

Encontro Nacional da SPM 2012, Ensino da Matemaéatica, pp. 49-52


http://hdl.handle.net/10400.1/1654

TESTES DE ESCOLHA MULTIPLA: CONSTRUCAO DE
ITENS

Helena Monteiro
Esc. Sup. Tecnologia de Abrantes
Instituto Politécnico de Tomar

e-mail: helena.monteiro@ipt.pt

Maria Jodo Afonso
Faculdade de Psicologia
Universidade de Lisboa
e-mail: mjafonso@fp.ul.pt

Marilia Pires
Fac. Ciéncias e Tecnologia
Universidade do Algarve
e-mail: mpires@ualg.pt

Resumo: Se os itens de escolha multipla, de um teste de avaliacdo acadé-
mica, forem construidos de acordo com diretrizes técnicas, os resultados do
teste tendem a ser mais fidveis. Neste artigo, apresentam-se algumas dessas
diretrizes.

Abstract If the multiple-choice items, of an educational test, are construc-
ted according to technical guidelines, test scores tend to be more reliable.
In this article, we explore some of these guidelines.

palavras-chave: Teste de avaliacdo académica; diretrizes para construgao
de itens; itens de escolha multipla.

keywords: educational test; items construction guidelines; multiple choice
items.

1 Teste de avaliacao académica e item

Um teste de avaliacdo académica é, também, um meio para aperfeicoar o
processo de ensino e aprendizagem - os objetivos e os métodos de ensino, de-
finidos pelo professor ou outros agentes educativos, podem ser reformulados
em funcdo de indicadores obtidos na andlise dos resultados do teste. Estes,
naturalmente, devem ser de confianca, que é tanto maior, quanto maior é o
grau de precisao do teste e a sua adequacao aos objetivos. Por sua vez, estas
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propriedades dependem das técnicas de construcao do teste. Em particular,
da sua unidade bésica - o item.

O item é composto por um enunciado (pergunta, afirmagao incompleta
ou instruc¢do que solicita uma resposta), por condigoes fixadas para a res-
posta e pelo método de pontuacao. Quanto ao formato, pode classificar-se
como item de resposta construida (resposta elaborada sem informagoes além
das do enunciado) ou item de escolha miltipla (resposta selecionada entre
varias opgoes apresentadas). No primeiro caso, distingue-se entre itens de
resposta aberta e de resposta fechada; no segundo, entre o tipo convencional,
alternativa, verdadeiro-falso, associacdo e outros, definidos em Haladyna,
Downing e Rodriguez (2002). Cada formato de item tem caracteristicas que
o tornam mais adequado aos conteidos a avaliar, as condigoes de aplicagao
do teste ou a natureza dos avaliados. Relativamente aos itens de resposta
construida, os de escolha miultipla apresentam, entre outras, as seguintes
vantagens: a pontuacdo é mais objetiva e fidvel, podendo ser feita de modo
automatico; o grau de dificuldade nao aumenta para quem tem dificuldades
de expressao; sao respondidos mais rapidamente, o que permite abranger
mais contetidos da matéria a avaliar. Uma das desvantagens é o nivel de
dificuldade da sua construcao.

2 Diretrizes para a construcao de itens de escolha
multipla

Escrever um item de escolha multipla requer muita imaginacao e engenho.
Exige também a consideracdo de um conjunto de regras ou diretrizes de
escrita, bésicas na construcao deste tipo de itens, estabelecidas por pe-
ritos como Moreno, Martinez e Muniz (2002) e Haladyna et al. (2002).
Apresentam-se, de seguida, algumas dessas diretrizes, adaptadas do tltimo
artigo referido, que devem orientar (e facilitar) o trabalho de construcao dos
itens de escolha multipla convencionais, os mais utilizados e vulgarmente
conhecidos por, apenas, itens de escolha multipla - constituidos por um
enunciado e trés a cinco alternativas de resposta, ou opcoes, sendo uma de-
las correta (a chave) e as outras erradas (os distratores); para responder ao
item, o avaliado deve indicar a alternativa de resposta que considera certa.

Relativamente ao contetido: Cada item deve envolver um contetido
especifico e um Unico processo cognitivo, de acordo com o definido previa-
mente; devem ser evitados conteiidos demasiado gerais e demasiado especi-
ficos; devem ser evitados itens com rasteiras; o contetido de um item deve
ser independente do contetido dos outros itens do teste.
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Relativamente ao estilo e ao formato: As alternativas de resposta
devem ser colocadas na verical, ndo na horizontal; o tempo de leitura do
item deve ser o menor possivel (evitar palavreado excessivo); o vocabulério
do item deve ser simples e ajustado ao nivel de leitura dos destinatarios;
deve ser feita a revisdo de cada item (uma regra pratica: se, no final da
revisdo de um teste, foram localizados trés erros, provavelmente ficou um
por encontrar).

Relativamente a redacdo do enunciado: as instru¢ées devem ser o
mais claras possivel (ao ler o enunciado, o estudante deve saber logo o que o
item foca); o enunciado deve ser o mais curto possivel; o enunciado deve ser
escrito na positiva, evitando o NAO e o EXCETO (se, com cuidado, forem
usadas palavras na negativa, elas devem ser escritas com letras maitsculas
e a negrito).

Relativamente a formulagao das alternativas de resposta: a posi-
¢ao da resposta certa deve variar entre os itens e ser aleatéria; as alternativas
de resposta devem ser colocadas numa ordem légica ou numérica; a alterna-
tiva "Nenhuma das anteriores'deve ser usada com moderag¢ao; evitar usar a
opcao "Todas as anteriores"; usar erros tipicos dos estudantes para escrever
os distratores; o comprimento das opgdes deve ser sensivelmente o mesmo;
evitar alternativas de resposta que dao pistas para a resposta certa; as op-
¢oes devem ser independentes e nao sobrepostas; os distratores devem ser
plausiveis (funcionais); criar o maior ntimero possivel de opgoe efetivas, mas
duas ou trés podem ser suficientes. Estas tltimas regras sao ilustradas nos
seguintes itens mal construidos.

1. A soma das idades do Jodo e da Ana é igual a 9 e, daqui a 3 anos, a
Ana terd o dobro da idade do Jodo. Portanto, o Joao
A. Tem menos 5 anos de idade que a Ana.*

B. E um ano mais novo que a Ana.
C. E 2 anos mais novo que a Ana.

2. Qual dos seguintes intervalos de ntimeros reais estd contido no con-
2 _

junto solugdo da inequagao r-° <07
A.10,2[.% !

B. ]0,5[.

C.]—o0,0[

D. [0, 3].

Quem responder ao acaso ao item 1 terd preferéncia pela opgao que melhor

se adapta ao enunciado ou se distingue das outras. Para corrigir o item, a
melhor forma nao é trocar o 2 com o 5, nas op¢oes A e C, pois ele ficaria
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com uma rasteira, mas sim escrever as op¢oes de modo homogéneo, no con-
teido e na estrutura gramatical. No item 2, o estudante poderd eliminar
a opgao D, ao verificar que ela contém o zero, que ndo pertence ao domi-
nio da inequagdo, e pensar se B fosse a resposta certa, também A estaria
certa, pelo que B ¢ errada. Esta sobreposicao de opcoes acaba por limitar
a "escolha'do estudante a duas opg¢oes. As opg¢bes D e B seriam, assim,
selecionadas por poucos individuos, por nao serem distratores plausiveis ou
funcionais. De facto, estudos tedricos mostram que se obtém o maximo da
informacao média, por op¢ao, quando o item tem dois distratores (Lord,
1977) e investigagbes empiricas concluiram que, num teste bem construido,
é raro que um item de escolha multipla convencional tenha mais de dois
distratores funcionais, pelo que nao se justifica o esforco necessario para a
criacdo de trés distratores plausiveis (Rodriguez, 2005). Dai que, apesar do
aumento do nimero de op¢oes reduzir a probabilidade de se acertar um item
por acaso, alguns autores afirmem que o item deve ter, de preferéncia, trés
alternativas de resposta.

Do rigor técnico de radacdo dos itens depende, entre outros fatores, a
qualidade do teste. Depois de aplicado, hia que analisar as suas caracte-
risticas metrolégicas e o respetivo impacto nos seus resultados, quer com
base na Teoria Classica dos Testes, quer na Teoria de Resposta ao Item,
para averiguar se as medidas proporcionadas pelo teste sdo suficientemente
precisas para se poder estudar, entdo, se ele mede, de facto, o que se pre-
tende. Uma vez identificados os itens que devem ser revistos para melhorar
a qualidade do teste, fecha-se um ciclo do seu processo de construgdao, um
processo que, em rigor, nunca esta concluido, pois exige constante escrutinio
empirico, revisao de contetdo e aperfeicoamento técnico.
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Resumo: O objetivo principal deste artigo é a divulgacao do software edu-
cacional F-Tool, recentemente distinguido com o prémio Timberlake E] .

As F-Tool sao ferramentas de ensino visuais, dindmicas e interativas que
permitem explorar de uma forma inovadora alguns dos principais conceitos
nas areas de pré-cdlculo e calculo diferencial, nos niveis secundario e univer-
sitario. As F-Tool serdo, em breve, disponibilizadas para o publico em geral
no formato CDF [ .

Abstract The main goal of this article is to present the educational software
F-Tool, recently awarded the Timberlake prize ! .

The F-Tools are visual, dynamic, and interactive teaching tools that
allow to explore in an innovative fashion some of the main concepts within
precalculus and differential calculus at the secondary and university levels.
The F-Tools will soon be made available to the general public in the CDF 2
format

palavras-chave: F-Tool; Software Educacional; Wolfram Mathematica.

keywords: F-Tool; Educational Software ; Wolfram Mathematica.

1 Tecnologias no estudo de fungoes

No ensino da matematica e, em particular, no estudo de fungoes, a reco-
mendacao da utilizagdo de software educacional tem como objetivo o sanar

'Prémio Timberlake de Melhor Artigo de Jovem Investigador - 1st National Conference
on Symbolic Computation in Education and Research, Instituto Superior Técnico, abril
de 2012

2 Computable Document Format
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das dificuldades que os alunos possuem em associar as representacoes al-
gébricas com as diversas representagdes numéricas e/ou graficas. De facto,
o carater estatico das representacoes matematicas muitas vezes dificulta a
construcao do significado, afetando substancialmente a correta interpreta-
¢ao dos conceitos. O novo programa de matemética do 12.° ano reforga que
é fundamental apresentar aos estudantes atividades diversificadas tendo em
conta a exploragao de varias tecnologias. A criacdo de modelos interativos
visuais com o Mathematica permite aos alunos explorar conceitos de elevada
complexidade e rapidamente adquirir uma compreensao mais profunda dos
conteidos.

2 O conceito F-Tool

O conceito F-Tool foi criado com o objetivo de melhorar o processo de estudo
de classes de fungoes reais de varidvel real (ver [1] e [2]). Os conceitos a
explorar sdo fundamentais para o curriculo de qualquer curso na &area das
Ciéncias Exatas. Devido aos varios aspetos graficos e analiticos envolvidos,
estes conceitos representam um desafio consideravel de aprendizagem para
o aluno tipico.

A implementagao do conceito F-Tool foi realizado com recurso ao sistema
de &lgebra computacional Mathematica. O software educacional utiliza as
capacidades de calculo numérico e simbdlico do Mathematica de forma a
permitir estudar dindmica e interativamente, e em tempo real, conceitos e
propriedades fundamentais do pré-calculo e calculo diferencial. Em particu-
lar, é possivel explorar de forma integrada as noc¢oes de dominio de funcéao,
de contradominio, a existéncia de zeros, a existéncia de extremos, a existén-
cia de pontos de inflexdo, a invertibilidade, a derivabilidade, a reta tangente
ao grafico num ponto, as simetrias em relagdo aos eixos e a origem.

Atualmente encontram-se implementadas F-Tool relativas as classes de
funcbes afim, quadratica, exponencial, logaritmica e trigonométricas.

As F-Tool nao sdo um objeto estatico mas sim um programa a ser exe-
cutado com o qual se interage em tempo real. Em particular, através da
alteracdo dindmica dos valores dos pardmetros que definem cada classe é pos-
sivel obter informacao analitica rigorosa, apresentada em aritmética exata
ou aproximada, bem como informacao visual estética e nao-estatica.
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Figura 1: Exemplo de utilizacdo da ferramenta F—Logarithmﬂ

3 O conceito F-Tool na sala de aula

O conceito F-Tool na sala de aula permite uma abordagem dindmica de
diversos conceitos relacionados com o estudo de fungdes, e promove novas
formas de raciocinar/pensar, ensinar e aprender. O utilizador das F-Tool
deve explorar a possibilidade de alterar os valores dos varios parametros
que definem cada classe de fungdes, um a um ou em simultaneo, de forma
discreta ou continua, afim de obter uma compreensao clara dos efeitos ana-
liticos e visuais associados. De igual modo, escolhendo estrategicamente de
entre as varias opgoes de funcgoes, é possivel apreender de forma mais efi-
caz e consequente muitas das relagoes existentes entre as varias funcoes e
respetivas transformacdes.

Como exemplo dos principios de utilizacao referidos é possivel escolher
a opcao para a 2% derivada na ferramenta F-Quadratic e variar apenas o
parametro ‘a‘ de forma continua. O utilizador deve entdo questionar-se, ou
ser questionado, sobre a relagdo existente entre os comportamentos graficos
da funcdo quadratica e da sua 2% derivada, procurando justificar as suas
observacoes com a informacao analitica disponibilizada.

Outro bom exemplo de utilizagdo das F-Tool é o calculo da reta tan-

3As F-Tool utilizam um cédigo de cores para diferenciar as varias funcées apresentadas.
Este cédigo é explicitado na legenda do canto inferior esquerdo do painel central.
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gente. Neste caso, é possivel variar continuamente a localizacdo do ponto
de tangéncia e observar a reta movimentando-se “ao longo” do grafico da
funcdo. Neste ponto é interessante notar que o computador ndo possui o
conhecimento explicito deste movimento tangencial. O programa simples-
mente desenha a funcdo e a reta a partir das respetivas expressoes analiticas
(igualmente disponiveis). Assim, o utilizador pode melhor assimilar a no-
¢ao de que é devido a universalidade das relacbes matematicas entre estas
expressoes que a tangéncia acontece.

Gragas a sua interatividade e dinamismo inerentes, as F-Tool sdo uma
excelente ferramenta para estudar modelos matematicos associados a fené-
menos naturais diversos tais como o crescimento de populagdes, o decai-
mento radioativo, a variacdo da temperatura dos corpos, o comportamento
do capital segundo a lei dos juros compostos, o comportamento das marés,
a iluminacao solar ao longo do dia, a pluviosidade ao longo do ano entre ou-
tras. Também, devido a sua generalidade, a ferramenta F-Sine é suficiente
para o estudo introdutério da teoria de oscilacdes no plano. Notamos ainda
que em problemas concretos cada F-Tool permite obter respostas na forma
exata ou aproximada.

4 Notas finais

Acreditamos que o conceito F-Tool, ao dotar professores e estudantes com
novas ferramentas para explorar os conceitos fundamentais das areas de
pré-calculo e calculo diferencial, desenvolverd positivamente o processo de
ensino e de aprendizagem da matematica. Somos mesmo tentados a afirmar:
"Calculadoras sdo para calcular. As F-Tool sdo para ensinar e aprender”.
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Resumo: O GeoGebra é um software educacional livre que permite mani-
pular objetos matematicos do plano, representando-os algébrica e geometri-
camente. Neste artigo recorremos a conceitos matematicos, como matrizes
de mudanca de base e transformagoes lineares, a fim de simularmos a re-
presentacao de objetos tridimensionais em GeoGebra e implementarmos um
procedimento para a planificagdo de prismas regulares retos.

Abstract: GeoGebra is a free educational software that allows to mani-
pulate mathematical plane objects, representing them algebraically and ge-
ometrically. In this paper we use mathematical concepts, such as, change
of basis matrices and linear transformations in order to simulate the re-
presentation of three-dimensional objects in GeoGebra and to implement a
procedure for flattening regular straight prisms.

palavras-chave: demonstracdo dindmica; planificacdo; prisma.

keywords: dynamic proof; net; prism.

1 Introducao e motivacao

Em Portugal, a semelhanca de outros paises, a geometria no plano e no es-
paco integra os curriculos de matematica. A investigagdo de propriedades de
objetos geométricos sem a sua visualizacdo e manipulacdo pode nao permitir
desenvolver a percecao dos conceitos envolvidos. Os recursos dindmicos faci-
litam a formulagao de conjeturas e a posterior justificacao e validacdo. Pro-
jetado especificamente para fins educacionais, o software GeoGebra utiliza
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em simultdneo um sistema de algebra computacional, um sistema geomé-
trico interativo e um sistema de calculo, possibilitando uma aprendizagem
experimental.

Neste artigo recorremos a sistemas tridimensionais (3D) projetados em
ambiente bidimensional (2D), manipulaveis através de parametros angulares,
para simular a representagdo de objetos geométricos do espago e apresen-
tamos um procedimento para uma planificagdo de um prisma regular reto.
Tal pressupoe o desdobramento das linhas poligonais que sao as fronteiras
das suas bases.

2 Desdobramento de linhas poligonais fechadas

Comecamos por rodar um ponto do plano em torno de outro fixo, relacio-
namos alguns elementos de um poligono regular e procedemos ao desdobra-
mento da linha poligonal de um qualquer poligono regular.

2.1 Rotagoes no plano e elementos de um poligono regular

A aplicacio linear Ry : R? — R? que a cada (x,7) associa o ponto obtido
pela rotagao, em torno da origem O = (0,0), de uma amplitude 6 radianos,
no sentido direto, é representada pela matriz de rotacao a seguir:

cos(f) —sen(h)
sen(f)  cos(6)

O conjunto {uj,uz} = {(cos(d), sen(0)), (— sen(h), cos(f))} é uma base
de R? (ver, por exemplo [2]), por isso Ry também se diz uma matriz de
mudancga de base. O sistema {O,u1,u2} é um novo referencial ortogonal.

Em geral, a rotagdo no plano de um ponto P = (z,y) em torno de
um ponto C' = (a,b), de uma amplitude 0 radianos, no sentido direto, é
definida por Ry c(x,y) = T~ (Re(T(x,y))) onde T é a translacio definida
por T(xz,y) = (x — a,y — b) e Ry a aplicacdo acima referida.

Ry =

Um poligono regular de n lados (n > 3), Py, determina, na circunferéncia
circunscrita, arcos cuja medida do angulo ao centro é de n = 27 /n radianos,
valor coincidente com a medida dos dngulos externos de P,. Além disso, se
as arestas de P, medirem ¢ unidades, o raio da tal circunferéncia é %

sen\| 5
2
Seja V- = {V1,Va,...,V,,} o conjunto dos vértices de P,, enumerados de

forma sequencial e seja V11 = V4. Sem perda de generalidade, considera-

mos Vi = O = (0,0), Vo = (£,0) e C = (g, 27:;17,)) o centro da circunfe-
2

réncia circunscrita. As coordenadas dos restantes vértices de P,, obtém-se
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aplicando rotagoes sucessivas, de 7 radianos, a Vi, em torno de C, isto é,
Vi1 = R, (V1) para qualquer i € {1,...,n —1}.

2.2 Desdobramento da linha poligonal associada a P,
Uma rotina para o desdobramento da linha poligonal LP,, de P,, é a seguinte:

Para todo i € {0,...,n — 2}

e Rodar o segmento [V;,_;V;,11] de uma amplitude de n = 27/n radianos
(no sentido indireto), em torno de V,,_;, para alinhar com a aresta
[Va—1-iVp—i] e identificar R v, ,(Vi41) com Viiq;

e Juntar o segmento obtido & aresta [V,,—1-;V;,—].

Figura 1: Ilustracao da rotina aplicada a LP5

Nao é dificil verificar que LP,, fica retificada apds n — 1 rotagdes. Além
disso, para m € [0,n — 1], a posi¢do de Vj,41 é dada por R_qayyv; (Vi +
(Vi1 +1=Vior)); onde a = m—|m], ipor = [n—m], ny = [m]+[|cos(mm)|].

3 Planificacao de prismas regulares em GeoGebra

Apdbs darmos os fundamentos para a implementacdo em GeoGebra de refe-
renciais 3D projetados e manipulaveis em fungdo de pardmetros angulares
e de uma origem livre, um pouco & semelhanca do que foi feito em [I],
apresentamos uma planificagdo possivel para um prisma regular reto.

3.1 Projecao e manipulagao de referenciais tridimensionais

Sejam R,, R, e R. as matrizes de rotacdo do sistema {Oxzyz}, em torno
do eixo x, y e z, de amplitude «, 5 e ¢, respetivamente. A orientagdo
especifica de um dado objeto quando submetido a uma sequéncia das trés
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rotagoes é determinada pela transformacao linear definida pelo produto das
trés matrizes, que em geral depende da ordem dos fatores.

A projecao de um objeto 3D num plano é uma representacdo 2D desse
objeto, usualmente designada de perspetiva. A sua posi¢do depende do plano
de projecao considerado. Em geral, a projecao de um espaco vetorial V' sobre
um subespago S C I é uma aplicacao linear g de V, tal que g(V) = S [2.

Sejam p a projegao ortogonal do sistema {O, 1, j,k} no plano {Oyz} e
M), a matriz que a representa. A aplicacao definida por M = AM,R, R, R.,
transforma a base canénica de R3, {i,j, k}, projetando-a & escala A € R* no
plano {Oyz}, originando os vetores u = Mi,v = Mj e w = Mk de R% Dado
um ponto Or € R?, a translacio associada a OOr d4 origem ao referencial
projetado {Or,u, v, w}, onde perspetivamos objetos 3D. Assim, um ponto
(x,y,2) € R3 ¢ representado no plano de projecdo por O + zu + yv + zw.

3.2 Construgao e planificacao de prismas regulares retos

Construido, no plano, um poligono regular de n lados de medida ¢, mergu-
lha-mo-lo em R3 e representa-mo-lo no referencial {Or,u, v, w}, obtendo a
base inferior do prisma. A base superior obtém-se a partir desta aplicando-
-lhe a translacdo associada a hw, onde h é a altura do prisma. Unindo os
vértices correspondentes das duas bases obtemos as arestas das faces laterais.

Uma planificagdo possivel deste prisma obtém-se aplicando a rotina des-
crita em as linhas poligonais associadas as bases do prisma e rebatendo
as bases sobre o plano determinado pelas faces laterais retificadas.

4 Conclusoes

Representacoes dindmicas de sélidos geométricos permitindo a sua planifi-
cacdo e encaixe efetivam a compreensdo dos conceitos envolvidos e podem
dar resposta a questdes como a do empacotamento.
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Resumo: Um dos problemas que um professor de mateméatica enfrenta é
determinar rapidamente uma solugdo que satisfaca um certo conjunto de
dados. Isto permite facilmente criar problemas ou verificar as solugoes dos
alunos. O célculo sisteméatico é uma opc¢ao interessante: o valor de uma
incognita é determinado logo que uma equagao que relaciona aquela varidvel
com outras varidveis seja verdadeira. O céalculo continua sistematicamente
para as restantes incognitas. A implementacdo deste cdlculo em Excel é
muito facil se as equacOes representarem fungoes bijetivas. E explicada a
construgao de uma folha de calculo para o tridngulo.

palavras-chave: céalculo sistematico; folha de calculo; triangulo.

1 Introducao

Um dos problemas que um professor de matematica enfrenta é determi-
nar rapidamente uma solucdo que satisfaca um certo conjunto de dados.
Isto permite facilmente criar problemas ou verificar as solugées dos alu-
nos. Genericamente a questdo é: dado um sistema de equagdes e sendo
conhecidos alguns valores de algumas das variaveis, existird uma solugdo
do sistema para todas as suas incégnitas? A resolucdo desta classe de pro-
blemas apresenta algumas dificuldades conhecidas quando: a) o conjunto
solugdo é infinito; b) existem intervalos de valores para as varidveis; c) a
resolucao simultanea das equagoes conduz a extremos locais que impossibi-
litam o célculo da solugdo. Por estas razdes, o célculo sistematico é uma
opcao interessante sendo aplicado do seguinte modo: o valor de uma in-
cognita é determinado logo que uma equagdo que relaciona aquela varidvel
com outras variaveis é verdadeira. O célculo sistemético continua para ou-
tra incégnita, é escolhida a primeira equagio verdadeira, é calculado um
valor para incégnita, e assim sucessivamente. KEste processo pode conti-
nuar até um numero limite de iteracoes ou de tempo e a sua programagao
é muito facil se as equacoes representarem fungoes bijetivas. O céalculo sis-
tematico pode ser representado por uma topologia em arvore, onde os nos
representam as varidveis e os ramos apontam para varidveis dependentes.
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Na folha de céalculo, as células horizontais mostram os valores das varia-
veis (nds) e as colunas sdo iteragoes; a determinac¢do dos ramos tuteis para
a solucao final é um processo dindmico, realizado inteiramente pelo calculo
sistematico. Mais féormulas por incégnita significam maiores possibilidades
da incognita ser calculada e consequentemente menos iteragoes para obter
a solugdo completa. Daqui surgem duas visdoes de programacdo: mais for-
mulas e poucas iteragoes oumenos férmulas e mais iteragoes. A estratégia se-
guinte revelou-se muito eficaz: primeiro escreve-se uma formula por variavel,
segundo vao-se acrescentando novas férmulas até que cada iteracdo deter-
mine o valor de pelo menos uma incognita. Se as equacbes representam
fungoes bijetivas, entao os valores das incégnitas serdo determinados inequi-
vocamente e o conjunto solucao serd tinico. Quando esta propriedade nao é
verificada, restricbes nas equagoes devem ser acrescentadas o que dificulta a
programacao. Para manter a simplicidade, o autor utilizou funcoes bijetivas
como primeira opg¢ao e adicionou no fim fungées de controlo de solugao. Se
se verificar solugdo impossivel, por tentativas, restringe-se uma das férmu-
las numa varidvel, até obter uma solugdo possivel. Embora seja explosivo o
niumero de féormulas em paralelo, o niimero de férmulas em série que contri-
buem para a solucdo é muito estrito. Por exemplo, uma folha de calculo do
tridngulo com 28 varidveis e utilizando 2 a 4 férmulas por varidvel, o calculo
completo termina dentro de 8 iteragdes. O célculo sistematico determina a
funcao composta (sequéncia de férmulas validas), partindo de um conjunto
de varidveis ndo nulas e da lista de férmulas por incognita; este desempenho
légico e aritmético é muito interessante.

2 Escrita das formulas

As relagoes do tridngulo utilizadas no ensino bésico e secundério incluem:

amplitudes de angulos, comprimento dos lados, fungbes trigonométricas

(seno, cosseno, tangente), alturas, perimetro e area. As letras a,b,c,A,B,C,

tém o significado usual. As letras A,B,C, conforme o caso, representam as

amplitudes de angulos ou os dngulos ou os vértices. Algumas férmulas sao

explicitadas somente em ordem a uma das variaveis.

Equagao da soma das amplitudes dos dngulos internos, A, B, C
A+ B+ C =180

Explicitando vem

A=180-B-C; B=180-A-C; (C=180—-A-B
Inequacgoes dos lados, a, b, c
|b-c| < a < (b+c); |ac| < b < (atc);  |a-b| < ¢ < (a+b).
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Por nao serem funcgoes sdo colocadas no fim, para controlo de solugdo. Mais
tarde, constatou-se que as férmulas abaixo restringem fortemente os valores
de a, b, c, pelo que aquelas inequacdes ndo sao necessarias.

Férmula dos senos
a+senA=b+senB=c-+senC
a=sen A X b+ sen B; senA=axsenB +b
A = arcsen(a x sen B + b)
Existem outras férmulas e igualmente para as variaveis: b,c,B,C,senB,senC.
Férmula dos cossenos
a=4+V02+2—2xbxcxcosA

cos A = (b®+c? — a?) + (2bc); A = arccos((b?+c? — a?) + (2be))

E do mesmo modo para as variaveis: b,c,B,C,cosB,cosC. A raiz quadrada
é uma funcio parcial pelo que serd colocada como ultima férmula e com
dominio restringido.

Férmula dos senos e cossenos

sen?A+cos2A=1; senA=+v1—cos?4; cosA=+v1—sen?Ad
Perimetro p=a+b+c¢ a=p—-b—c; b=p—a—c;, c=p—a—0>.
Area area =a X altA +2=bxaltB +2 =c x altC + 2
Altura altA=cxsenB=bxsenC =2 X area +~ a

Férmulas compostas Todas as variaveis precisam de ficar ligadas alge-
bricamente. Visto que o cédlculo sistematico determina a férmula composta
(sequéncia de férmulas validas), j4 ndo é necessdrio programar explicita-
mente funcdes compostas na folha de célculo. E suficiente adicionar uma
equacao que complete a ligagao algébrica em alguma das iteracoes. Por exem-
plo, se as varidveis alt A e senB estao determinadas (por dados ou por célcu-
lo) e o valor da varidvel ¢ nao estd determinado e é utilizado no calculo seguin-
te, poderd ser suficiente a escrita de uma funcao de altA e senB no formulario
da variavel c, c=altA+senB.

3 Programacao da folha de calculo

Programacao da célula C2

=SE(B2<>""; B2;

SE(E(B3<>77; B9<>""; B8<>""); B3/B9*BS;
SE(E(B4<>"7; B10<>""; B8<>""); B4/B10*BS;
SE(E(B3<>77; B4<>""; B21<>""); B21-B3-B4;
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SE(E(B17<>"7; B20<>""); B20/B17*2;

SE(E(B3<>"7; B4<>""; B11<>""); (B372+B472-2*B3*B4*B11)0,5
Significado das férmulas

variavel a estd na linha 2, b linha 3, senA linha 8, senB linha 9.
SE(B2<>""; B2,

se varidvel na iteragao anterior é diferente de vazio (é verdadeira) entao nesta
iteracdo, varidvel toma valor anterior, a[k+1] = a[k]

SE(E(B3<>"7; B9<>""; B8<>""); B3/B9*BS;

se b, sen B, sen A, sdo verdadeiros, entdo a férmula é verdadeira, entdo
calcular variavel pela férmula, alk+1] = b[k] / sen B[k| * sen A[k].

A B Cc D E F G H |

1 DADQOS Calc 1 Calc 2 Calc 3 Calc 4 Calc 5 Calc 6 Calc 7
2 a 7 7 7 7 7 7 7 7

3 b 6 6 6 6 6 6 6 6

4 c 10,9356 | 10,93557
5 A° 35,6853 | 35,6853 | 35,6853 | 35,6853 | 3568533
6 B° 30 30 30 30 30 30 30 30

7 ce 114,315 | 114,315 | 114,315 | 114,3147
8 sin A 0,58333 | 0,568333 | 0,568333 | 0,68333 | 0,568333 | 0,683333
9 sin B 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
10 sin C 0,113 | 0,9113 [0,911298
11 cos A 0,81223 | 0,81223 | 0,81223 | 0,812233
12 cos B 0,86603 | 0,86603 | 0,86603 | 0,86603 | 0,86603 | 0,86603 | 0,866025
13 cos C -0,41175|-0,41175| -0,41175
14 tan A 0,71818 | 0,71818 | 0,71818 | 0,718185
15 tan B 0,57735 | 0,567735 | 0,57735 | 0,567735 | 0,567735 | 0,57735 | 0,57735
16 tan C -2,21324 | -2,21324 | -2,21324
17 altura A 546779 | 5467787
18 altura B 6,37909 | 6,379085
19 altura C 35 35 35 35 35 35
20 area 19,13726
21 perim. 23,93557
22| mediana A 8,095888

Figura 1: folha de calculo do tridngulo.
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