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Resumo: Nesta nota é apresentada uma exposi¢do elementar de alguns
fatos bésicos sobre a nogao de valorizagdo em um anel de divisdo.

Abstract: In this note an elementary exposition of some basic facts about
the notion of a valuation on a division ring is presented.
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Introducao

Apoiado na contribuicdo fundamental de K. Hensel sobre os ntmeros p-
adicos [8], analisada com lucidez nas Notas Histéricas de [12], J. Kiirschak
introduziu em [10] o conceito de valorizagdo em um corpo arbitrario. Nascia
assim a Teoria das Valorizagoes, da qual varios aspectos importantes podem
ser encontrados, por exemplo, em [1], 2], [4], [5], [11] e [12].

Nesta nota de divulgagdo consideramos a noc¢ao de valorizacdo em um
anel de divisdo arbitrario, adotando para isso o enfoque proposto por E.
Artin no contexto dos corpos [2], e provamos alguns fatos bésicos sobre tais
valorizacdes utilizando técnicas andlogas aquelas desenvolvidas por E. Artin
e ja amplamente incorporadas a literatura [4, 12].

Valorizagoes em anéis de divisao: exemplos e fatos
basicos

No que segue K denotard um anel de divisdo arbitrario, salvo mengao ex-
pressa em contrario, e K* denotard o grupo multiplicativo (ndo necessaria-
mente comutativo) dos elementos nao nulos de K.

Definicdo 1. Seja C' um ntmero real. Uma aplicagdo

|- K—R
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é dita uma C-valorizacdo em K se, para quaisquer A, € K, as seguintes
condic¢oes sao satisfeitas:

(a) [A\| >0se AeK*e |0 =0;

(b) [Aul = |A[|ul;

(c) arelagdao |A| <1 implica [14+ X\ < C.

Observagao 2. (i) De (a) e (b) acima segue que |1| = 1 (logo, C > 1).

Consequentemente, | — 1| =1e |\ 7} = B se A € K*.

(ii) Se L é um subanel de divisdo de K, a restricdo de |- | a L é uma
C-valorizagdo em L.

Observacao 3. Seja |- |: K — R satisfazendo as condigoes (a) e (b) da
Definicdo 1. E facil ver que |- | define uma topologia 7. em K, cujos abertos
sdo os subconjuntos A de K com a seguinte propriedade: para cada A € A

existe um inteiro n > 1 tal que {,u €eK; |u— Al < = C A. Raciocinando
n

exatamente como na demonstragao do Teorema 4 da pagina 6 de [2], conclui-
se que para que 7). seja uma topologia de Hausdorff, é necessario e suficiente
que | - | seja uma C-valorizagdo em K para algum ntimero real C.

Vejamos alguns exemplos simples de C-valorizagoes.

Exemplo 4. A aplicagdo definida por |[A| = 1se A € K* e |0] = 0 é uma
1-valorizacao em K, dita a wvalorizacao trivial em K. No caso particular em
que K é finito, a tnica C-valorizagdo |- | em K é a trivial. Realmente, se
A € K* existe um inteiro n > 1 tal que A" = 1, e dai resulta que |A| = 1.
Cabe também mencionar que, por um teorema de Wedderburn [13, 14], todo
anel de divisao finito é um corpo.

Exemplo 5. Seja H o anel dos quatérnios de Hamilton [6, 7, 9]. Entao a
aplicacao

|~]:x+yi+zj+wk€Hn—>(x2+y2+22+w2)% ceR

é uma 2-valorizacao em H. Além disso, se Q C L C R é um corpo inter-
mediario (por exemplo, L = Q(v/k) para k um natural primo), entio

Hy, = {x + yi + zj + wk; z,y,z,w € L}

é um subanel de divisao de H e a restrigdo de | - | a Hy é uma 2-valorizacao
em Hy, .

O exemplo a seguir é baseado no Exercicio 10 da pagina 68 de [3].
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Exemplo 6. Suponhamos K ndo comutativo e consideremos o grupo aditivo
produto L = KV, onde N designa o conjunto dos ntmeros inteiros nio
negativos. Para quaisquer dois elementos (A, )nen € (tn)nen de L, definamos

()\n)neN (,Un)neN = (’Yn)nENa

onde v, = > Appg. L é um anel (ndo comutativo) com unidade
ptq=n
(1,0,0,...,0,...) e sem divisores de zero. Como a aplicac¢ao

A€ K (A\0,0,...,0,...) €L

¢ um homomorfismo injetor, podemos identificar K a um subanel de L.

o0
Escreveremos entdao Y. A, X" em lugar de (\,)nen, cabendo notar que
n=0

XPX = AXP para quaisquer p € Ne A € K. Se u = Z)\X”GLeu#O

a ordem de u, w(u), é o menor k € N tal que A 75 O u € invertivel se, e
somente se, w(u) = 0.

O anel L pode ser imerso em um anel de divisdao M, necessariamente
nao comutativo, de modo que todo elemento ndo nulo f de M se expressa
de maneira tnica na forma

f=ux"

onde w(u) =0 e k € Z. Fixemos 0 < o < 1. Para cada elemento nao nulo
f=uX"de M, definamos |f| = oF, e definamos ainda |0| = 0. Afirmamos
que || é uma valorizacao em M para a qual C' = 1 é permissivel. Com efeito,
é claro que |f| > 0se f # 0. Sejam f = u X* e g = v X* dois elementos nao
nulos de M. Como fg = uv X**¢ e w(uv) = 0, tem-se

fg] = ot = aFal = |f||g].

Finalmente, admitamos 1 4+ f # 0 e |f| < 1 e escrevamos u = Z En XM

Logo, k > 0, e dai resulta que |1 + f| < 1 (mais precisamente, ]1 + f| =1
sek>1louk=0el+&#0,e|l+fl<a<lsek=0el+¢ =0).
Portanto, a nossa afirmacao esta justificada.

A seguinte reformulac¢ao da nocao de C-valorizagdo nos sera util:

Proposicao 7. Para uma aplicacdo |- |: K — R satisfazendo as condigoes
(a) e (b) da Definigdo 1 e um ntimero real C, as asser¢des abaixo sdo equi-
valentes:

(i) |- | é uma C-valorizacao em K;
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(ii) |A + p| < C max{|A],|p|} para quaisquer A, u € K.
Demonstracdo. (i) = (ii): Sejam A € K e p € K* tais que |A| < |ul.
Entdo At <1 e (i) fornece |1 + A\u~t| < C. Portanto,
A 4l < Clpl = € max{|A], l},
provando (ii).

(ii) = (i): Se A € Ke |\ <1, (ii) fornece |1 + A| < C max{|A|,|1]} = C,
provando (i).

Usando a Proposi¢ao 7 e indugdo, justifica-se a validade da desigualdade a
seguir, a qual serd fundamental para nossos propositos.
Proposicao 8. Seja | - | uma C-valorizagdo em K. Entao, para qualquer
inteiro n > 1 e para quaisquer A, Ao, ..., Aon € K, tem-se

‘)\1 + Ao+ F )\271’ <Cc" max{\)\i\; 1< < 2"}.
A préxima proposicao caracteriza as C-valorizagdes para as quais a desi-

gualdade triangular é valida.

Proposicao 9. Se |- |: K — R satisfaz as condigoes (a) e (b) da Definigdo
1, as asser¢Oes abaixo sao equivalentes:

(i) [N+ p| < |A| + |p| para quaisquer A, u € K (desigualdade triangular);
(ii) |1+ A] <1+ |\| para qualquer A € K;
(iii) | - | ¢ uma 2-valorizagdo em K.

Demonstracio. E claro que (i) = (i) = (ii).
(iii) = (ii): Inicialmente, afirmamos que
In-1] < 2n

para todo inteiro n > 1. Realmente, seja n > 1 arbitrario e seja s o menor
inteiro tal que 2° > n. Entao, pela Proposi¢ao 8,

-1 =14+14--+1=14+14--4+14+0+---+0] <2°< 2n.

n parcelas 25 parcelas

Agora, sejam A € K*, r um inteiro > 1 e n = 2" — 1. Entédo, pela
Proposicao 8 e a afirmacao acima, segue que

Z T.L)\i§2rmax T,L)\i

=0 L !

(T;) AN 0<i< n} <2 ( <?Z> W) =27 (14 )Y
=0
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ou seja,
r+1
114+ Al <2271 (14 |A)).

r4+1
Mas, como lim 227-T =1, concluimos que |1+ Al <1+ ||, provando (ii).
r—00

(ii) = (i): De fato, sejam A € K e p € K* tais que |[A| < |u|. Entao (ii)
fornece |1+ Au~t| < 1+ Ap~t, o que equivale a |A+p| < |A|+|u|. Portanto,
(i) é verdadeira, concluindo assim a demonstragao.

Observacao 10. Na sua definicdo de valorizagdo em um corpo, Kiirschik
considerou as condigoes (a) e (b) da Definicao 1 e a condigao (ii) da Pro-
posicao 9 supondo, ainda, a valorizacao diferente da trivial.

Definicao 11. Uma wvalorizagcdo nao arquimediana é uma C-valorizagdo
para a qual C' = 1 é permissivel.

Como vimos, nos Exemplos 4 e 6 estamos na presenca de valorizagoes nao
arquimedianas.

Concluimos a nossa nota com uma caracterizagdo das valorizagdoes nao ar-
quimedianas:

Proposigao 12. Para uma C-valorizagao |- | em K, as asserg¢oes abaixo sdo
equivalentes:

(i) | -] é uma valorizagdo nao arquimediana;

(ii) |A 4 p| < max{|\|, |u|} para quaisquer \, p € K;

(iii) existe um ndmero real M tal que |n - 1] < M para todo inteiro n > 1.

Demonstracdo. A equivaléncia entre as condigoes (i) e (ii) segue da Pro-
posigdo 7. A implica¢do (ii) = (iii) segue por indugdo, bastando tomar
M = 1. Resta provar que (iii) = (i). Com efeito, seja A € K* tal que
|IA| <1, e sejam r um inteiro > 1 e n = 2" — 1. Entao, pela Proposicao 8 e

(iii), vem
1+ A" <Cr max{|<ﬁ> ST ogign}
i
§Crmax{‘<7,l> -1 ;OSiSn}SMC’T,

i

ou seja,
1 T
1+ A <Mz7-1(C7-1.

Portanto, como lim M7= = lim 07T = 1, concluimos que |1 + A| < 1,

r—00 r—00
provando (i).
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