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Resumo: Neste artigo fazemos uma introdugdo as solugoes de onda pro-
gressiva das equagoes de tipo Fisher-Kolmogorov. Deduzimos a existéncia
de solucbes de onda progressiva e a existéncia de uma velocidade critica, e
mostramos como comparar (ou até mesmo determinar) velocidades criticas,
e como determinar o comportamento assintético do perfil de onda. Tiramos
partido da abordagem para dar exemplos de solugoes exactas. Utilizamos
resultados simples de Andlise e Equacoes Diferenciais, acessiveis a qualquer
licenciado em Matematica.

Abstract In this paper, we give an introduction to travelling wave solutions
for equations of Fisher-Kolmogorov type. We prove the existence of travel-
ling wave solutions and the existence of a critical speed, and we show how to
compare (or even determine) critical speeds and the asymptotic behaviour
of the wave profile. We use a method that yields easily some exact solutions.
We use results from Analysis and Differential Equations that are well known
to students with a degree in Mathematics.
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1 Introducao

Em 1937, o bidlogo R. Fisher propds uma equacao com derivadas parciais,
contendo um termo de difusao, para modelar a propagacao de um gene van-
tajoso numa populagao dipléide unidimensional. No mesmo ano, num artigo
seminal, Kolmogorov, Petrovsky e Piskunov [5] fizeram o estudo analitico

'Este autor foi bolseiro do programa Novos Talentos em Matematica (2010-2011), fi-
nanciado pela Fundagdo Calouste Gulbenkian.
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166 ONDAS PROGRESSIVAS NO MODELO DE FISHER-KOLMOGOROV

do modelo. O protétipo mais simples, inicialmente considerado, e que pode
ser encarado como uma versao do modelo logistico em presenca de difusao
linear, é

Ut = Ugy + u(l — u). (1)

O bem conhecido tratado de Murray [7] contém informagao substancial sobre
este e outros modelos anélogos.
Uma equacgao algo semelhante surge na teoria da combustao: é a equagao
de Zeldovich,
Up = Ugy +u? (1 — ), (2)

onde u representa a temperatura e o termo u2(1 — u) representa o calor
gerado pelo fenémeno de combustao.

Em modelos como estes interessamo-nos por solugdes u(z,t) que tomam
valores precisamente entre 0 e 1, que sdo as que tém significado para os pro-
blemas que lhes dao origem. Assim, neste artigo, consideraremos equagoes
da forma

Ut = Ugg + f(u) (3)

onde f :[0,1] — [0,400) é tal que f(0) = f(1) =0e f > 0em ]0,1[. Os
exemplos e sdo obviamente deste tipo.

Antes de mais, notemos que a equacao tem dois pontos de equilibrio,
nomeadamente v = 0 e u = 1ﬂ Pretendemos abordar, concretamente,
a existéncia de solugdes de onda progressiva crescentes, ligando os dois
equilibrios, i.e, solugoes da forma u(x,t) = u(x + ct) (passe o abuso de se
representar por u fungoes distintas) tais que u(—o0) = 0, u(c0) = 1, e wu,
como fun¢do de uma variavel, é crescente. O parametro c¢ diz-se velocidade
da onda e terd importancia crucial no estudo que se segue. Substituindo
directamente na equacao, obtemos

u’(€) —eu'(§) + f(u(§)) =0, £€R (4)
e procuramos, pois, solugoes de (4]) tais que
u(—o00) =0, u(+o0)=1. (5)

Em reconhecimento do papel pioneiro de Fisher e de Kolmogorov, Pe-
trovsky e Piskunov no estudo do problema, é costume referir , ou ,
como equagoes de tipo Fisher-Kolmogorov, ou abreviadamente de tipo FKPP.

2A constante 1 é naturalmente o limite superior normalizado da quantidade que se
pretende estudar: por exemplo, u pode representar a percentagem de individuos de uma
populagdo que apresentam determinada propriedade.
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Estas equagoes descrevem variados modelos de mecénica, teoria da combus-
tao, biologia e quimica. O termo f(u), ndo-linear, representa uma reacgdo.

Ao estudar este tipo de modelos, verifica-se que as solu¢bes de onda
progressiva, para além de aparecerem naturalmente, descrevem o compor-
tamento assintético de algumas solugoes. De facto, o que se verifica é que,
em certos casos, dependendo das condigoes iniciais, a solucdo converge para
uma onda progressiva quando t — co. O estudo das equagdes de tipo FKPP
tem dado origem a uma riquissima literatura e continua a ser objecto de in-
tensa investigacao. Neste artigo trataremos simplesmente de expor, usando
métodos razoavelmente elementares, as bases da teoria associada ao pro-
blema —, isto é, a teoria da existéncia de heteroclinicas crescentes para
, e das respectivas velocidades admissiveis. Como se verd, recorreremos
apenas a uma equacao diferencial ordinaria de primeira ordem, ao teorema
das contraccoes e ao teorema de Ascoli, obtendo-se os resultados sob hi-
poteses muito abrangentes. Ver-se-4 que o modelo de primeira ordem que
usamos contém informacao suficiente para o estudo que temos em vista da
dindmica de —. Para outras aproximacdes ao problema na literatura
recente, enviamos o leitor para [0, 4] e para as referéncias de [3].

Consideremos entdo a equacio para a qual assumimos ao longo do
texto as seguintes hipdteses:

L f(0) = f(1) =0;

2. f>0,Vo<u<1;

3. f continua em [0, 1];

43k >0: fu) <k(l—w) e3> 0: f(u) <luVue0,1].

Dizemos que o nimero ¢ € R é uma velocidade admissivel de , ou de f,
se existir uma solucgdo crescente u de —.

Observagoes:

1. A monotonia da onda progressiva implica em particular que u'(§) >
0,V& € R. Com efeito, a hipdtese 4 acima mostra que os problemas de
valores iniciais para (4) com condigoes u(tg) = 0 = u/(to) ou u(ty) = 1,
u'(tg) = 0 possuem solugdo (constante) unica, e das condigoes
resulta entdo que as solugdes s6 tomam valores no intervalo (0, 1).
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2. Mostremos que as solugdes mondtonas de (4) tais que u(—o0) = 0

e u(+o00) = 1 verificam u/(+00) = 0. Trata-se, pois, de verdadeiras
heteroclinicas que ligam os equilibrios (0,0) e (1,0) no espago de fases.

Na verdade, tem-se obviamente liminf_, 1 u/(s) = 0. Suponhamos,
por contradi¢do, que limsup,_,_ . ' (t) > 0, sendo andlogo o trata-
mento de +oo. Seja t, — —oo tal que u/(t,) — 0. Integrando a
equagao em [t,, 0] vem ft?l f(u(s)) ds limitado, e pela positividade de
f infere-se que ono f(u(s)) ds converge. Escolhamos agora t, — —oo
e s, — —oo de modo que t, 11 < Sy < ty, U (ty) = 0e ' (s,) = d > 0.
Tem-se entao

W (t) — ' (8n) — e(u(tn) — u(sn)) + / " Fu(s)) ds = 0.

Nesta igualdade, uma parcela do primeiro membro tende para —¢ e as
restantes tendem para 0, donde a contradicao.

Integrando directamente em toda a recta, e tendo em conta que
u’ — 0 quando £ — +oo,
—+00

o= [ s

e portanto podemos concluir que ¢ > 0.

Caso f seja C!, linearizando em torno dos dois pontos de equilibrio,
obtemos os seguintes valores préprios,

3 cx/c2—4f(0) \E ct/c?—4f'(1)
0 — 2 -

’ 2

Conclui-se que, quando f/(0) > 0e f'(1) < 0:

e O ponto u =1 é um ponto sela;
e O ponto u = 0 é um nod instavel ou uma espiral instavel, depen-
dendo de ¢® > 4f/(0) ou ¢? < 4f'(0), respectivamente.
A existéncia de ondas progressivas crescentes implica que u = 0 nao
pode ser uma espiral instével, e portanto ¢ > 4f/(0).

Combinando este facto com a observagdo 3 obtemos a seguinte mino-
racao:
¢ > 2,/f(0)
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Na verdade este resultado nao depende do recurso a dinamica da equa-
¢do de segunda ordem. Na proxima seccao obteremos a mesma minoragao
somente com base na andlise do problema de primeira ordem, bastanto que
17(0) exista, e dispensando-se outras hipoteses de regularidade.

O plano do texto é o seguinte: na seccdo 2 reduzimos o problema a um
de primeira ordem e mostramos que as velocidades admissiveis formam um
intervalo [¢*,+00); na seccdo 3 estudamos os perfis das heteroclinicas no
plano de fases; na seccdo 4 mostramos como o nosso modelo permite obter
algumas solugdes exactas; na secgao 5 fazemos algumas consideracoes sobre
estimativas da velocidade minima c*.

Assinalamos na sec¢do 4 um contributo relevante do Professor Assis Aze-
vedo.

2 O modelo de primeira ordem

Nesta seccao, comecaremos por ver que a existéncia de ondas progressivas
crescentes da equacao estd intrinsecamente relacionada com a existéncia
de um tipo particular de solugdes de uma equacio de primeira ordem. A
reducao de uma unidade na ordem da equagao diferencial é possivel devido
ao facto da equacao ser autéonoma e a hipétese de a onda progressiva ser
crescente (que, como dissemos, tem como consequéncia v’ > 0). Lembramos
o leitor que ¢ > 0.

Seja u = U(£) uma solugao de onda progressiva crescente de e definida
em R. Assim sendo, U’'(§) > 0,£ € R e portanto é possivel definir £(u), a
funcao inversa de u = U(§). Seja

$(u) = U'(§(w)) (6)

Entdo ¢ :)0,1[— R* é uma funcdo de classe C*, que pode ser estendida por
continuidade ao intervalo [0, 1] com ¢(0) = ¢(1) = 0. A funcdo ¢ satisfaz

$(u)¢' (u) — cp(u) + f(u) =0

Definindo 9 (u) := ¢(u)?, e de acordo com a Observacio 2 da Introducao, 1
é solugao de

U (u) = 2e\/Yp(u) = 2f(u),  $(0) =1(1) =0 (7)

Reciprocamente, suponhamos que 1 satisfaz e consideremos o pro-
blema de valores iniciais

u' =), u(0)=1/2 (8)
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(O valor do dado inicial é irrelevante: a escolha de um outro valor entre 0
e 1 d4 origem simplesmente a uma translacgao da solugédo). O dominio da
solucdo desta equacao é |€_, &4 [, onde

/2 dy I du
5‘__/0 W(u)’ §+‘/1/2 W(u)

A partir de , é facil concluir que

W)

2v/tp(u) ~

e portanto /¢ (u) < cu. Este facto implica que o primeiro integral é diver-
gente, e portanto £ = —oo.

Atendendo & hipétese 4, vem que ¥'(u) > —2k(1 — u). Assim sendo,
numa vizinhanca de u = 1, ¥(u) < k(1 — u)?, o que faz com que o segundo
integral seja igualmente divergente, e portanto £, = +o0.

Facilmente se verifica que u(§) satisfaz u” — cu’ 4+ f(u) = 0 em toda a
recta, e que u(—o0) = 0,u(c0) =1 e /() > 0, V.

Acabdmos de provar a seguinte proposi¢ao:

~—

Proposicao 1 (Equivaléncia de Solugbes). Sob as hipdteses 1-4, seja ¢ a
funcao definida em (@ Entao u=U(§) é uma solugao de onda progressiva
crescente ligando o0s dois pontos de equilibrio se e s6 se ¢(u)? for uma solugio

de @

Assim, a raiz quadrada das solugoes de (@ produz o perfil, no plano de
fases, da trajectoria de uma onda progressiva.

A utilidade desta proposicao é clara: em vez de tentar provar directa-
mente a existéncia de uma solucdo de onda progressiva, podemos passar para
a equagao (7)) e fazer um estudo simplificado. Note-se que a presenga da raiz
implica perda de unicidade dos problemas de Cauchy com o valor inicial 0
em u = 0. No entanto em qualquer tipo de reducao, tera de aparecer alguma
singularidade: caso contrario, o problema seria triviaﬂ

Apresentamos agora um resultado que oferece condigoes suficientes para
a existéncia de solucoes de .

Proposicao 2 (Existéncia de Solugbes). Sob as hipdteses 1-4,

3Em [3], é possivel encontrar uma reducio a uma equagio integral de primeira ordem
onde, em vez da raiz quadrada, aparece um denominador que se anula nos extremos de
intervalo.
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1. Se além disso existe f'(0) e se a equagio V' (u) = 2¢y/P(u) — 2f(u)
tem uma solugao 1 (u) tal que ¥ (0) = 0 e (u) > 0 em algum intervalo
(0,7m), entdo ¢ > 4f'(0).

2. Se existe uma fungio C' s :[0,1] — R tal que s(0) = 0,s(u) > 0 se
u €]0, 1] e para todo u € [0, 1],

s'(u) < 2¢y/s(u) — 2f(u), 9)
entdo o problema @ tem solugdo.

3. Para cada ¢ > 0 fizado, o problema @ tem mo madzrimo uma solucdo.

4. O problema —(@ tem mo maximo uma solugdo crescente a menos de
uma translacgdo.

Demonstragao.

1. Ponhamos k = f/(0), | = limsup,_,o(v/¥(u))’. Como /1(0) = 0 e
V(u) > 0,Ye(,), temos [ > 0. Basta considerar o caso em que
k > 0. A existéncia de solucdo positiva numa vizinhanga de 0 implica

(VoW) = c— @\/b, de onde, se k > 0, | < ¢ — 2k/l. Como

1>0, temos 1> —cl+ k < 0.

2. A hipoétese @D significa que s é uma subsolugdo do problema de valores

U (u) = 2e\/Y(u) — 2f(u), $(0) =0 (10)

o que implica, mediante um argumento simples, que este problema
tem uma solugao ¥ (u) > s(u).

- Se ¥(1) =0, j& temos a solugdo pretendida.

-Se (1) > 0, consideramos a solugao ¢ do problema de valores iniciais

¢'(u) = 2¢y/p(u)1 = 2f(u), (1) =0. (11)

Claramente podemos assumir que ¢ > 0 em [0,1], j& que 0 é sub-
solugao de em [0,1]. Queremos agora mostrar que 0 < p(u) <

Q;Z)(u)a qu]O,l[:

e Se ug for o maior zero de ¢ em ]0,1], entdo implica que
¢'(up) < 0, o que é impossivel.
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e Se u; €]0,1] for tal que p(u1) = 1/)( ) entdo, por unicidade,
© = 1, 0 que é absurdo, pois ¢(1) = P(1).

Logo 0 < ¢(u) < (u),Yyep,1] €, por enquadramento, ¢(0) = 0.

3. Suponhamos que ¥ e ¥y sdo duas solugoes distintas de . Em pri-
meiro lugar, note-se que 1,2 # 0,V,cjo,1[- Entao por unicidade, as
duas solugdes estao ordenadas, digamos, ¥1(u) < ¥2(u), Vyejo,1[- Mas,
se assim for, implica que 19 — 1)1 é estritamente crescente, o que
contradiz 91 (1) = 12(1) =0

4. Suponhamos que v e w sdo duas solugdes crescentes do problema —
. Sejam ¢, e ¢, as correspondentes solucoes da equacao de primeira
ordem. Pela alinea anterior, ¢, = ¢, em [0,1], ou seja, v/ o v~ =
w' o w™! nesse intervalo. Mas isto implica que (v™!') = (w™!)’ em
(0,1). Logo existe C € R tal que v=! = w™! + C, o que implica
w(§) =v(+C), V§E €R.

O

Corolario 3. Consideremos as sequintes equacoes:
W' —cu' + flu)=0, V" —dv +gu)=0

de tal forma que as hipéteses 1-4 sao satisfeitas para f e g. Entdo, se f > g,
c < d e a primeira equagdo admite uma solucao de onda progressiva crescente
entre os dois pontos de equilibrio, a sequnda também admite uma solugdo
deste tipo. Além disso, as solucdes associadas dos problemas de primeira
ordem

P (u) = 2e\/1p(u) = 2f(u), $(0) =4(1) =0
() = 2d\/6(u) — 2(w),  6(0) = 6(1) =
verificam 0(u) < (u) Yu € (0,1).

A 1ltima afirmagao resulta de que 1 é sub-solucdo do problema de valor
inicial referente & segunda equaciao, com a condigdo (1) = 0.

Nota: Este coroldrio mostra que, se ¢ ¢ uma velocidade admissivel para
f, entdo qualquer d > ¢ é igualmente uma velocidade admissivel para f.
Podemos na verdade ser mais precisos:

Proposicao 4. O conjunto das velocidades admissiveis é um intervalo fe-
chado ndo limitado com elemento minimo c* > 0.
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Demonstracdo. Vamos utilizar a proposicao de existéncia de solugbes: Seja

M = supM

O<u<l U

(supremo que existe pela hipdtese 4). Fixe-se ¢ > 2v/ M e procuremos
agora uma solucao da equacao

s'(u) = QCOM —2Mu

tal que s(0) = 0e s(u) > 0,V0 < u < 1. Olhando para os termos da equagao,
somos facilmente conduzidos a procurar uma solugdo da forma s(u) = (Bu)?
com B € R. Substituindo, vem que

co £ /2 —4M
B2—cB+M=0=B= 0

2

e portanto s(u) = (Bu)? é solucio da equagio. Como s(u) é subsolucio de

y'(u) = 2con/y(u) — 2f (u)

pela proposicao de existéncia de solugoes, existe uma solucgao crescente de
u” —cou’ + f(u) = 0 ligando os dois pontos de equilibrio, e portanto qualquer
ntimero co > 0 tal que ¢3 > 4M é uma velocidade admissivel.

Como ja mostramos que se ¢ é velocidade admissivel e d > ¢ entédo
d também é velocidade admissivel, basta verificar que o infimo ¢* de tais
velocidades é velocidade admissivel (do que foi visto anteriormente, resulta
que ¢* > 0). Ora, se tomarmos uma sucessao de velocidades admissiveis
¢n, — ¢ e considerarmos as correspondentes solugoes y, > 0 dos problemas

Yn (1) = 2cny/yn(u) = 2f (1), yn(0) =0, yn(1) =0

concluimos que os y, formam um conjunto equicontinuo e limitado em
C([0,1]). Tomando uma subsucessdo uniformemente convergente, segue-se
o resultado. O

Este resultado mostra que a cada funcao f verificando 1-4 fica associ-
ado um ntmero ¢* > 0 que é a velocidade minima admissivel de ou,
equivalentemente, o minimo dos ¢ > 0 tais que admite uma solugao que
é positiva em (0,1). Escreveremos ¢* = ¢*(f) e diremos que ¢* > 0 ¢é a
velocidade critica de —, ou de f.
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Nota: Resulta do que ficou demonstrado que, para fung¢ées nas condigdes
anteriores:

f>2g=c(f) > (9); (12)

Se f'(0) existe, 24/f'(0) < c*(f) <24/ sup M (13)
O<u<l U

Em particular temos:

Proposicao 5. Se f satisfaz 1-4, existe f'(0) e f(u) < f'(0)u Yu € (0,1),

tem-se ¢* = 24/ f'(0).

Por exemplo, para a equacao de Fisher , ct=2.

3 Comportamento assintético

Nesta seccdo procuramos conhecer o comportamento de uma solucao ¥
de nos extremos do intervalo [0,1]. O objectivo é calcular (1/1)'(0)
e (v/)'(1), imediatamente se reconhecendo que estes valores coincidem com

m VO )
¢——o0 u(&) gtoou(§) — 1
que dao uma primeira informagdo sobre o comportamento assintético da
correspondente solugao de —.
Para obter resultados tteis assumiremos a existéncia das derivadas f’(0)
e f'(1). Recordemos, para efeito do que segue, os niimeros )\(jf, que aqui
designamos simplesmente por A*(c):

ME(e) = c+ \/62—4]”’(0).
2

os limites

Comegamos por fazer a observagio seguinte. Seja y(u) uma solugdo de

Y (u) = 2c0\/y(w) — 2f(w), y(0) =0 (14)
onde f satisfaz as hipdéteses 1-4. Entéao,
y(u) < (cou)®. (15)
De facto, 1) mostra que %\/y(T) < ¢p e a conclusao segue-se.

Proposigao 6. Suponhamos que f satisfaz 1-4, e além disso f'(0) existe. Se

y(u) € solugio de y'(u) = 2¢/y(u)—2f(u), y(0) =0, comy(u) > 0 nalgum
intervalo (0,n), entdo existe a derivada (,/y)'(0) e € igual a \j ou Ay .

Boletim da SPM 67, Outubro 2012, pp. 165



SiMAO CORREIA e LUis SANCHEZ 175

Demonstragido. Ponhamos y(u) = u?6(u). Vimos em (15) que 6 ¢ uma
funcdo limitada. Esta funcio satisfaz, numa vizinhanca de 0, a equacao

e’zz(cx/é—a—fsy)

Se o enunciado é falso, existe um intervalo [a,b] que ndo contém nenhuma
das raizes de x2 —cz+ f'(0) = 0 tal que §(u) percorre todos os valores de [a, b]
quando u percorre cada um de uma infinidade de intervalos disjuntos [¢;, s;]
com s; — 0 . Entdo, para ¢ suficientemente grande, o sinal de ¢\/6(u) —

O(u) — @ ¢ bem definido para t; < u < s;. Logo, o sinal de ¢'(u) deverd
ser também definido, contradizendo o caracter oscilatério de 6. ]

Lema 7. Consideremos o problema de valores iniciais

W (u) = 2¢/0(u) — 2f(u), $(0) =0 (16)

Sejamn >0, 0< A< B, 0<a<b, 0<ci <co<2A constantes tais que

agfgf)gb, se O<u<n (17)
A2 —cA+b<0<B?>—cB+a Vc€ e, el (18)

Entao, para c € [c1, o] @ tem uma tnica solucdo v tal que A?u? < 1p(u) <
B2 for 0 <u <mn. Esta solu¢io depende continuamente de c.

Demonstrac¢do. Consideremos o espago X das funcgdes continuas v tais que
A%u? < v(u) < B2u2,Vv€[Oym.

Este é um espaco métrico completo como subespaco do espaco das fungoes
continuas em |0, 1] com a norma

v(u)

l|[v]] = sup —5-.
ueloy U

Defina-se o operador T' com dominio X por

To(u) :20/0“ \/@dt_g/o“f(t)dt, we 0]

Obviamente T'v é uma fun¢ao continua em [0, 7] e temos

Tv'(u) = 2¢v/v(u) — 2f (u) < cBu — au < B?u,
TV (u) = 2¢\/v(u) — 2f (u) > cAu — bu > A?u,
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0 que, por integragdo directa, mostra que Tv € X. Vejamos que T é uma
contraccao em X:

v —wo(t)

2c 0 \/Ul(t) + \/Ug(t)

e A A
Cl|lU1 — U — = —||U1 — Vva||U
P o 2ar 24

|(Tvy — Tvg)(u)] < dt

IN

Logo, tem-se
| Tv1 — Tws| < i\lvl — va|

e portanto T é uma contracc¢do uniforme em ¢ € [c1, ¢2]. Dai o resultado. [

Lema 8. Seja ¢ > 2,/f(0). Escolha-se A, B com: & < A < A\™(¢) < B.
Entdo hd nimeros 0 < a < f'(0) < b, n > 0 e um intervalo [c1,c2] contendo
¢ de modo que todas as hipoteses do lema precedente sdo realizadas.

Demonstragio. Uma vez que A2 — A+ f/(0) < 0 < B2 —¢cB + f'(0), basta
tomar a, b suficientemente préximos de f’(0) e invocar a continuidade e a

defini¢ao de f’(0). O

Corolario 9. Dado ¢ > 2,/f'(0), existe n > 0 tal que ¢'(u) = 2¢\/9(u) —

2f(u), ¥(0) = 0, tem uma solugio tdnica v em [0,7n] tal que (v/1)'(0) =

AT (c).

Demonstracio. E consequéncia dos anteriores dois lemas: o primeiro ga-
P(u)

rante a existéncia e a unicidade; o segundo permite enquadrar ~-— numa

vizinhanca de u = 0 com precisdo arbitraria. O

Finalmente, podemos determinar especificamente o valor do limite preten-
dido:

Proposigao 10. Seja ¢ uma velocidade admissivel de v’ — cu' + f(u) = 0.

1. Sec=c",
2. Sec>c",

Demonstragao.

1. Em primeiro lugar, se ¢ = 21/ f(0), o resultado é trivial, pois A*(c) =
A~ (¢). Podemos entdo supor que ¢ = ¢; > 24/f/(0). Com vista a um
absurdo, suponhamos ainda que (v/4)'(0) = A7 (¢1). Considere-se a
equacao reduzida de primeira ordem
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U (u) = 2e1y/1h(u) — 2f(u), (0) =v(1) =0.

A solucao w de
w' = 2c1v/w —2f(u), w(0) =0, (Vw)(0)=A"(c1)

satisfaz w > 1 numa vizinhanga de u = 0 (porque (/) (0) =
A (1) < A(e1) = (Vw)'(0)) e, por unicidade, permanece positiva
no intervalo ]0,1[. Se w(1) = 0, terfamos duas solucoes distintas de
(7), o que é absurdo, pelo ponto 4 da proposi¢do de existéncia de
solugbes. Logo w > 0 em |0, 1].

Ora, pelo corolario anterior, existe >0 tal que, se d<c; é suficiente-
mente préximo de ¢; e d>2/f/(0), existe uma solucdo tnica z4 de

2 =2dy/zg — 2f(u), 24(0)=0, 0<u<mn, (Vzq9)(0)=A"(d),

e em particular z., = w. Numa vizinhang¢a de ¢j, z4 depende conti-
nuamente de d em [0,7] pelo lema [7] e, como z., > 0 em [n, 1], vale
o teorema usual de dependéncia continua do parametro. Logo, nessa
mesma vizinhanca de ¢q, podemos aplicar dependéncia continua do
parametro em todo o intervalo. Escolhendo d < ¢; tal que zg > 0 em
10, 1], obtemos uma fun¢ao z4 nas hipdteses da proposicao de existéncia
de solugoes. Logo existe uma solucdo de

¢'(u) = 2dy/¢(u) —2f(u), $(0) = (1) =0.

e portanto d < c¢; é uma velocidade admissivel. Logo c¢; > ¢*, o que
contradiz a hipotese.

. Suponhamos, com vista a um absurdo, que
(V)'(0) = X (c).
Seja s solucao de
s'(u) = 2¢*\/s(u) — 2f(u). (19)
tal que s(0) = s(1) = 0.
Visto que

(V)'(0) = A™(c) > A¥(c") = (V5)'(0),

vem para 7 pequeno,
P(u) > (A (c) = d)u > y/s(u), u €0,
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ou seja,
Y(u) > (A(e) = 0)*u® > s(u), u €]0,7]
o que contradiz o Coroldrio [3]
O

Podemos reeununciar o resultado em termos do comportamento assintético
das solugoes de -:
Proposicao 11. Seja ¢ uma velocidade admissivel de —(@ e u(§) uma
correspondente solucdo.

1. Sec=c",
. u'(g) _
S~ e
2. Sec>c",
uw(g) -
M e~

Nota: Também nos poderiamos debrucar sobre o estudo do comportamento
em +o0o. A demonstracdo da existéncia do limite
/
lim _u(§) _ A
{—+oo u(f) -1
seria totalmente andloga & que foi feita para —oo, e provar-se-ia que
c—/c2—4f'(1

independentemente de ¢ ser velocidade critica ou nao.

4 Exemplos de solugoes exactas

A equacdo permite obter com facilidade e de modo natural algumas
solucdes exactas que sdo heteroclinicas de —.

Para o termo de reacgao f(u) =u"™ —u", 0 <wu<1,onde 1 <m < n,
procuremos uma solugao de da forma

Y(u) = Mu® — u?)?

Introduzindo esta expressao na equagao, obtemos de facto uma solugao com
escolha adequada de ¢ em certos casos:

1. Sem=1en=2,isto é no caso do modelo original de Fisher, vem

a=1,p= %, A= % ec= %. Obtivemos o perfil
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2 5
u) = - —

v =3 NG

associado a uma velocidade estritamente superior a critica. Resolvendo

o problema por uma primitivacao elementar, temos a expressao da
correspondente heteroclinica

u?(1 - vau)?, com c=

1
(V2= 1)e 75 4+ 1)2

Esta solugao foi dada em [I].

u(t) =

2. Na verdade, o exemplo anterior é caso particular da situagao seguinteﬁ

- = — ntl 2 =
seTJrrL3—len> 1, encontramos a = 1, f = 32, A = 25 ec =
_nt3 ,

2(nt1) O perfil correspondente é
2 2 n—1 2
u) = u(l —u 2
Ylw) = )

e a heteroclinica que se obtém a partir de tem a expressao

1

u(t) =

(n—1)t

_ e
((2"21 —1)e V2o 4 1)

Observa-se que a velocidade critica da equagao ¢é 2, independentemente

— — _nt+3
de n, mas c =c, = D) — 2 quando n — 1.
3. Se m =2 en =3, isto é, no caso da equagdo de Zeldovich, o calculo
resulta com a escolha a =1, =2, A\ = % ec= % O perfil obtido é

[a—

P(u) = 1u2(1 —u)?, com ¢c=—.

2 V2

Observemos que neste caso f'(0) = 0 e lim,_o % = % Em virtude
da proposic¢ao [11| concluimos que % ¢é a velocidade critica da equacao
de Zeldovich, facto que foi demonstrado em [9]. A resolucdo de

fornece a expressao da correspondente heteroclinica

1
u(t) = ———.
1+e v2

“Esta generalizacio foi-nos comunicada pelo Professor Assis Azevedo.
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4. Também o caso anterior admite uma generalizacdo: se m = ”TH e

n>1,obtemos a =1, 8=m, A= % ec= ﬁ O perfil obtido é
1, 1
uw) = —u*(1—u™ N2, com c= ——.
Y(u) = ¥ 2, N
Também neste caso se trata de um perfil correspondente a velocidade
critica. As correspondentes heteroclinicas sio as translatadas’] de

5 Outra caracterizacao da velocidade critica

Para simplificar a exposicao, digamos que uma fun¢do com as propriedades
1-4 é uma fungao de tipo A em [0,1]. Se, para uma dada funcdo f, existe
6 € (0,1) tal que f verifique

1" f=0em[0,0] e f(1) =0;

2. f(u) > 0,¥geyer:

3. f continua em [0, 1];

4 3k >0: f(u) <k(l—u)Vue[0,1],

diremos que f é de tipo B em [0, 1]|ﬂ

E interessante e 1til estudar o problema para uma funcao de tipo B.
Estes modelos surgem associados a teoria da combustao. Curiosamente, um
tal problema s6 tem uma “velocidade admissivel":

Proposigao 12. Seja f de tipo B em [0,1]. Entao existe um nimero ¢* > 0
tal que o problema @ admite uma solugao positiva em (0,1) se, e sé se,
c=c".

Sem entrar nos detalhes da demonstracio, repare-se que a hipdtese 1’
implica, com referéncia ao modelo de primeira ordem , que ¥ (u) = (cu)?

50 Professor Assis Azevedo calculou a expressio explicita de u., e observou proprie-
dades curiosas desta familia de fungées, tais como: se t,, é uma sucessdo de niimeros reais
tal que limp,— o0 Um (tm) existe, entdo, para todo o t € R tem-se limym— oo Um (t + tm) =
limm— 00 Um (Em)-

SEsta terminologia foi introduzida por Berestycki e Nirenberg num artigo de 1999 sobre
este tipo de problemas.
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para u < ﬂ Assim sendo, o comportamento de uma solugdo positiva no
plano de fases estd bem definido numa vizinhanga de 0. Como ¢(6) > 0, ja é
possivel aplicar dependéncia continua do pardmetro para encontrar o inico
c tal que ¢(u) > 0em [0, 1) e ¢p(1) = 0.

Agora o simbolo ¢*(f) tem sentido sempre que f é de tipo A ou B, e
a construcdo do nimero c¢* é tal que a propriedade de monotonia vale
para funcgoes dos dois tipos.

As velocidades, bem definidas, das fung¢oes de tipo B, servem para cal-
cular, pelo menos em teoria, a velocidade critica das fungoes de tipo A. Na
verdade tem-se o seguinte resultado.

Teorema 13. Seja f de tipo A em [0,1]. Seja f1 < fo < -+ uma sucessao
de fungoes de tipo B em [0,1] tais que lim, ,~ fn(z) = f(z) Yx € [0,1].
Entao ¢*(fn) T c*(f).

A demonstracdo deste resultado baseia-se, uma vez mais, em argumentos
semelhantes aos ja utilizados nas secgoes anteriores e por isso limitamo-nos a
observar que o facto de f ser de tipo A permite mostrar que ¢*( f,,) é sucessao
crescente e limitada e que a hipdétese implica a convergéncia uniforme de f,,,
permitindo uma passagem ao limite com a utilizagdo do teorema de Ascoli.

Podem-se obter ainda outros resultados que caracterizam a velocidade
critica de uma fun¢do f como limite de velocidades criticas de uma sucessao
apropriada f, (o teorema acima é especialmente interessante pois relaci-
ona os tipos A e B). Refiramos neste contexto um resultado simples, mas
bastante geral:

Proposigao 14. Sejam f e f, de tipo A em [0,1], para n € N. Definam-se
e ap=supla<1:f, > af);
® Bp=inf{B>1:f, <Bf}

Entao, se ap,Bn — 1, ¢*(fn) — c*(f).

Para um estudo mais aprofundado da dependéncia de ¢* relativamente a f
(funcao de tipo A) enviamos o leitor para o artigo [2].

Estes resultados fornecem um método simples de aproximacgao numeérica,
aplicavel a certas fungoes, ja que, para funcoes seccionalmente lineares, o
problema pode resolver-se explicitamente:

"Isto equivale a existirem a,b € R tais que u(€) = be®®, € €] — 00, a)
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Ezemplo. Consideremos

0, 0§u<%
g(u) = %u—é, %§U<Z
373w gsusl

e procuremos encontrar a Unica velocidade admissivel ¢. Antes de mais,
observemos que g < h, onde

2 0<u<i
h(u):{2’2 1 _ H
373w gsusl

A velocidade critica de h pode calcular-se explicitamente, e é facil ver que

c*(h)= 2v/2. Assim sendo, pela propriedade , obtemos a seguinte esti-
mativa:

¢*(g) <2V2.

Como g ¢é seccionalmente linear, podemos escrever explicitamente u = u(&):

A + Be% 0<uc< %
u(§) = €C§/2(CCOS(’71£) + Dsin(y1€)) + i % <u< % ,
Eevt 4 Ferst +1 ;<u<l

onde

V16 — ¢? c—+/c*+8/3 c++/c?+8/3

9 y 2= 2 y V3= 9 :
Para além das condigoes u(oco) = 1, u(—o00) = 0, necessitamos de fixar um
ponto (porque qualquer translacgdo de uma solugdo é ainda uma solugéo).
Assim sendo, para facilitar alguns calculos, fazemos u(0) = 1/ 4@ Agora,
partindo de © = 1 e retrocedendo, vamos poder calcular todas as constantes
envolvidas. No final, restard uma equagdo para c, que podera ser resolvida
numericamente.

"=

1. A condicdo u(oco) = 1 implica que F = 0;
2. Como u(0) =1/4, 1+ E =1/4. Logo E = —3/4;

3. Agora necessitamos de calcular o valor de u’ em 0:

3
/0 — N
u'(0) 4’72,

4. Passando agora para o segundo ramo de u, a condigdo u(0) = 1/4
implica que C' +1/8 =1/4. Logo C = 1/8;

80 importante é que, em £ = 0, u atinja o primeiro ponto uo tal que u é linear em
[UO, 1].
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5. Calculando u' neste trogo,
u'(§) = 605/2((50 +mnD)cos(mé) + (gD —1C)sin(n8));

6. Como u/(0) = —372/4

c 32 12v9 + ¢
‘crmp=-"2 op=_"27C
Rt 4 1671

7. Necessitamos agora de resolver u(§) = 1/8:

u(&p) = é < Ccos(11&0) + Dsin(y1&y) = 0= & = F:larctan(—g)

8. Passando agora para o primeiro ramo de u, a condi¢do u(—o0) = 0
implica que A = 0;

9. Determinamos agora B: como u(&y) = 1/8,

1
B = —e 0.
g¢

Finalmente, resta a equagdo correspondente a u/(&):
c c
cBe0 = 6650/2((50 + 11D) cos(méo) + (iD —1C)sin(11£)).

Usando um método simples para encontrar a tnica solucdo desta equagao
(sem sequer recorrer a simplificagdes na expressao), obtemos

c =1,5407 £+ 0,00001.

Agora podemos usar este valor como minorante de velocidades criticas para
equagOes com termos nao lineares f > g: por exemplo, para a equagdo com
o termo nao-linear

podemos dizer que ¢*(f) > 1,5406 (Note-se que para este termo nao-linear,
o minorante 2,/ f7(0) ndo é util, pois f/'(0) = 0).

Um majorante (grosseiro) pode obter-se atendendo a que g(u) < 22u?(1—
u) em [0, 1]. Uma mudanga de varidvel simples mostra que, se k é um ntiimero
positivo, ¢*(kf) = vk ¢*(f). Portanto, atendendo ao que vimos no exemplo

Y * 4 P— .« ..

2 da secgao 4, ¢*(g) < H= 2,309 --.
Agradecimentos: Os autores estdo reconhecidos ao relator anénimo pelo
cuidado posto na leitura do manuscrito original e pelas tteis sugestoes de
melhoria do texto.
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