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Resumo: Um tridngulo diz-se pitagoérico se for rectangulo e os seus lados
tiverem comprimentos inteiros. No plano, a lista completa deste tipo de
triangulos é conhecida desde Euclides. Neste texto, consideraremos outras
superficies de curvatura constante onde procuraremos tridngulos com estas
propriedades.

Abstract: A Pythagorean triangle is a right angled triangle whose sides
have integer lengths. On the Euclidean plane they are completely known,
after Euclid’s classification. In this note, we discuss the existence of such
triangles on surfaces of constant Gaussian curvature.
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1 Introducao

Os ternos de niéimeros naturais a,b,c tais que a®> + b*> = ¢? foram tema
de apurado estudo na Grécia Antiga, sendo desde entdo conhecidas varias
féormulas geradoras, inimeras propriedades e uma descrigdo completa [2].
Podem obter-se, por exemplo, através da projecgao estereografica da circun-
feréncia unitaria e da deteccdo dos pontos de interseccao desta curva com
Q x Q. O Teorema de Pitagoras e as nogoes de tridngulo, angulo recto ou
lado de comprimento inteiro podem generalizar-se para mundos em que a
medigdo de distancias e a geometria ndo sdo as euclidianas. Consideraremos
neste texto o caso particular das superficies de curvatura Gaussiana cons-
tante (positiva ou negativa), isto é, esferas ou planos hiperbdlicos. Como
veremos, em quase todas estas superficies ndo ha tridngulos pitagoricos ou,
quando ha, s6 existe um nimero finito deles.
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2 Esfera

Uma linha recta que une dois pontos no plano é o caminho entre eles que
minimiza a distdncia. Na geometria esférica, as geodésicas sdo arcos de
meridiano, sendo um meridiano o resultado da interseccdo da esfera com
um plano que passa pelo seu centro. Por isso, em qualquer esfera ha pares
de pontos com mais do que uma curva a uni-los e minimizando a distancia
entre eles, e ndo ha rectas paralelas.

Um tridngulo plano é a regido limitada do plano cujo bordo é formado
por trés linhas rectas que se intersectam em trés pontos nao-colineares. Esta
defini¢do néo se ajusta a esfera porque, em geral, ndo determina os angulos
(ou seja, a area) do triAngulo. Fixemos trés pontos ndo colineares numa
esfera e, por cada par, tracemos uma linha recta. Feito isto, criamos dois
tridngulos; se forem distintos, escolheremos o que engloba menos drea na
esfera. Definimos dngulo entre dois meridianos (ou arcos de meridiano)
como sendo o angulo de [0, 7] formado pelos planos que os geram. Desse
modo, a soma dos trés angulos de um tridngulo esférico é um valor que se
situa em |, 37[, e o comprimento de cada lado é menor ou igual & soma dos
comprimentos dos outros dois lados.

Embora possamos resistir a aceitar a curva da Figura [l como um tridn-
gulo, certo é que ela verifica esta definicao. Contudo, como o comprimento
de um dos lados é a soma dos comprimentos dos outros dois, diremos que
se trata de um caso degenerado.

C

Figura 1: Tridangulo degenerado: a 4+ ¢ =b.

Um tridngulo rectangulo esférico é um tridngulo com um dos angulos recto.
A Figural2mostra um exemplo, isésceles e de lados inteiros a, b e a. Variando
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b, obtemos outros (Figura[3]); em particular, quando b = 2a, chegamos a um
triangulo degenerado.

Figura 2: Tridngulo isosceles rectangulo.

Figura 3: Tridngulos rectangulos com dois angulos de 90°.

Sobre os tridngulos rectangulos esféricos, temos a seguinte versao do Teo-
rema de Pitdgoras [I]:

Teorema 1 Dado um triangulo rectangulo, de catetos a,b e hipotenusa c,
numa esfera de raio R, tem-se:

cos (%) = cos (%) cos (%) . (1)

O que deduziremos nesta secgdo é consequéncia directa desta igualdade.

Boletim da SPM 69, Outubro 2013, pp. 27-49



30 TERNOS PITAGORICOS

Exemplo 1 Um dos tridngulos pitagéricos no plano mais famosos tem
catetos 3, 4 e hipotenusa 5. Existe alguma esfera onde possamos tragar
um tridngulo rectangulo com estes lados? Para responder a esta questao,
voltemos ao Teorema [Il fixando a = 3, b = 4 e deixando como incégnitas
tanto a hipotenusa ¢ como o raio da esfera R. Resolvendo a igualdade em
ordem a ¢, a hipotenusa reescreve-se como uma funcdo do raio R > 0 cujo
grafico estd desenhado na Figura [4}

4
Cs4(R) = R arccos <cos% cos E) .

Figura 4: Gréfico de C34; a incégnita é o perimetro 27 R.

Note-se que, neste caso, s6 interessam os valores de R > % porque, numa
esfera de raio R, a geodésica mais longa mede wR. Quando R = %, a
hipotenusa ¢ mede 1, o que corresponde a um tridngulo degenerado, com
os lados de comprimentos 3 e 1 a formar um angulo igual 7. Além disso,
as propriedades da funcéo Cs4 indicam que ndo existe nenhuma esfera que
contenha um tridngulo rectangulo com catetos 3 e 4 e hipotenusa 5: de facto,
a linha y = 5 é uma assimptota do grafico de Cs4, que se situa sempre abaixo
dessa linha.

Podemos, todavia, repetir o procedimento anterior com a = 3, b =5 e
a =4, b =>5. Obtemos dois novos graficos, os das Figuras Bl e[6l Eles mos-
tram que hé duas esferas que contém um rectdngulo de dimensoes (3,4, 5):
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um tem catetos de comprimentos 3,5 e hipotenusa 4; o outro tem catetos
4,5 e hipotenusa 3.

|
-
\\"J“V“u I

Figura 5: Gréfico de Cs5; a incognita é o perimetro 27 R.

Estranha-se que a hipotenusa seja mais curta que os catetos, mas essa ¢é a
primeira novidade que descobrimos neste contexto quando abandonamos o
mundo plano.

2.1 Catetos a e b fixos, sendo a < b

Em geral, pelo método descrito acima, podemos determinar se um triangulo
pitagorico com catetos fixados existe em alguma esfera. Dado um par de
naturais (a,b), com a < b, consideremos a funcdo Cop(R) : [2,+oo[— R
definida por

b
Cap(R) = R arccos (cos% cos E) .

Observe-se que, para qualquer b € N, a esfera de raio R = % contém o

tridngulo pitagérico (degenerado) com catetos a,b e hipotenusa b — a, sendo
7 o valor do angulo entre os lados a e b — a. Isto deve-se a igualdade
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COS —

b b
Cab (—) = — arccos
T T

3|
=!Ic~ >
~—

7 oo (s )
= — arccos | cos -7 cosT
T b
7 onos ( i)
= — arccos |cos|m— —
T b
b a
= ;( - ETF)
Além disso, se R > %, entdo Cqp(R) > b — a, caso contrario teriamos
h—
cos CabTSR) > COos Ra
= <cos E cos a + sin E sin ﬁ)
N R R R R

- ( a b )
COS — COS —
R R
o que contradiz o Teorema [I1

Quando R aumenta, a esfera de raio R parece-se, localmente, cada vez
mais com um plano e esperamos rever aproximadamente as propriedades
dos triangulos em curvatura zero. E, de facto,
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. . . g o
ng%o Ca(R) = Rh_{réoR arccos (Cos 7 08 >
1 1/b

= 1 1—= L l==(=

Rg{lx)R arccos ([ 2 + 2 (R) + )
VaZ 2

= lim R arccos (1 —1 a4 +b )
R—o0 2

= lim R arccos | cos ————
R—o0 R

= Va?+ b?
que, sabemos, é o tnico valor admissivel para a hipotenusa de um triangulo
rectangulo no plano com catetos a e b.
A funcao C,yp € derivavel, sendo a derivada dada por

s a b a i b
b>_aSlnRCOSR+bCOSRSIHF

R R\/l— (cos% cos}%)2
i

Cip(R) = arccos <cos% cos

s a b a o
C aSlnFCOSF—FbCOSR S

R Rsin }—%

aplicacdo que verifica C/, (2) = 7 e é positiva no intervalo [2, 400 (logo,
neste intervalo, Cy, é estritamente crescente). Destas propriedades de Cyp
deduzimos a proposicao seguinte.

Proposicao 2 Para R > 0, designemos por Sg a esfera de raio R.

(i) A hipotenusa c de um triangulo pitagdrico esférico com catetosa eb verifica
b—a<ce< \/m.
(2i) Fizados a,b,c € N, o conjunto
{R > 0: Sg contém um tridngulo pitagdrico com lados a,b,c}
tem quando muito trés elementos.

(3i) O conjunto {R > 0: Sg contém um tridngulo pitagorico} é numerdvel.
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Consequentemente:
Corolario 3
(i) Ndao existe esfera com um tridngulo pitagorico de lados 1,3,5.

(2i) Existe uma unica esfera, a de raio R = %, que contém um triangulo pi-
tagorico de lados 1,1,1 (cujos dngulos sdo todos iguais a 3 ). O mesmo

vale para o triangulo de catetos 1,2 e hipotenusa 1 (cujos angulos sao
s

%, b) € 7T).
(8i) Hda precisamente duas esferas com um triangulo pitagorico de lados
3,4,5, de hipotenusa 4 e 3, respectivamente.

(4i) Ha trés esferas com um triangulo pitagorico de lados 4,5,6, com hipo-
tenusas 4, 5 e 6, respectivamente.

2.2 R fixo

A equacao (Il) admite outra interpretagdo: em vez de descrevermos os tri-
angulos pitagoricos esféricos com lados fixados, podemos fixar uma esfera e
procurar os triangulos pitagéricos que ela contém. Naturalmente, uma con-
digdo necessaria para podermos tracar um tridngulo pitagérico numa esfera
de raio R é que R > % Isto nao é, porém, suficiente: a presenga do menor
tridngulo pitagorico, o de lados 1,1, 1, ja obriga R a verificar a condi¢ao
] 1 1

COS 5 = €08 5 COS
que tem uma tunica solugdo, R = % E, portanto, se uma esfera de raio R
contém um tridngulo pitagérico, entdao R > % Como veremos, mesmo esta
minorac¢do ndo basta: nem todas as esferas de raio suficientemente grande
admitem tridngulos pitagoricos.

221 R=2 neN

Comecemos por considerar esferas de raio R = 2, onde n € N. Num tal
mundo, o maior lado possivel de um tridngulo é n. Para n = 1, isto é,
quando R = %, nao ha tridngulos pitagdéricos na esfera com este raio. Pelo
contrdrio, para n > 1, é ficil encontrar na esfera de raio R = - pelo menos
um tridngulo pitagérico, o degenerado de catetos 1,n e hipotenusa n — 1
(ou, equivalentemente, de catetos n — 1,n e hipotenusa 1). Mas queremos
uma estratégia para os encontrar a todos.
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1° caso: O maior lado, com comprimento n, é a hipotenusa.

A equagao
b

n a
COS —— = COS — COS —

R R R

é equivalente a
a
COST = COS —T COS —T
n n

a qual, como a < b e &r, &
n n

(e cos %7? = —1). Por isso, 7 = 0, um valor proibido no nosso contexto.

7 estdo ambos em |0, 7], implica que cos &7 =1

Conclusdo: numa esfera de raio 2, ndo hd triangulos pitagéricos com hipo-

tenusa n.

2° caso: O maior lado, de comprimento n, é um cateto.

Agora a equacédo a resolver é

c a n
COS — = COS — COS —
R R R
ou seja,
c a
COS —T = — COS —TI.
n n

Como £ e 27 pertencem a |0, 7], esta igualdade implica que

a
—T =7 — =7
n n

isto é,
a+c=n.

O que nos permite construir a seguinte lista de tridngulos pitagéricos, todos

com um cateto de comprimento n, degenerados e com angulos 5, m e 3:

n par
Catetos | Hipotenusa
1, n n—1
2, n n—2
2, 7 2
Total 5 tridngulos
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n impar
Catetos | Hipotenusa
1, n n—1
2,n n—2
(3)
Total "T_l triangulos
[Note-se que, para t € {1,2,---,5}, se n é par, out € {1,2,--- ,"T_l} sen

é impar, o tridngulo de lados t,n,n —t é o mesmo que o de lados n —t,n,t.|

Generalizemos: suponhamos que o maior lado tem comprimento n — ¢, com
1</<n-1.
3° caso: O maior lado, com comprimento n — £, é a hipotenusa.

A equacao que descreve um tal tridngulo rectangulo é

n—=¥ a b
= COS — COS —

R R R’

COS

ou seja,

a
— COS —TT = COS —T7r COS —T.
n n n

Se cos %77 =0, entdo £ = 5 (logo n é par) e tem-se cos 2w = 0 (isto ¢, a = 5)

%77 = 0 (isto ¢, b = §). Como, por hipétese, a < b, estas condicdes

correspondem a0s ternos

ou cos

n n n
n par|: a€{l,2,---, =}, b=—, c=—. 4
n par]: ae{ ) b=t =1 (@)
Se cos %71 # 0, entao cos 7 e cos%
simultaneo impedem que exista um tridngulo rectangulo de lados a,b e hi-

potenusa n — £, uma vez que:

m nao se anulam. Estas condigoes em

= L = L
e Se a = { (ou b = /), entdo, como cos -7 # 0, a equagdo —cos , T =
bré equivalente a cos br=—1 (respectivamente cos £ =
n n n
—1), isto é, b = n (respectivamente a = n), o que contradiz o facto de

o maior lado ter comprimento n — £ e £ > 0.

cos &7 cos
n
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e Se b = n — ¢, entdo, como cos "T_KW # 0 (caso contrario, ¢ =
L _ = . n—{ b
e cos -7 = 0), a equacdo cos "“— -

cos %77 =1, ou seja, a = 0, valor ndo permitido.

n
2
a

T = cos 7 cos o ¢ equivalente

n s~ n=¢ b
eSea# /Ll b# L b#n—Lel <3, entdo *—7m e ;7 pertencem
7| (caso contrdrio, terfamos cos 27 COS%

T > %77 e o estd em |0, 5[. Logo

™
2
que cos ”747T < 0). Além disso,

ambos a | m > 0 enquanto

—¢
o
n—1/{ b a b

T < cos —T < COS —T COS —T,
n n n

COS

o que contradiz a equacdo que descreve um triangulo pitagoérico de
catetos a, b e hipotenusa n — /.

= b —
. Sea%ﬁ,b#%b#n—€e€>%,entao << tem < ge
o
n
contrario, como cos - # 0 e cos -7 > cos

portanto cos 7 néo pode ser igual ao produto cos &7 cos L7, caso
n n

n—~{

==, a igualdade implicaria

que cos %77 > 1.

4° caso: O maior lado, de comprimento n — ¢, é um cateto.

Agora a equacao que relaciona os lados do tridngulo rectangulo é

c a n—1~{
COS — = COS — COS
R R R’
ou seja,
c a l
COS —T = — COS —T COS —T.
n n n
0, = _n 4 c,.. :
Se cos -m=0, entdo £=75 (logo n é par) e cos =m=0. Desse modo, a hipo-

, 5, € redescobrimos o conjunto

(@) de triangulos pitagdricos que obtivemos anteriormente para n par.

tenusa ¢ tem comprimento igual ao do cateto

)4 n = a,  __ 7 c,..
Se cos -1 # 0 (logo £ # 5), entdo cos 27 = 0 se e s6 se cos = = 0. E,
portanto, se um destes valores se anula, concluimos que n é par, a = ¢ = 3
e b=n—{> 5. Como, por hipotese, a < b, estas hip6teses constroem uma
nova lista de tridngulos pitagéricos:

ﬁ, b=n—{, c:g onde 66{1,2,---,%—1}. (5)

[n par |: a=3

4 n a = c
Se cos 7 # 0 (logo £ # 5) e cos =1 # 0, entdo cos -7 # 0. Mas, com estas
restrigbes, ndo existe nenhum tridngulo rectdngulo com catetos a,n — ¢ e

hipotenusa ¢ porque:
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a . _ c 5 5 o a n—~€_; ;
Se cos ==+ cos .-, entao a equagdo cos T =cos - cos = implica
"T_gﬂ ==£1, e, portanto, ou "T_Kﬂ': 0, o que ndo é admitido neste

contexto, ou "74

que cos
m=m, o que contradiz a desigualdade ¢ > 1.

Do mesmo modo, se cos 7 ==+ cos "T_KW, entdo devemos ter cos ;7=

+1, e, portanto, ou -7 =0, o que nao ¢ aceitdvel no nosso contexto,
ou m=m, o que contradiz a hipétese de n—¥¢, com £>0, ser o maior
lado.

a c c n—~{
Se cos om # icosnwefosnﬂ # Fcost—mel >
e

n
c n—~¢ a n—~_ n—~¢ c
COS - > COS ——T € COS )T COS ——T < COS ——7 < COS -7, O que, de

novo, é uma contradicao.

n
2
7 pertencem a ]0, 5[. Consequentemente,

entao os
trés angulos 2w, <7 e
n n

Se cos 2w # +cosSm e cos £ £ +cos b e £ < 2, entdo =L
n n n n 2

n

pertence a |7, 7| e, portanto, também estd neste intervalo um (e s6 um)
dos angulos 27 ou <7. Suponhamos que 2“7 e £7 estdo em |, 7|
n n n n 27
(o outro caso ¢ idéntico). Podemos reescrever a equacao cos Sm =
cos &7 cos =7 como
n n
— a
cos T = COS —TT COS —T.
n n

Entao tem-se

a [e—

COS —T > COS i
n n
¢ cos =7
s . a z kS . n
caso contrdrio, como cos >m # 0, obteriamos cos ~-m = costr > 1.
Logo
a<n-—c

Analogamente,

l n—c

T

COS —T > COS
n

caso contrario, como cos %77 # 0, concluirfamos que cos m =

cos 2—¢

S
- n
cos bx > 1. E, portanto,

{<n-—ec

Estas estimativas significam que estamos a rever o que deduzimos no
3° caso, quando supusemos que a hipotenusa era o maior lado do
tridngulo (agora com comprimento n—c). Concluimos entao (veja (@)
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que os tnicos tridngulos pitagoéricos que podem existir nestas condigoes

correspondem a n par e n—c = 5. Mas isto contradiz a nossa hipdtese
C

de que cos -7 # 0.

Facamos um resumo do que acabamos de provar:

Teorema 4 Para qualquer natural n > 1, sdo estes os triangulos pitago-

ricos na esfera de raio 7:

(i) Sen =2k+1, k € N, entdo a esfera tem k tais triangulos, com catetos
a€{l,2 -, %}, n e hipotenusa c, sendo a +c = n.

(i) Se n =2k, k € N, entdo a esfera tem 3k — 1 triangulos pitagdricos,

nomeadamente:
— k tridngulos com catetos a € {1,2,---,%}, n e hipotenusa c,
sendo a+c=mn;
— k tridngulos isdsceles com catetos a € {1,2,---, 5}, § e hipote-
nusa % ;

n
2

n

— k — 1 triangulos isosceles com catetos b e hipotenusa 3, para

g+1<b<n-1.

Por exemplo, a esfera de raio % tem 11 tridngulos pitagéricos:

Catetos ‘ Hipotenusa | Perimetro

8 7 16
16
16
16
9
10
11
12
13
14
15

| || ool o = s | ol ro| =

S| o || | ]| 00| 00| o
NS Y Y | T IS T N | ITSY RS o

enquanto que a esfera de raio % tem 4 tridngulos pitagéricos:
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‘ Catetos ‘ Hipotenusa | Perimetro

1,9 8 18
2,9 7 18
3,9 6 18
4,9 5 18

Coroléario 5

(i) Para todo o real R > 0, a esfera de raio R tem um nidmero finito de
triangulos pitagoricos.

(2i) Para todo o natural N > 0, existe uma esfera com mais do que N
triangulos pitagoricos.

Prova: Dado R > 0, existe n € N tal que 7R < n. Logo os tridangu-

los pitagéricos que podemos encontrar na esfera de raio R tém lados cujos

comprimentos ndo podem exceder n. E, portanto, o niimero de ternos pita-

géricos a, b, c admissiveis numa tal esfera ¢é finito. Por outro lado, para cada
N+1

natural N > 0, seja k& um natural maior do que =5—. Entao, como vimos, a

esfera de raio R = % tem 3k — 1 > N tridngulos pitagéricos distintos. O

222 R=2,a€Q

Podemos agora completar a descricdo dos tridngulos pitagoricos em esferas
de raio R tal que mR ¢é racional.

Corolario 6 Se o € Q1 \ N, ndo existem triangulos pitagdricos na esfera
o

de raio £

s
Prova: Fixemos um racional «, dado pela fraccao irredutivel g, sendo g > 1.
Como observamos anteriormente, basta considerar naturais p e g tais que
g > 1. Sabemos que um tridngulo pitagérico de catetos a, b e hipotenusa c

N

existe na esfera de raio £ se e s6 se a,b,c € N é uma solugao da equagao

qc qa qb
COS —7T = COS — T COS —TT.

Esta igualdade admite outra leitura: ela significa que existe um tridngulo

pitagoérico com catetos qa, gb e hipotenusa gc na esfera de raio %. Mas a

lista de tais triangulos nesta esfera é conhecida: pelo Teorema [ tem-se

e ou ga—+qc = gb = p, o que é impossivel uma vez que b € N mas % ¢ N;
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e oup é par e gc = g, o que, de novo, é inaceitavel porque implicaria
que % =2ceN. O
_ o

223 R=%,a¢Q
Resta-nos o problema de determinar os triangulos pitagoricos nas esferas de
raio R = £, para « irracional. De acordo com a alinea (3i) da Proposicao 2]
para a maioria de tais valores de « (isto é, no complementar de um conjunto
numerével) a esfera correspondente nao contém tridngulos pitagéricos. No
entanto, é facil indicar exemplos de « para os quais a esfera respectiva tem
algum tridngulo pitagdérico:

I. O triangulo rectdngulo de catetos 3,5 e hipotenusa 4 mora numa
(Gnica) esfera, a de raio R = g ~ %943, onde, tendo em ateng¢do o que
acabamos de provar na sec¢ao anterior, devemos ter S irracional.

II. O tridngulo com catetos 4,5 e hipotenusa 3 existe na esfera de raio

R=1x~ %’ e, por razao andaloga, v ¢ Q.

Evidéncia numérica (de que uma amostra consta da tabela seguinte)
leva-nos a conjecturar que, quando « ¢é irracional, a esfera de raio & tem no
méximo um tridngulo pitagorico.

‘ Catetos ‘ Hipotenusa ‘ « ‘
3, 4 1 4
3,4 2 ~ 4.909749
3,4 3 6
3, 4 4 8
3,5 2 5
3,5 3 6
3,5 4 ~ 7.2943
3,5 5 10
4, 5 1 5
4, 5 2 ~ 5.8744
4, 5 3 ~ 6.8014
4, 5 4 8
4, 5 5 10
4, 5 6 ~ 16.9559

A apoiar esta suspeita estd o facto de, se uma esfera de raio R = 2, com

« irracional, tiver um tridngulo pitagoérico com catetos a,b e hipotenusa c,
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entdo nao contém outros tridngulos pitagdéricos com os mesmos catetos ou
os mesmos lados. De facto, como « ¢é irracional, tem-se cos 2w # 0 para
qualquer natural m; logo, se, por exemplo, as duas igualdades

C a a C
COS —7T = COS —T COS —T € COS —7T = COS —T COS —T
[0 [0 o [0 [0 [0

se verificassem, concluiriamos, multiplicando-as e cancelando as repetigoes,
que

a
cos —m = +1
«

. . . a_ _ a,.. _
o que implicaria que ou &7 = m, logo @ = a, ou ¢m = 0, sendo ambas as
alternativas impossiveis. O argumento para tratar os outros casos é analogo.

3 Plano hiperbdlico

Tal como na geometria esférica, os ternos pitagéricos admissiveis numa su-
perficie de curvatura constante negativa (que designaremos por hiperbdlica)
estao obrigados a verificar uma condi¢ao andloga & do Teorema de Pitagoras [1].

Teorema 7 Para cada triangulo rectangulo, de catetos a,b e hipotenusa c,
numa superficie com curvatura negativa K, tem-se

c a b
cosh = (cosh E) (cosh E) (6)

_ 1
ondeR—ﬁ.

Exemplo 2 Revisitemos o terno classico, a = 3, b = 4, ¢ = 5. O grafico
da aplicacao

3 4
R > 0+ Chs4(R) = R arccosh <cosh = cosh E)
estd representado na Figural[7, onde juntamos, para se compararem, os grafi-
cos de C34 (da geometria esférica) e da linha ¢ = 5 (da geometria euclidiana).
A funcgédo Chs4 € injectiva, aproxima-se de 7 quando R vai para 0 e os seus
valores convergem para 5 quando R vai para +oo. E portanto:

o Existe uma superficie hiperbdlica com um tridangulo pitagérico de ca-
tetos 3,4 e hipotenusa 6.

o Nenhuma superficie hiperbdlica pode conter um triangulo pitagérico
com catetos 3,4 e hipotenusa 5.
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Figura 7: Gréfico de Chsy.

Mais geralmente,

Proposicao 8 Fizemos um par de naturais a,b. Entdo:
(i) A aplicacio Chyy € estritamente decrescente.

(2i) imp_ 400 Chep(R) = Va® + b2.

(8i) limp_o Chep(R) =a+b.

(4i) max {a,b} < Chgp < a+b.

Note-se que, em particular, da analise das fung¢oes Chsg, Chys € Chss, con-
cluimos que nenhuma superficie hiperbdlica pode conter um tridngulo rec-
tangulo de lados 3,4,5. Além disso, tem-se:

Corolario 9

(i) Nao existe superficie hiperbdlica que contenha um triangulo pitagdrico
com um lado medindo 1.

(2i) Dados naturais a e b, numa mesma superficie hiperbélica nio hd trian-
gulos pitagoricos distintos tendo dois lados com comprimentos a e b.
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(8i) Eziste uma superficie hiperbdlica com um triangulo pitagérico de ca-
tetos a,b € N se e s6 se a,b > 1.

Prova:

(i) Resulta de termos b < V1 + 5% <1+ b.
(2i) E consequéncia de a funcio Chgy, ser estritamente decrescente.

(3i) Existe uma superficie hiperbélica com um tridngulo pitagérico de ca-
tetos a,b € N se e 86 se (a +b) — Va? + b> > 1. Como, por (i), a > 1,
esta condicdo é equivalente a ser b > 22(3:%), cujas solucoes em N sdo

os pares a,b € N que verificam a,b > 1. O

Como no Exemplo Bl uma vez fixados os catetos do tridngulo, a andlise da
equagao ([B) permite decidir se ha superficies hiperbdlicas que admitem tais
tridngulos, e provar que:

Proposicao 10 Dados naturais a,b > 1:

(i) Existe uma (e uma s6) superficie hiperbolica contendo um triangulo
pitagorico com catetos de comprimentos a e b.

(2i) Hd exactamente a + b — |Va? + b?] — 1 tridngulos pitagdricos hiper-
bolicos com catetos a e b, onde |x]| designa o maior inteiro menor ou
igual a x.

Sendo assim, podemos descrever cada triangulo pitagdrico pelos comprimen-
tos a > 1 e b>1 dos catetos e c = a+ b — m da hipotenusa, onde

m€{1727 7a+b_LVa2+bQJ_1}'

Esta restricdo nos valores de m merece um comentario. Quando a = 2,
tem-se a < b e o valor de m ¢é obrigado a verificar as desigualdades

1<m<24b—|V4+b?2|—-1=1+b—|[V4+b2].

Como b > 2, vale b < vV4+b% < b+ 1, e portanto b = [v/4+ b%|. Logo o
unico valor admissivel para m é 1. Em resumo, os tridngulos pitagéricos e
hiperbélicos com um cateto de comprimento 2 tém catetos 2, b e hipotenusa
1+ b, qualquer que seja b > 1. Em geral, como

max {a,b} < [Va?+ b?]
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tem-se
m < min{a — 1,b — 1}.

Para R > 0, designemos por Hp a superficie hiperbélica com curvatura

constante negativa K = —%. Tal como no caso esférico, a maioria das

superficies hiperbdlicas ndo contém tridngulos pitagoricos:
Corolario 11
(i) Dados a,b,c € N, o conjunto
{R > 0:Hp contém um tridingulo pitagdrico com lados a,b,c}
tem quando muito trés elementos.
(2i) O conjunto {R>0: Hp contém um triangulo pitagdrico} é numerdvel.

Embora nao possamos estabelecer precisamente quais os valores de R para
0s quais Hp tem um tridngulo pitagoérico, ha informagdo adicional sobre a
sua localizacdo em R.

Teorema 12
(i) No plano hiperbélico H1 ndo hd triangulos pitagdricos.

(2i) Se uma superficie hiperbolica Hr tem um tridngulo pitagdrico com
catetos a,b e hipotenusa ¢ = a +b — m, entdo R > %

(3i) Seja HR, ., @ superficie hiperbolica com um triagngulo pitagdrico de
catetos a,b e hipotenusa ¢ = a +b —m. Entao
m

li li =—.
b;inoo a0 Rapm In(2)

Prova:
(i) De acordo com o Teorema[7] no plano hiperbdlico H; existe um tridngulo
pitagorico com catetos a,b > 1 e hipotenusa ¢ = a + b — m, onde m esta no

conjunto {1,2,--- ;a+b— [Va? 4+ b?] — 1}, se e 6 se
cosh(a + b —m) = cosha coshb

ou seja,
ea+bfm+ef(a+bfm) el 4 =0 eb_i_efb

2 2 92
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0 que é equivalente a

ea—l—b—m 9 _ M _ e—2a+m:| _ e—(a—i—b—m) |:_2 +e ™4 eQa—m )

O lado direito desta igualdade é sempre positivo uma vez que 2a — m >
a+1 > 3. Pelo contrario, como m > 1, tem-se sempre 2 — ™ — e~ 2¢+tm < (.
E, portanto, a igualdade nao é valida.

(2i) Suponhamos que num espaco hiperbdlico Hp existe um tridngulo pi-
tagérico com catetos a,b > 1 e hipotenusa ¢ = a + b — m, onde m €

{1,2,--- ;a+b— |Va?+b?] —1}. Entao

a+b—m a b
cosh ———— = cosh — cosh —
R R
isto é,
a+b—m _atb—m a _a b _b
e R e R o eR +e R eR +e R
ou seja,

a+b—m a+b—m a+b b—a a—b a+b

2¢ R +2e¢ T R —¢e R +e R +e R +e R

igualdade que pode ser simplificada para

a+b—m —2a+m

e R (2—6%—6 R ):e_aﬂl;;m (—2—|—6_%—|—62a%m). (7)

. . _m 2a—m . L
Analisemos o sinal de =24+ ek + e Rk . Se designarmos e®R por t, esta
soma pode reescrever-se como

2o —2tm 41

tm

O polinémio Qym : z € R = x2% — 22™ + 1 tem grau par e anula-se em
r = 1. Além disso, a sua derivada

o - 2 (az?1t 1) ifm=1
am =) 27 (g™ — ) ifmo> 1

verifica @, ,,(1) = 2(a —m) > 0 e as solugdes da equagao Q ,,(x) = 0 sdo

o3

r=0, x = 27y se m > 1 e m é impar

— — 2a— m — 2a— m 7
x=0, x =2/ r=—27/" sem>1emépar
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Como 2~/ < 1, a informacgdo anterior indica que Qg ¢ positiva em

|1, +0o0[, onde estao todos os valores de t = e Consequentemente, um tal
R tem de satisfazer a desigualdade

—2a+m

2 _eR —e R > 0.

Como €% (1 + ef}%a) > e

que deva ser R > lnTQ)'

m
R

, . - . m ,
, € assim necessario que se verifique 2 > er, dai

(3i) Voltemos a igualdade (7). Ela pode ser reescrita como

2a—m

eZ(G-H;B_m) (2 — e% — 672(};771) = -2 —{—67% +e R

isto é
’ _m 2a—m
—24+e" R+e R

m —2a+m 2a—2m
(2—€R—€ R )e R

2|

(&

expressao que determina b uma vez dados a, m e R. O estudo da aplicacao

2+ 7m+ 2a—m

— € R +e R 2

R>O'_> m —2a+m 2a—2m —€R
(2—eR—e R )e I3

revela que, fixados m e b, o seu tnico zero, digamos R, ¢ fungao decres-
cente de a. Uma vez que ja sabemos que Rqpm > % para cada escolha
de a, b e m, o limite

gb m — lim Ra b.m
’ a——+00 7
m

existe, é finito e maior ou igual a W) E, portanto, de

e R |(2—eR —e¢

- m 2a—m
2b—m m —2a+m —2 —|— € R + € R
( R ) 2a—m )
€ R

obtemos, quando a — +oc,

2b—m m
e Zb,m <2 — e‘zb,m> =1.

1
O que significa que e é um zero do polinémio Py, () = 22 —2g2—m 4 1,

_m

Lema 13 Vm>1 250 <efom <2,
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Prova: Comecemos com m = 1. J& sabemos que /{1 ¢ maior ou igual

_1
a ﬁ7 logo et < 2. O polinémio Pp1(z) = 220 — 222°=1 1 1 tem pelo

1
menos dois zeros, 1 e e®1, e a sua derivada, 22%°~2 (bx — (2b — 1)), anula-se
precisamente em x1 = 0 e em xo = %. Neste tltimo valor, o polinémio
atinge um méximo global e, como z3 > 1 e P/(1) = 2(1 — b) < 0, o minimo
1
P(x2) é negativo. Desse modo, el > x9.
Um argumento andlogo funciona quando m > 1. Uma vez que £, ,, > %,
tem-se etm < 2. O polinémio P(z) = x2* — 222~ 41, com grau par e pelo
1
menos dois zeros, 1 e e®m | tem derivada 222~ (ba™ — (2b — m)), que se
anula em xq =0, 2o = m\/%%m > 1le,sem épar,em x3 = — mq/%%m. Como
P'(1) = 2(m —b) < 0, o valor minimo global, atingido em 9, é negativo. E,
1

portanto, efom > xo. O
Deste lema deduzimos finalmente que

lim lim R, = lim 4,,,=——. 0O
b——+00 a—+oo a,b,m b—+o0 bm In(2)

Comentario 13 O limite anterior é compativel com o contexto que estamos
a estudar. De facto, dados ag, by > 1 e mg satisfazendo

m0€{1727"' 7a0+b0_L\/a%+b%J_1}

h& infinitos valores admissiveis para a e b, uma vez que:

o A condigdo 1 < my forca b a satisfazer a desigualdade

1<ap—1+b—[y/ad+b?],
ap—2+b > [\/ad +b?].

uando ag = 2, ja verificAmos que mg tem de ser 1, e portanto qual-
J q p q
quer b > 2 é permitido. Se ag > 2, a restricdo anterior é valida se

ap—2+b> /a3 + b2,

2(&0—1)
ag -2 '

ou seja,

isto é, se

b>
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o Os valores de b tém também de garantir que a desigualdade

mo < ap—1+b—[y/ad + b?]

é valida. Ora, se mg = ag — 1, entdo by = [\/ad + bZ|, logo, a} <
2byp + 1, e portanto basta exigir que b > by. Se myg < ag — 1, a

condigio mo < ag — 1 + b — [y/ad + b2 estd assegurada desde que

mo < agp—1+b—/ak + b2, ou seja, se

(1 —|—m0) [2@0 —1- mo]‘

b >
- 2(&0—1—m0)

Comentario 14 Nao determinamos quantos tridngulos pitagoéricos co-
existem num mesmo espago hiperbélico. De novo, os dados numéricos suge-
rem que apenas um tal tridngulo pode ser encontrado em cada Hp.

Catetos ‘ Hipotenusa ‘ R ‘

3 5 ~ 1.5247
~ 1.49
~ 4.3582
~ 1.46
~ 5.9281
~ 1.482
~ 3.6796
~ 1.4533
~ 3.295
~ 1.4468

O OV | | QO QO O W

QU O O O O O b | x| >
O 0|0 NN
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