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Resumo: Sao definidas as func¢oes de banda limitada (f.b.l.) em R e em
R™ e as suas propriedades analisadas. Em R as transformadas de Fourier
destas funcoes sao as ultradistribuicoes temperadas de suporte compacto.
Nos e.v.t. considerados (espagos M*) das f.b.l. desenvolvem-se diversas
aplicagoes do célculo simbdlico (cdlculo operacional).

Abstract The (b.b.f.) bounded bandwidth functions in R and in R"™ are
defined and their properties analysed. In R the Fourier transforms of these
functions are the tempered ultradistributions of compact support. Applica-
tinos of the operational calculus on the considered spaces of the b.b.f. (M*
spaces) are developed.
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1 Introducao

O estudo dos sistemas fisicos lineares envolve o uso de grandezas fisicas
tais como correntes, tensoes, fluxos, ondas, campos, etc., que serdo funcoes
de um numero finito de variaveis e se denominam componentes do sistema
fisico. Estas componentes estao interligadas entre si por equagoes integro-
diferenciais lineares, e sdo designadas entradas ou saidas, sinais de entrada
ou sinais de saida, consoante a sua interdependéncia causal.

O mais simples dos sistemas fisicos que referimos é o que corresponde a
uma s6 entrada u(f) e uma s6 saida v(#), ambas dependentes de uma mesma
varidvel ¢ (em geral o tempo). A entrada u e a saida v estardo relacionadas
por uma equagio da forma F'(u) = G(v) onde F' e G sdo operadores line-
ares que naturalmente se pretendem continuos num dado “espago vectorial
topolégico (e.v.t.)”. Para resolver estas equagoes recorre-se entao, frequente-
mente, a transformacio de Fourier, que a cada sinal de entrada ou de saida
faz corresponder uma funcio; cada uma dessas fungoes dar-nos-4 o espectro
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2 FUNCOES DE BANDA LIMITADA NA RECTA

de frequéncias do respectivo sinal. Todavia, verifica-se que construir um sis-
tema fisico que responda linearmente em toda a gama de frequéncias é uma
tarefa dificil, sendo mesmo impossivel. Em particular, no dominio das al-
tas frequéncias, surgem oscilagbes proprias do sistema que sdo praticamente
independentes dos sinais, obrigando ao recurso a filtros colocados, quer a
entrada quer a saida do sistema. Em geral estes filtros eliminam as altas
frequéncias, permitindo desse modo obter-se nao s6 a desejada linearidade
como também uma relacdo de causalidade entre a entrada e a saida. A
filtragem das altas frequéncias tem de ser feita, no entanto, de modo a nao
diminuir a quantidade de informacao 1til transportada pelos sinais.

Sendo as frequéncias de um sinal dadas pela imagem de Fourier da fungao
que representa esse sinal, poe-se a questao de saber com que tipos de fungoes
devemos lidar. Interessa que haja uma correspondéncia biunivoca entre os
sinais e as suas imagens de Fourier, de modo que a cada sinal corresponda
o seu espectro de frequéncias e reciprocamente. O espectro de um sinal é
dado, como sabemos, pelo médulo da sua imagem de Fourier.

Se lidamos com funcoes de quadrado somavel, as suas imagens de Fourier
sao também de quadrado somaéavel, e quando se filtram as altas frequéncias
continuam a obter-se fungoes de quadrado somavel, mas agora, de banda
limitada; quer isto dizer, fungoes cujas imagens de Fourier tém suporte li-
mitado. Estas fungbes gozam de uma propriedade importante: permitem
uma discretizacao, de modo que a cada sinal analégico se pode fazer cor-
responder biunivocamente um sinal discreto (teorema de Shannon ou da
amostragem [I]); mas tém o inconveniente de nao incluirem no seu seio as
fungoes sinusoidais nem as exponenciais.

As distribuicoes temperadas sdo um outro tipo de fungdes (em sentido
lato), com as quais é possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca
com as suas imagens de Fourier [3]. Porém, além de ndo ser simples de-
senvolver um calculo simbdlico relativo ao operador derivagdo no espaco
destas distribuigoes, verifica-se ainda que as exponenciais em geral nao sao
temperadas na recta.

Assim, para responder um pouco a estas questoes, dividimos o trabalho
em duas partes, onde as tratamos primeiro na recta (em R, Parte 1, e depois
em R"™, Parte 2). A Parte 1 ¢é apresentada neste artigo, e a Parte 2 serd
incluida num artigo a publicar posteriormente.

Nesta primeira parte, comecamos por estudar as propriedades de uma
classe de fung¢oes complexas, definidas na recta, que denominamos de banda
limitada. As suas imagens de Fourier sdo ultradistribui¢oes de suporte com-
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FERNANDO MANUEL SEQUEIRA 3

pacto, e dai chamarmos a essas fungoes de banda limitada (suporte da ima-
gem de Fourier limitado, Sec¢ao [2).

Para cada real ¢ > 0, definimos um espaco vectorial topolégico F, de
fungoes complexas definidas na recta, espacgo esse que verifica as seguintes
propriedades (Secgao[)); a sua topologia é definida por uma familia de nor-
mas concordantes (SubsecgaoBIl) que o tornam simultaneamente um espago
perfeito no sentido de Guelfand [2] e um espaco M* [3]; a transformagcao de
Fourier define um homeomorfismo (Seccao [l) entre £, e um “e.v.t.”, que re-
presentamos por U'q, de ultradistribui¢oes de suporte compacto (Secgao H);
cada uma destas ultradistribui¢ées admite como representante uma fungao
complexa ¢(2) que é tnica e denominamos de canénica; definida e holomorfa
no complementar C\ C; do circulo C; = {z € C: |z| < ¢}, cada ¢(2) veri-
fica a propriedade lim|,|_,o, ¢(£) = 0 (Subseccdo AL.T]). Dizemos que a banda
dos elementos de F, estd contida em C,. Tal como Fj, ﬁq estd munido de
uma estrutura vectorial topoldgica que o torna simultaneamente um espaco
M* e um espaco perfeito. As propriedades mais importantes destes espa-
¢os residem principalmente no facto de eles verificarem a propriedade que
designdmos por propriedade ‘P’ (Subsecgdo [63]) e simultaneamente serem
espagos numeravelmente normados completos.

Os elementos de F; sdo fun¢oes complexas definidas na recta, que se pro-
longam como fungoes inteiras ao plano complexo. Entre os seus elementos
podemos identificar fungdes polinomiais, sinusoidais, periédicas, exponenci-
ais, de Bessel cilindricas e esféricas, etc, de uma maneira geral , as fungoes
mais usadas na resolugao de equagoes diferenciais na Fisica. Como operador
em FE, podemos referir a derivagao (Seccao ), que admitindo as vizinhan-
cas do circulo C; como conjuntos espectrais, permite desenvolver um calculo
simbdélico simples e manejdvel a seu respeito. As solucoes de equagoes do tipo
®(D)f = 0 sao faceis de determinar, e como aplicagdo as fungoes periddicas
(de periodo real ou complexo, Subseccao B4) em E, Sao ainda operadores
lineares continuos neste espaco, comutaveis com a derivagdo, as rotacoes,
as translagoes (Subseccao B2]) e os produtos de convolugdo por ultradistri-
buigoes de suporte compacto (Sec¢ao [). Adquire sentido referirmo-nos a
translagoes complexas de fungoes definidas na recta.

A multiplicacdo pela funcao caracteristica de um subconjunto B da recta
(Seccao [), faz corresponder a cada funcdo de E, uma funcdo complexa
também definida na recta, mas de suporte contido em B. E sendo o ntcleo
desta aplicagdo um conjunto fechado em FE,;, pode munir-se o espago imagem
da imagem qa topologia de E, que sera isomorfa desta quando a aplicagao
¢é injectiva. E o que sucede, por exemplo, quando o subconjunto B tem um
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ponto interior, ou quando B = {n7: n € Ny}, onde Ny designa o conjunto
dos inteiros nao negativos e 7 é um real positivo tal que 7q < w. Neste
ultimo caso, a multiplicacdo pela funcdo caracteristica permite obter uma

discretizacao ( f (m')) N de cada funcdo f € E, (Subsecgao I0.I]). A cor-
nelNg

respondéncia entre cada funcao e a sua discretizagdo é biunivoca, podendo
munir-se o conjunto das imagens discretas das imagens das estruturas vec-
torial e topolégica de E,;. Quando o conjunto B tem um ponto interior, &s
restrigdes a B das fungbes f € E, chamaremos funcoes definidas em B, de
banda contida em Cj. O espectro de uma destas fungoes serd o espectro da
funcao f € E; de que ela é a restrigdo. Com este conceito o espectro de um
sinal deixa de depender do seu suporte e parece adquirir algum sentido a
andlise espectral de um sinal feita em tempo real. Torna-se possivel estabe-
lecer uma relacao biunivica entre a transformada de Fourier de uma funcao
de E, que é uma ultradistribiucdo e a transformada de Fourier da restrigao
da mesma fungdo a um conjunto, quando este é compacto (Subseccao [10.2))

2 Definicoes e propriedades

Designamos de banda limitada toda a func¢do complexa f(#) definida na
recta R, que admite um prolongamento analitico f(Z) ao plano complexo
C, como funcao inteira verificando a seguinte propriedade: existe um real
k > 0 tal que

f(2)

eklZl

fica limitada sobre C. No que se segue designamos por E o conjunto destas
fungdes, que supomos munido da estrutura vectorial usual. Ele contém os
polinémios, as fungoes sinusoidais, as func¢des exponenciais e consequente-
mente as fungdes préprias do operador derivagdo. Todo o complexo é, de
resto, um valor préprio deste operador.

Além da derivacao, hé outros operadores em E que se tornam impor-
tantes no presente trabalho, como as rotagoes e as translacoes: Para cada
real 6, chamamos rotacdo 6 em FE e representamos por Ry o operador que a
cada f € F faz corresponder a funcao g = Ry(f) € E dada por

9(@) = f(ze ), Vo eR

Para cada complexo o chamamos translacao T, ao operador em E que a
cada f € F faz corresponder a fungao h = T,,(f) dada por

N

hz)=f(x—a), VzreR
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Nestas defini¢oes f designa o prolongamento analitico de f ao plano com-
plexo. A multiplicacdo usual entre funcoes é uma operacdo binaria em FE,
bem como o produto de convolugao, se definirmos produto de convolugao
f % g de duas fungdes f e g pertencentes a E pela fun¢do dada por

(Fro)a)= [ f@=vgwdr VreR

As duas operagoes sao comutativas, associativas e distributivas em relacao
a adicdo, mas apenas a primeira tem elemento neutro. A regra de derivagao
da multiplicacdo de duas funcoes é, obviamente, a usual, sendo a do produto
de convolucao dada pela igualdade

Nota: Dadas duas fungoes f e g pertencentes a E, o seu produto de con-
volucdo h = f * g, tal como foi definido, é ainda uma funcdo de E. O seu
prolongamento analitico é a funcao iL(f) definida no plano complexo pela
igualdade

h(z) = /0 f(z = 0)§(0) do, V¥zeC

onde o integral pode ser efectuado ao longo de qualquer linha ligando a
origem do plano complexo ao ponto z; para cada z a funcio integranda de
o é uma funcao inteira. Para provar que h é um elemento de F, basta entao
efectuar a integracao ao longo do segmento que une a origem do plano com
o ponto z e verificar que havendo dois pares de reais positivos (a1, k1) e
(ag, k2) tais que

/()] 1/ (2)]
Rz <ap e Rl <ao, VzeC
se tem
|h(2)| < arag|zle®1tF2)lZl vy e €
isto ¢ .
h(2)]
eklZl
fica limitado sobre todo o plano, qualquer que seja k > ki + ko. O

Qualquer das fungoes consideradas nesta sec¢ao tem como imagem de Fou-
rier (como veremos adiante) uma ultra distribuicdo de suporte compacto.
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6 FUNCOES DE BANDA LIMITADA NA RECTA

Por exemplo a exponencial e® | onde a é um complexo, tem como imagem
de Fourier a ultradistribuicdo 2md(Z — a) que, quando a é real, coincide
com uma distribuicdo. O seu suporte reduz-se ao ponto z, igual a parte real
de a. Quando esta parte real percorre um intervalo [—¢,+¢|, com ¢ > 0,
todas as correspondentes exponenciais tém imagens de Fourier com suporte
neste intervalo, independentemente da parte imaginaria de a. Mas dado que
estamos a trabalhar com ultradistribuig¢oes de suporte compacto que po-
dem ser identificadas com func¢des holomorfas no complementar de circulos
centrados na origem do plano complexo, pareceu-nos conveniente recorrer
a estes circulos para definir as bandas (Subsecgdo [.2]). Uma exponencial
e seria entdo de banda contida num circulo de raio ¢ sempre que |a| < q.
De uma forma geral, uma fun¢do f € E serd de banda contida num circulo
|z| < g, sempre que a sua imagem de Fourier se puder prolongar com fungao
holomorfa ao complementar deste circulo.

Esta ideia permitiu-nos entao definir os subespacos £, de E, que defini-
mos para cada real ¢ > 0, e a que chamamos das fun¢oes de banda contida
no circulo

Co={2€C: |2 <q}.

O célculo operacional torna-se nestes espacos muito mais simples, em parti-
cular o relativo ao operador derivacdo. A sua reunido contém todo o espago
F e a limitagao da banda tem um certo sentido fisico, como veremos adiante.

3 Os espacos E,

Para cada real ¢ > 0 designamos por E, o subespaco vectorial de E consti-
tuido pelas fungoes que verificam a seguinte propriedade: qualquer que seja
oreal k > ¢, a func¢ao

(2)

k||

Q>

he

3™

fica limitada sobre o plano complexo. Como anteriormente, f designa o
prolongamento analitico de f. Dado um espaco E,;, podemos introduzir
nele uma sucessao crescente (|| - ||,) de normas, definida do seguinte modo:
para cada natural n e cada funcdo f € Eg,

f)

1
g+ D]

[ flln = sup
zeC

Estas normas sao concordantes [2] e como tal, definem uma topologia em E,
que, como veremos, o torna um espago numeravelmente normado completo.

Boletim da SPM 66, Maio 2012, pp. 14371



FERNANDO MANUEL SEQUEIRA 7

Além disso, os operadores derivagdo, rotacao e translacao ficam continuos
para essa topologia.

Nota: Duas normas definidas sobre o mesmo espago vectorial dizem-se con-
cordantes, quando toda a sucessdo convergente para zero de acordo com
uma delas é também convergente para zero de acordo com a outra se for de
Cauchy para esta segunda norma. O

Se uma dada sucessao (f,) de fun¢oes de E, converge para zero de acordo
com uma dada norma || - ||,, entdo ela converge uniformemente para zero
sobre todos os compactos do plano complexo. Suponhamos que ela é de
Cauchy para uma outra norma || - ||,,,. Isso significard que dado qualquer
real positivo €, existe uma ordem j tal que ||f, — fs|lm < €, quaisquer que
sejam r e s maiores que j. E como consequéncia

fr(z) - JES(Z)

< €
(et )l

sobre todo o plano complexo. Entao para cada z € C, vem

fr(z)_fS(Z) fr(z)

TSI (Gt L)[z]

lim
s——+00

o que significa que || f;||;, < e. Para cada € > 0, existe portanto uma ordem
Jj a partir da qual (r > j) se tem || f;||m < ¢, isto é, lirf Il frllm = 0.
r—400

3.1 E, como espa¢o numeravelmente normado completo

Os conjuntos B,-, onde m é um numero natural e € é um real positivo,
das fungoes f € E, que verificam a desigualdade ||f||,, < €, constituem um
sistema fundamental de vizinhancas de zero em E,, ver [2].

Posto isto, consideremos uma sucessao de Cauchy (f,) neste espago.
Quer isto significar que dado um B, existe uma ordem p tal que || f, — fs|| <
€, e portanto 5 5
L) - Fe)

<e€
elatm)lz]

sobre todo o plano complexo, quaisquer que sejam 7 e s maiores que p.
Isto também significa que a sucessao (f,) converge uniformemente sobre
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N

todo o compacto do plano complexo para uma funcdo inteira f, e como
consequéncia que

lim (2) lfs( 2) (2) _1 1) <e VzeC.
s—=+too |  elat)lzl elato)lz]
Daqui conclui-se entdo que
f (f) < fr(lz) Y.
elat)lzl elat)lzl

sobre todo o plano complexo e portanto, que f € E,.
Para terminar, basta agora provar que dada qualquer vizinhanca de zero
By, existe uma ordem a partir da qual f, — f € By,..

3.2 A derivagao, a translagao e a rotagdo como operadores
continuos em E,

Comecemos por considerar a identidade

< 127 f(z+re?
2m Jo re¥
valida para toda a funcao inteira, todo o ponto z do plano complexo e todo

o real positivo r. Dela infere-se que

Sendo entao f o prolongamento analitico de um elemento f de E, e para
todo o natural m,

G4 re®)] < 1l el

Resulta que

(g+5)r
F/(2)] < 11l elertal21 =
para r = q_:%
\f’(Z) 1
FPTEETE <[ fllm (g +— )
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quaisquer que sejam o complexo z e o natural m. Isto significa que sendo
f um elemento de E,, a sua derivada % também o é, e que entre as suas
normas se verificam as relagoes

Hj—me <l (a4 )

que asseguram, por sua vez, a continuidade do operador derivacdo, tendo
em atencdo que os conjuntos B,,. constituem um sistema fundamental de
vizinhancas de zero.

Para demonstrar a continuidade da translacao 7,, a € C, comecemos por
considerar que sendo f um elemento de £, sdo verdadeiras as desigualdades

f(z—a)

1
(et L)zl

< £ llm

para todo o natural m e todo o ponto z € C. Ora estas desigualdades
implicam que para todo natural m se tem

1 [e%
1Ta ()l < [1f i €@t

o que garante T (f) € E, e a continuidade de Tj.

De forma semelhante se demonstra que sendo Ry, com 6 real, a rotacgao
0 em E, se f € E,, tem-se Ry(f) € Ey, verificando-se para todo o natural
m?

[1Ro ()l = 11 llm

o que garante a continuidade das rotagoes.

4 Os espagos U'q de ultradistribuicoes de suporte
compacto

4.1 Definicao de lN]q

Dado o espago U das ultradistribui¢oes temperadas na recta [5] e um nimero
real ndo negativo ¢, designamos por Uq o subespago de U formado pelas
ultradistribui¢oes da forma

p(2) +1I

onde II designa um conjunto de fungoes inteiras em C, e ¢(2) é uma funcao
complexa, definida e holomorfa no complementar em C do circulo fechado
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C, dos complexos z de médulo menor ou igual a g. Esta fungao ¢(2) verifica
a relacao
lim ¢(z) =0.
|z|]—+o00

Cada uma destas ultradistribuigbes é pois uma classe de fungdes holomorfas
no complementar de C,; dados dois representantes da mesma ultradistribui-
¢ao, elas diferem entre si, em uma funcao de II; entre esses representantes
existe uma e uma s6 fungao ¢(2) que verifica o limite anterior. A esta fungao
chamaremos representante canénica em ﬁq da ultradistribuigdo; representa-
remos a ultradistribuicao por [¢].

4.2 Definicao das normas de qu

Sendo tnica a representante canoénica de cada ultradistribuigao de Uy, ver
[5], podemos introduzir em Uy a sucessdo de normas (|- ||,,) dada, para cada

natural m e para cada [p] € ﬁq, por

Ilelll,, = sup |e(z)].
|z[>q+L

Esta sucessao é crescente, as normas sao concordantes e definem uma to-
pologia em (7,1 que o torna um espaco numeravelmente normado completo.
Demonstra-se de forma semelhante a que utilizdmos para o espaco E,. Essa
topologia é obviamente mais fina que a topologia induzida por U.

No que se segue identificaremos muitas vezes cada uma destas ultradistri-
bui¢bes com a sua representante candénica. De resto, esta identificagdo, que
pode quase sempre fazer-se sem problemas de natureza matemaética, permite
trabalhar com fun¢oes holomorfas em substituicao das ultradistribui¢oes que
representam.

Uma propriedade importante é a de toda a ultradistribuicao [p] € ﬁq ser
a soma neste espaco de uma série do tipo

] = gk H

em que, para cada k, se tem a = —5= §(A)FLp(A)dA. Os integrais sdo
efectuados sobre qualquer circunferéncia centrada na origem de C, descrita
em sentido retrégrado e contida no dominio de . Daqui infere-se que todo
o elemento de U, é soma de uma série de dipolos (0(#) e suas derivadas)

convergente de acordo com a topologia de U,.
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Nota: Todas as ultradistribuicoes de (7q sao nulas, ver [5], nos intervalos
| — 00, —q] e ]g, +0][, 0 que significa que os seus suportes estao contidos no
intervalo fechado I, = [—¢,¢]. Mas isso nao significa que toda a ultradis-
tribuicao de suporte neste intervalo seja um elemento de ﬁq. A ultradis-
tribuicao representada pela funcao 2—1” onde r é um real maior que ¢, por
exemplo, é uma ultradistribuicao de suporte na origem, que nao pertence a
ﬁq. Jé com as distribui¢oes temperadas de suporte contido em I, a situacao
é diferente. Toda a distribui¢ao temperada deste tipo é um elemento de [79;
Sabe-se que a transformacgao de Stieltjes aplica injectivamente o espago D
das distribuicdes temperadas em em U ,, por forma que essa injeccao per-
mite identificar D como subespacgo vectorial de U. No caso particular em
que uma distribui¢do g(#) tem o seu suporte no intervalo I, a sua imagem
de Stieltjes é uma ultradistribuicao [¢] € ﬁq em que ¢(Z2) se prolonga como
funcao holomorfa ao complementar de I, por forma que

lim [o(Z 4+ 2y) — o(Z —w] = g(2)
y—0+

verificando-se esta convergéncia no sentido da topologia de l~7, ver [B]. O

5 A transformacao de Fourier em E,

A transformacao de Fourier faz corresponder a cada funcao f € E,;, um par
(¢, ) de fungdes holomorfas dadas por

+o0 —0o0
ot () = /0 F&) et o (z) = /0 () ettt

respectivamente no semi-plano superior Im (z) > ¢ e no semi-plano inferior
Im (z) < —¢ do plano complexo [5]

5.1 ¢ e ¢~ como restri¢gdes do representante canénico de
um elemento de U,

A seu respeito prova-se que elas tendem para zero quando, respectivamente,
Im (2) — 400 e Im (2) — —o0, e que existe uma fungdo ¢(2) que verifica as
seguintes propriedades: ¢ definida e holomorfa no complementar de Cy; ¢ o
prolongamento analitico das duas funcoes ¢+ e ¢ ; tende para zero quando
|z| = 4o00. Isto é, a imagem de Fourier . (f) de toda a funcdo f € E,
¢ um elemento de ﬁq. Dai designarmos os elementos de E, por fungoes
de banda contida em Cj,. As suas bandas estdo contidas no circulo C,. E
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prova-se ainda que esta aplicagao, .% : E;, — Uy, ¢ injectiva, sobrejectiva e
continua, sendo a sua inversa, .# ', também continua para as topologias
agora definidas nestes espacos. A aplicacdo inversa .# ! é definida por

FUel) = 5= fee) e

onde o integral é efectuado sobre uma circunferéncia I' centrada na origem
do plano complexo, de raio maior que ¢, percorrida no sentido retroégrado.

Foo .
5.1.1 A convergéncia dos integrais / f(tef)er=te e dt
0

Vejamos que quando f ¢ o prolongamento analitico de uma funcao f € £,
0 é um namero real e z = x + 1y é um complexo pertencente ao semi-plano
xsinf + ycosf > ¢, entdo o integral

+oo . .
/ f(teze)ezzte 0 626 dt
0

é convergente (ver a Figura[ll). Sendo z = x + 1y vem

10 . . .
ewte’” elt({L’ cos 0—ysinf) eft(:v sin 6+y cos 6)
e para qualquer real k, tal que xsin@ + ycosf > k > ¢, resulta que

+oo . 5
/ f(teze)ezzte o ezedt
0

+oo  f(tet? A . .
:/ f( — ) ekt elt($ cos @—ysinf) e—t(xsme-l—ycose) 619 dt
0 e

é convergente. Isto é, o integral dado converge sempre que z = x + 1y
pertence ao ao semi-plano aberto xsin + ycosf > q.
5.1.2 A igualdade dos integrais

Sendo 0 e o dois reais positivos, e z = x 4 1y pertencente a intersec¢ao dos
semi-planos xsinf + ycosf > q e xsino + ycoso > ¢, vejamos que

+oo ~ 0 260 0 +o0 Y 0 .0
/ f(tez )ezzte ez dt = / f(tezo)ezzte ez dt
0 0

Com efeito, comecemos por considerar a igualdade

Fogecan— [ foveran= [ Foveran
I's Iy Iy
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A
Y
~
~
=~ ~
<< xsinf + ycosf > q
~N
-4
-
- ~ o7
Vs \\‘\<"’
// /”( ~ <
! q //é \l e — 4
1 < . . >
! ) \\ x
\ , |
\ /
\ /
N d
N e
\\_ | _ -
Figura 1

onde I'1, I'y e I',. designam as linhas orientadas assinaladas na Figura[2 bem
como o e # os angulos nela representados. Supomos que I'. é um arco de
circunferéncia de raio r centrada na origem do plano complexo.

__xsinf —i—\‘y\

Figura 2

Quando r — 400 os dois primeiros integrais vao tender para os dois integrais
assinalados sa Subsec¢ao [.1.2] (desde que z pertenca a intersecgao dos dois
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14 FUNCOES DE BANDA LIMITADA NA RECTA

semi-planos respectivos). O integral sobre I',., por sua vez, vem dado por

0 ~ 7
/ f(te)er e “are dop
ag

_ /6 f(;f:w) eir(m cosp—ysiny) ekrefr(m sin ¥+y cos ) o ezw dTZJ

que converge para zero quando r — +oo. Os dois integrais (Subseccao [R.1.2))
sao portanto iguais.

5.1.3 A existéncia de um elemento [¢] € ,ﬁq para cada f € E,

Demonstremos agora a existéncia, para cada f € E,, de ¢ € (7q, que é
prolongamento analitico das funcoes ' e ¢~ dadas pela transformacio de
Fourier de f. Dado um elemento f € E,, para cada angulo 6 entre 0 e 27
podemos definir uma funcido @y(2) dada pelo integral

+oo

wg(2) = / f(te?) ete’ et gy
0

Como vimos, dadas duas destas fungoes, elas coincidem na interseccao dos
seus dominios. Por sua vez, dado que a reunidao dos seus dominios cobre o
complementar de Cy, elas definem uma funcio ¢(2) no complementar de C,
que é prolongamento analitico de cada uma delas. Além disso, tendo-se

F (1ot
SDG(Z) = /+OO Meit($ cos G—ysinG)Bft(:vsinGercosG—(qu#))619 dt
1
0 )
para todo o ntimero natural m, resulta que

1
rsing +ycosd — (q+ L)

0y (@ +2y)| < [ fllm

Isto significa pois que ¢,(z) tende uniformemente para zero sobre o semi-
plano zsinf + ycosf — (q + %) > k, quando k — 4o00. Consequentemente
¢(z) — 0 quando |z| — +o00, sendo ¢(£) o representante candénico de um
elemento de ﬁq.

5.1.4 A continuidade da transformacgao de Fourier .% em E,

Tendo em atencao a ultima desigualdade, podemos escrever

1

p(rsind +wrcos )| < ||fllm ————=
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FERNANDO MANUEL SEQUEIRA 15

qualquer que seja 0 e todo o r > ¢ + % Em particular, fazendo r = ¢ + %,
com n < m, conclui-se que

lelln < 1 llm +—

o que garante a continuidade de .%. Com efeito, de acordo com esta desigual-
dade resulta que, dada uma vizinhanga de zero V,. formada pelos elementos

de U'q cuja norma || - ||, ¢ menor que ¢ (real positivo), todo o elemento f de
E, cuja norma || - ||, ¢ menor que (2 — L), tem uma imagem 7 (f) € V..

5.1.5 A injectividade de .

Seja f € E; e k > ¢ um real positivo. Os dois integrais dados em [l que
definem a sua imagem de Fourier podem entao escrever-se com a forma

() = e it) ez(z—zk)t “(2) = e & W(z42k)t
90()—/0 dt,so()—/o dt

e
ekt e—kt
0 que nos permite escrever

oo f(t) - > f(t)
+ _ 12t _ 12t
QD (Z""Lk?)—/o W@ dt, QD (Z—Zk)—/o ﬁe dt

Isto permite-nos afirmar que o par de fungdes p*(2) = ™ (2 4+1k) e p=(2) =
¢~ (z —1k) é a imagem de Fourier da funcao % Mas entao se .Z(f) = 0,
isso vai implicar que sejam nulas ¢ e ¢~ e consequentemente ™t (2) e p~(2),
isto é, que .F (Zﬁ—?) = 0. E sendo a transformacao de Fourier injectiva no

conjunto das distribuicbes temperadas, isto exige que f seja nula.

5.1.6 A sobrejectividade de .# como aplicacao linear de E; em
U

Dado um elemento [¢] € (7q, consideremos a funcao f(f) dada por

1
o

f(t) /F o(p)e” " dp

onde I' designa qualquer circunferéncia centrada na origem do plano com-
plexo, de raio maior que ¢, descrita em sentido retrégrado. Ela é obviamente
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16 FUNCOES DE BANDA LIMITADA NA RECTA

um elemento de E;: o seu prolongamento analitico ao plano complexo vem
dado por

£2) = o [ etwed

que verifica a propriedade que caracteriza os prolongamentos analiticos dos
elementos de E,. Posto isto, podemos calcular o integral

400 . +oo | 1 .
/ f(t)e dt:/ e dt —/ o(p)e " dpy
0 0 2 T

quando I'm A for maior que o raio de I' e do que ¢. Nessas condigoes os dois
integrais sdo também comutéaveis, do que resulta

i g L el
Lo ar= g [ P = o),

o que garante .7 (f) = [¢] e a sobrejectividade de .#.
Tendo-se demostrado a injectividade e a sobrejectividade de .7, resulta
que a aplicacao de U, em E,; definida pelo integral

1) = 5= [p0e i

serd a aplicagdo inversa da transformagao de Fourier. Representa-la-emos
por .1,

5.1.7 A continuidade de .Z 1

No integral, referido no paragrafo anterior, que define o prolongamento ana-
litico f de um dado elemento f = .Z ! ([¢]), com [¢] € U,, para cada
nimero natural m, podemos supor que I' é a circunferéncia centrada na
origem do plano complexo, de raio igual a q + % Desse mesmo integral
podemos entao concluir que

F@I < el (a4 ) b3, vzec

e portanto que || f| < [|¢llm (q + %), o0 que garante a continuidade de % 1.

5.2 As ultradistribuicoes de suporte compacto como imagens

de Fourier das funcoes de banda limitada. O conceito de
banda

Podemos agora considerar F munido da topologia do limite indutivo, em
relacao as inclusoes gqp : By — Ep, ¢ < p, do sistema indutivo dos espacos
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E,, e para cada ¢ > 0 designar por g, a inclusao £, — E. O subespaco
Us de U constituido perlas ultradistribui¢oes de suporte compacto, pode
ser representado pela reunido dos (7,1 se nesta reuniao identificarmos dois
quaisquer elementos [p] e [o] de dois destes destes espacos sempre que as
fungbes p e o que os representam, coincidam em qualquer vizinhanca de
infinito. Posto isto, para cada ¢ > 0 designemos ainda por f, a composicao
de ¥ : B, — ﬁq com a inclusédo ﬁq — U
Agora, dado que as aplicagdes f, sdo comutaveis com as inclusdes ggp
podemos definir a aplicagdo F': E — Uy, que torna comutativos os diagra-
mas
Eq 9q E

PN

Uso
A aplicacdo F' assim definida é obviamente a transformacao de Fourier, é
injectiva e ¢é inica. Podemos agora introduzir um conceito de banda. Cada
funcdo f € E pertencerd a diversos F, e portanto terd diversas imagens
dadas pelas aplicagbes .#; mas todas elas s@o prolongamentos analiticos
umas das outras, a complementares de circulos Cj. A interseccio destes
circulos podemos chamar banda de f.

Nota: Designando A(V) o espago das fungdes holomorfas de crescimento
lento sobre o filtro V' gerado no plano complexo C pelos complementares
em C das bandas Im |z| < a, em que « é qualquer real ndo negativo, consi-
deramos equivalentes em A(V') duas quaisquer fungdes ¢ e ¥ sempre que a
sua diferenca se possa prolongar como func¢ao inteira ao plano complexo, ver
[5]. Representamos por Uo espago quociente assim obtido, denominando
ultradistribuicao temperada cada uma destas classes de fungdes equivalen-
tes. Quer isto significar que toda a ultradistribuicdo temperada pode ser
representada por uma fungdo ¢ holomorfa de crescimento lento no comple-
mentar de uma das bandas |Im z| < a, « real ndo negativo, representando
nés por [p] a correspondente classe de fungdes equivalentes, ou ultradis-
tribuicdo. A transformagao de Fourier define um automorfismo no espaco
das distribuicoes temperadas. Uma vez que este espago é denso no espaco
A das distribuicoes de tipo exponencial, a transformacao de Fourier é en-
tao estendido a A, mas agora como um isomorfismo entre A e U. Toda a
ultradistribui¢do temperada [p] é da forma (ver [5])

(o = [ - e=g@)da

Boletim da SPM 66, Maio 2012, pp. 1{31



18 FUNCOES DE BANDA LIMITADA NA RECTA

onde g € A é unica para cada [p]. O conjunto E das fungdes de banda
limitada constitui obviamente um subespaco de A, sendo a transformacao
de Fourier definida em E uma restricdo da definida em A. O espago A(V)
pode ainda identificar-se com o produto A(V*) x A(V ™), onde V*t e V~
designam os filtros gerados no plano complexo respectivamente, pelos semi-
planos Imz > a, Imz < —a (« real ndo regativo). Entdo cada ultradis-
tribuicio temperada sera representada por pares de fungoes (o, ™), com

et EA(VT), €AV, 0

6 E;e f]'q como espacos M* e como espacos per-
feitos

Devido ao isomorfismo definido pela transformacao de Fourier entre estes
espacos limitar-nos-emos a tratar o caso de Uj.

6.1 A algebra A, das fun¢des holomorfas sobre o filtro das
vizinhancas de C,

Para cada nimero natural n € N, representamos por Ay o espago vectorial
complexo das fungdes ¢(2), holomorfas no interior de €, 1, e continuas no
n

seu fecho. Vamos supor este espaco munido da norma usual [4]

lolls = sup [o(2)l

zECq+%
Obtém-se deste modo uma sucessao (Ay;) de espagos de Banach. O seu limite
indutivo em relagao as inclusoes, que vamos representar por A, ¢ um espago
LN*, isto é,um espago localmente convexo, limite indutivo canénico de uma
sucessao regular de espacos normados. Ele é separado e reflexivo. Os seus
elementos sdo as classes [¢] de fungdes ¢(£) que sdo holomorfas sobre uma
vizinhanca de Cj, considerando como pertencentes a mesma classe duas
fungdes que coincidem sobre uma vizinhanga de C,. As vizinhangas de
zero em A, sao os conjuntos cuja intersecgao com qualquer dos Ay é uma
vizinhanga de zero neste espago. Em A, pode introduzir-se o produto usual.
Obtém-se uma algebra comutativa, complexa, munida de elemento unidade
e de uma topologia em relacdo a qual a multiplicacdo fica continua. A,
denomina-se algebra das func¢oes holomorfas sobre o filtro das vizinhangas
de (.
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6.2 O dual de U,

Sendo U, um espago numeravelmente normado completo e a sua topologia
definida por uma sucessao crescente (|| -||,,) de normas concordantes, ele é

o limite projectivo em relagdo as inclusoes da sucessao (7;) de espagos de
Banach; para cada n € N, ﬁq" ¢ o completado de ﬁq para a norma | - ||,
[2]. Nestas condigoes, o dual Ué de U, também pode ser considerado como
o limite indutivo em relagdo as inclusdes da sucessao ((7(?,) de espacos de
Banach, onde para cada n € N, (7(?/ é o dual de (7; Para todo o par (n,m)
de nimeros naturais, com n < m, representamos por .J,,, a inclusao de U;/
em Ué”“/, e por J,, n € N a inclusao de U(?l em Ué. O diagrama que se segue

fica comutativo qualquer que sejam n,m, com n < m.

n’ m’
Uq Jnm Uq
N S

rr/
Uq

Posto isto, dado um ntimero natural n € N interpretando ﬁ como uma, fun-

x r7 . . ~
¢ao de A com valores em Uy, holomorfa no interior de C o+ 1> & cada Jeuy
n

podemos fazer corresponder a fungdo complexa ¢ dada por ¢(\) = f ( )\iz)
no interior do mesmo circulo; ela ¢ um representante de um elemento de A,.
Definimos assim uma aplicacdo de (7(?/ em A, que vamos representar por
h,. Ela é injectiva e continua como provamos em seguida. A injectividade
resulta naturalmente do facto de hy,(f) = 0 implicar

1
A) = =0
o0 =1 ()
qualquer que seja A no interior de Cq 41,
qualquer que seja [p] € ﬁq (f é uma forma linear continua em ﬁq). Para
demonstrar a continuidade, dado um niimero natural m > n, consideremos
o conjunto dos elementos

w®= (21 L aer,

n m/) o — \

e consequentemente f ([¢]) = 0

1. Estes elementos pertencem a Uj' e a

m

onde I';,, designa a fronteira de C .

sua norma ¢é igual a 1 neste espago. Entao, sendo f € (7;/ ef (ﬁ) = p(A),
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20 FUNCOES DE BANDA LIMITADA NA RECTA

resulta que ) )
f(e) = (5~ ) o(@). Ya e T

n m

-~/
e consequentemente a norma de f em UJ", que vamos representar por || f||;
1
* *
(0] Fem—— 5
7 7 z . ~ n m 7z

hy, é continua como queriamos provar. Ora sendo as aplicagoes h,, compati-
veis com as inclusoes Jy,,,, resulta que existe uma e uma s6 aplicacdo linear
continua h : Ué — A, tal que hoJ, = hy, Vn € N. O diagrama seguinte fica
comutativo qualquer que seja n.

verificard a relagao || f|; > (% - %) llo||x,, isto é

A aplicacao h é evidentemente injectiva. Podemos agora considerar A, como

limite indutivo em relacdo as inclusdes da sucessao (Ag) de espagos de

Banach, e para cada n € N, a aplicacao linear g, : Ay — (7; que a cada faz
corresponder f € (7; dado por

1 -
Fe) =5~ . PN P(A) dA, ¥ [¢] € Ug.
Ora desta igualdade infere-se que

£ @D < Wl Wl (a4 3) VI € T,

e consequentemente

/ * 1
lan @)l < ol (a+ 1)

onde ||gn(¢)]|}, designa a norma de g,,(¢) no espago (7(?/. As aplicagoes g, sao
portanto lineares limitadas e consequentemente continuas. E sao também
injectivas, pois se gn(¢) = gn() e ¢ e ¢ pertencem a Ay, vem

1

2mi

[ o0uar = o [ ewovirvivl e O,

2mi Jr,

Em particular, fazendo ¢(5\) = ﬁ resulta que ¢(a) = () para todo o «

pertencente ao interior de C' L A compatibilidade com as inclusoes resulta
n
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naturalmente de a inclusao corresponder a uma restricao. Ha portanto uma
unica aplicagao linear continua g : A, — ﬁé que composta com a inclusao
Ay — Ag éigual a g, qualquer que seja n € N, e essa aplicagao ¢ injectiva.
Vamos agora provar que dado um elemento [¢] € A,, existe um elemento
f e (7; tal que h(f) = [¢], e esse elemento é g ([¢]). Com efeito, sendo
¢ € Ay um representante de [¢], tem-se g ([¢]) = gn(¢) e por consequéncia
h(gn(¢)) terd um representante ¥ em qualquer Ay, com m > n, dado por

v =5 [ o)1=

2w Iy

Isto ¢, h (g ([0])) = [9], V[9] € Aq-

Analogamente vamos provar que dado f € (7;, existe [¢] € A, tal que
g ([¢]) = [, e esse elemento ¢é [¢p] = h(f). Com efeito, sendo f € U;/, teremos
h(f) = hn(f) e p()) dado por ¢(\) = f (ﬁ) serd um representante de h(f)
num espago Ay, com m > n. Mas desta igualdade resulta que para todo o

~dz = 6()).

()] € U, seja valida a igualdade

L[ seNdA = (7, [0))

2mi Jr,

o que obriga a ser hy,(¢) = h([¢]) = f. Isto é, h(g(f)) = f. Concluimos que
Ag e Ué sdo portanto isomorfos.

6.3 ﬁq como espaco M* e como espago perfeito

Um espago M* é, como sabemos, o dual (forte) de um espago LN*. Inter-
pretemos entao [ﬁ} como uma fungdo de A com valores em A, definida

no complementar de Cy, diferencidvel e tal que o seu limite (de acordo com
a topologia de A;) quando A — oo é zero. Sendo f uma forma linear con-

tinua em Ay, f ([ﬁD serd uma fungao complexa ¥ ()), e o representante

canénico de um elemento e U,. Isto é, a cada forma linear f em A, fazemos
deste modo corresponder um elemento [¢)] € U,. Reciprocamente, a cada
elemento [¢] € Uy, podemos fazer corresponder a forma linear f em A, dada

por
1
Foh) =5 (MY (N)dA, V9] € Aq
i Jr,
onde ¢ designa um representante de [¢] pertencente a um Ay e Ty, a fronteira
de Cq 41 orientada em sentido retrégrado. Pode demonstrar-se facilmente
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que esta correspondéncia entre U, e o dual de A, ¢ injectiva e sobrejectiva;
U, ¢ isomorfo do dual de A,. Tem-se

(W), 16]) = — [ 6(\)e(Nd, ¥[4] € 4,

2mi Jr,,
Para provarmos que a topologia inicial de U, coincide com a da convergéncia
uniforme sobre os limitados de A, basta demonstrar que toda a vizinhanca
de zero para esta segunda topologia contém uma vizinhanca de zero para a
topologia inicial. Para esse efeito, consideremos uma vizinhanga de zero

{6 € Ty 5 ), 6] < =,V [¢] < B

onde ¢ é um real positivo e B é um conjunto limitado em A,, para a to-
pologia da convergéncia uniforme sobre os limitados de A,. Ora sendo B
um conjunto limitado, ele é limitado num dos Al o que significa que existe
um real positivo r tal que |[¢[|; <7, V[¢] € B. Entao é ficil verificar que a
vizinhanca de zero para a topologia inicial

_c
1e

estd contida na anterior. A titulo de curiosidade pode também verificar-
se que dada qualquer vizinhanca de zero em U, para a topologia inicial

do tipo {[1/1] eU,: |lvl, < 6} onde p € N e £ é um real positivo, existe
a vizinhanca de zero, para a topologia da convergéncia uniforme sobre os
limitados, definida por

{[W) €Ty - {[e], [6])] <& v[¢] € B}

Wl e U« [l <

onde B = {[qb] €A, p(\) = ﬁ, acC, |la=q+ %}, que esta contida na

anterior. O espaco (7q (munido da topologia inicial) é portanto o dual forte
de A,. Esse facto e o de A, ser o seu dual forte, garante pois que ele ¢ nao
s6 um espago reflexivo como também um espago M* [3].

Para demonstrar que U'q é um espago M*, podiamos também recorrer
ao facto de ele ser o limite projectivo em relacio as inclusdes dos espagos
de Banach ﬁq" ,n € N e de para cada n € N, a bola fechada dos elementos
P € 6}? de norma |9, < 1 ser relativamente compacto em todo o ﬁg,
com p < n (consequéncia do teorema de Montell). Desta propriedade, que
vamos designar no que se segue por propriedade ‘P’ resulta também que ﬁq
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é um espago perfeito no sentido de Guelfand [2]. Ela é uma condigao sufici-
ente para que num espag¢o numeravelmente normado completo os conjuntos
limitados sejam relativamente compactos e que portanto ele seja perfeito
(por definigao, espaco numeravelmente normado completo cujos conjuntos
limitados sdo relativamente compactos)

6.4 As propriedades do espaco E,; das fun¢oes de banda con-
tida em C,

As suas propriedades ressaltam naturalmente do facto de E; ser isomorfo de
U,y. Assim ele:

e E um espaco numeravelmente normado completo;

e I o limite projectivo em relacio as inclusdes de uma sucessao (E}])
de espacos de Banach tal que para cada n € N a bola fechada dos
elementos f € £} de norma [[f|[, < 1, é relativamente compacta em
todo o E¥ com p < n (dizemos que verifica a propriedade ‘P’);

e E metrizdvel (a topologia resultante da métrica coincide com a topo-
logia inicial);

e E reflexivo, sendo o seu dual um espaco LN* e ele um espaco M* [];

e B um espaco perfeito no sentido de Guelfand [2], portanto um espago
separavel, sendo compactos todos os seus subconjuntos limitados e
fechados. Os operadores lineares continuos nestes espacos sao também
limitados.

Uma propriedade ndo menos importante é ainda o facto de toda a fungao
f € E4, portanto definida na recta, ser prolongédvel como funcao holomorfa
a todo o plano complexo .

6.5 As algebras dos operadores lineares continuos em lN]q e
em FE,. Uma aplicacao do céalculo simbdlico de Sebastiao
e Silva

No que se segue representamos por L [E,] e L [ﬁq} as algebras dos opera-

dores lineares continuos em respectivamente £, e (7q. Sendo estas algebras
isomorfas, todas as propriedades que enunciarmos para uma delas sera au-
tomaticamente valida, a menos de um isomorfismo, para a outra. Elas tém
elemento unidade e munidas da topologia da convergéncia uniforme sobre
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os conjuntos limitadados (de E, e U, respectivamente) constituem &lgebras
localmente convexas, separadas completas; e como demonstraremos em se-
guida a multiplicagdo é uma operacao separadamente continua.

6.5.1 A continuidade a esquerda da multiplicagao

Demonstraremos apenas no caso da algebra L [E,]. Para o efeito, considere-
mos uma vizinhanca de zero Vy.p = {g € L[E,] : |lg([¢] |l, < e, Y[¢] € B} ,
onde | - ||, designa uma das normas que definem a topologia de E;, € é um
ntimero real positivo e B é um conjunto limitado em FE,. Estas vizinhan-
cas constituem um sistema fundamental de vizinhangas de zero em L [E,].
Posto isto, dado um elemento néo nulo h € L [E,], seja

V={geLIE]: gl I, << Viel € h(B))

que obviamente constitui uma vizinhanca de zero, pois h transforma limita-
dos de E,; em limitados de F,. Entao teremos

Vih ={g.h € LEg] - llg(lelllp <&, V[e] € h(B)}
e por conseguinte
Vih ={g.h € LIE] : lg(h([9)ll, <e, V[I] € B}.

Isto é, V.h C Vpep como pretendiamos demonstrar.

6.5.2 A continuidade a direita

Demonstramos a continuidade a direita no caso da algebra L [ﬁq}, mas a
demonstracao permanece valida, tal como a demonstracao anterior, para a
algebra dos operadores lineares continuos num qualquer espaco numeravel-
mente normado completo. Seja

Vi = {F € L[Tg)  1£ (0Dl <=, ¥ [9] € B}

onde | - ||, designa uma das normas que definem a topologia de U,, € é um
real positivo e B um conjunto limitado em U,; como sabemos estes conjuntos

V,ep constituem um sistema fundamental de vizinhancas de zero em L {ﬁq} .

Dado entdo h € L {ﬁq} nao nulo, existe uma norma || - ||, em U, e um real
positivo § tais que || [¢] ||, < 0 implica ||A([¢])|l» < . Quer isto dizer que

lg(@l, <8 = 11 (gD |l < =, V9] € Bog € L [T,
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Posto isto, dado o conjunto

Viow = {g € L[y : llg(9)]l, < 6. V9] € B ,
hVoss = {hg: o), < V9 € BY C {hg: [h(g([9)], << V(9] € B)

conjunto este dltimo que estd contido em V,..p. Quer isto dizer h.V,sp C
Viep. A multiplicacao é portanto continua a direita.

6.5.3 Aplicagao do calculo simbdlico

Os resultados anteriores permitem-nos aplicar o Teorema 2 do artigo [4], de
Sebastiao e Silva, que enunciamos para estes casos:

Se F' é um filtro de subconjuntos do plano complexo C admitindo uma
base reqular {Fy} existe uma correspondéncia biunivoca H entre os homo-
morfismos continuos H de A(F') (dlgebra das fungdes holomorfas de cres-
cimento lento sobre o filtro F') em L[E,], tais que H(1) = identidade na
dlgebra dos operadores g € L[Eq] cujo filtro espectral é mais fino do que F.
FEsta correspondéncia € definida pelas formulas reciprocas

g=™H (2)7

B B(N)
H@y_Aku_aW@_Ayu,v¢eA@3

A—a)n—
limitado sobre Fy; supoe-se ainda que I'y € a fronteira de Fj orientada de
maneira a deizar os pontos de Fy, a direita.

sendo « um ponto qualquer de C'\ Fy, k e n inteiros tais que 7¢())\) fica

7 A, como algebra de operadores em ﬁq

Dado um elemento [¢] € A, para cada n € N em que exista um represen-
tante ¢ € Ay daquele elemento, o integral
1 M(A ~
Lo SN Gy ) e 7,

27t Jrpy A= 2

define uma aplicagao linear continua h,, : U, — Ug'. Estas aplicagoes h;,
sdo obviamente compativeis com as inclusoes U)" — Ug', m > n, deter-
minando portanto um operador linear continuo em U,, que designamos por

Boletim da SPM 66, Maio 2012, pp. 1{31



26 FUNCOES DE BANDA LIMITADA NA RECTA

multiplicacdo por (5 Representamos o resultado dessa multiplicacdo por
¢ x [1p]. Como casos particulares temos aqueles em que

1

—I\ — «

PA)=Lo(A)=—d e o(A) =
onde a ¢ qualquer complexo pertencente ao complementar de C,. A estes
operadores vao corresponder em [, através da transformacao de Fourier,
respectivamente a identidade, a derivacdo D e o inverso de D — «, como
veremos adiante.

A correspondéncia [¢] — qAS atras definida entre as fungdes de A, e
os operadores em (7q ¢é obviamente linear. Vejamos que ela é também in-
jectiva. Com efeito, no caso em que ¢ > 0, para todo o a € Cy, vem
b x [a—i)\] = [%] Quando ¢ = 0, cada ¢ esta definida numa vizinhanca
de zero, sendo portanto um representante de um elemento de um A,, com
p > 0. A igualdade anterior permanece valida para todo a € C,.

Vejamos agora a multiplicagdo entre estes operadores. Sabemos que se
b x [¢] = [¥], a fungao ¥ pode ser dada pela igualdade

IO = QLM/F ¢(;v)_¢(;) iy

valida para todo o A pertencente ao complementar de Cy, e toda a circunfe-
réncia I' centrada na origem do plano complexo, orientada no sentido retré-
grado e de raio maior que ¢ e menor que |A| . Recorrendo a ela demonstra-se
facilmente que, ao produto de duas fungoes em A, vai corresponder o pro-
duto de respectivos operadores. Quer isto dizer que a sub-algebra de L[ﬁq]
constituida por estes operadores é isomorfa de A,. No que se segue identi-
ficaremos esta sub-algebra com o préprio A,.

Nestas condigoes podemos munir esta sub-algebra, quer da imagem da
topologia de A, isto é da topologia que resulta da estrutura vectorial to-
poldgica ser a de um espago LN™*, quer da induzida pela topologia da con-
vergéncia uniforme sobre os limitados de ﬁq, que denominaremos topologia
7. A topologia 7 é também localmente convexa, dado que cada um destes
operadores fica limitado sobre os conjuntos limitados de ﬁq. Verificamos em
seguida algumas propriedades destas topologias.

7.1 Sobre as topologias definidas em A,

A seu respeito pode demonstrar-se que toda a vizinhanga de zero em A, de
acordo com a topologia 7 contém uma vizinhanca de zero de acordo com a
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topologia LN*. Para o efeito, consideremos um conjunto limitado B em ﬁq,
uma das normas |||, deste espaco e um real positivo d; o conjunto Vsp dos

operadores qAS que verificam a desigualdade
16 x [W]ll, <6, V9] €B

¢ uma vizinhanca de zero de acordo com a topologia 7, e os conjuntos Vjp
desta forma constituem uma base do sistema fundamental de vizinhancas
de zero para essa topologia. Ora dado Vg, para que (5 € Vsp, bastara que
exista um m > p, m € N, tal que ¢ € A" e

(G —m)d

m

1ol <

onde 7, designa um majorante da norma || - ||, em B. Isto resulta natural-

mente de se ter

Lo ()Y,

——d.

2m Jr,, v—A
Vejamos agora que existe uma vizinhanca V' de zero em A, contida em
Vsp. Para o efeito, para cada m € N, m > p, consideremos o conjunto
Vin C A" dos elementos ¢ que verificam a desigualdade anterior para cada
m > p, onde 1, continua a designar um majorante da norma || - ||,, em B,
e V a reuniao Uy, V. Para m > p, a interseccao My,~,V,, conterd Vi, o
que garante que V' é uma vizinhanca de zero em A, e dado um elemento
¢ € V, ele pertencerd a um dos V;,,, satisfazendo portanto a desigualdade que
define V5. Como consequéncia, a convergéncia de acordo com a topologia
LN* implica a convergéncia de acordo com a topologia 7. Além disso, todo
o conjunto limitado de acordo com a topologia LN* é também limitado
de acordo com a topologia 7. Da defini¢do resulta ainda que a aplicagao
bilinear A, x U — Uy definida por este produto ¢ separadamente continua
e aplica hmltados de A X U em limitados de Uq, quando A, estd munida
da topologia LN*.

¢ xI(A) =

7.2 A continuidade a esquerda e a direita do produto

A continuidade a direita é de demonstracao imediata. Com efeito, sendo (]3
um operador, dada uma vizinhanca de zero em ﬁq, seja ela Vs, = {[¢] € ﬁq :
[[#]ll, < 0}, se ¢ pertence a um dado A}*, com m > p, basta impormos a
condic¢ao

1
m

1
Hlm, p
19l < oy

41
T
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para garantirmos que ¢ x [0] € Vj,.

Para demonstrar a continuidade a esquerda, basta verificar que dada
a mesma vizinhanca de zero Vs, em (7,1, para cada elemento [J] € ﬁq, 0
conjunto V' = Up,~p Vi, onde para cada m € N, m > p,

v, {m Ay ol G =)0 %)5}
m — I~ N m <
“ a9l

verifica a relacao
V x [¥] C Vsp.

E 6bvio que V' é uma vizinhanga de zero em A,.

7.3 A funcao e_’xz, z € C, como multiplicador em ffq

Com efeito, para cada z € C, a funcio e

Iz é

# ¢ um elemento de Ay, pelo que

a multiplicagdo por e~ um operador continuo em (7q. A cada [¢] € U’Q

ele fara corresponder e™**? x [¢]. Se agora considerarmos o integral

1 «
%/Fe_’)‘z X [¢] dz

onde I' designa a usual circunferéncia descrita em sentido retrégrado, é facil
de verificar que ele fard corresponder a cada z € C um complexo f (2), e
que a funcao f assim definida é um prolongamento analitico de uma funcao
f € E,. Essa funcéo é a imagem inversa de Fourier da ultradistribuicao [¢].

8 O operador derivagao em FE,

Definindo a transformacdo de Fourier um isomorfismo entre E, e (7q, ela
fard corresponder a cada operador linear continuo em FE, um operador li-
near continuo em ﬁq, sendo esta correspondéncia biunivoca. Ao operador
derivacdo D em FE,, por exemplo, ela faz corresponder a multiplicacdo por
—1Z em ﬁq e para todo o a pertencente ao complementar de Cy, a multipli-

cacdo por —— em U,, ela fard corresponder o inverso de D — a em E,
—1Z—Q 9 q»

1
D—a-

Posto isto, sendo o conjunto das funcoes —:—a com « pertencente ao
complementar de qualquer das vizinhancas de C;, um conjunto limitado em
Ay, de acordo com a topologia da convergéncia uniforme sobre os limitados

de Uy, o conjunto dos operadores ﬁ serd também limitado em L[E,].

que representamos por
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Quer isto dizer que toda a vizinhanca de C; ¢ um conjunto espectral de D,
ver [4].

Nestas condi¢des hd um e um sé homomorfismo continuo H de A, em
L[E,], tal que H(1) é igual & identidade em L[E,| e H(2) = D. Esse homo-
morfismo ¢ dado por (Subsubseccao [6.5.3))

Hilo) = 5= [ 22 an

onde I' designa qualquer circunferéncia centrada na origem do plano com-
plexo, orientada no sentido retrégrado, contido no dominio de holomorfismo
de ¢ e de raio maior que q. No que se segue poremos H([¢]) = (D).

Agora dado que a transformacao de Fourier ao operador ﬁ em L[E,]

faz corresponder a multiplicacdo por _221_ y em L[Uy|, para todo o [¢] € A,

ao operador ¢(D) ela fard corresponder a multiplicagdo por

1 e

2w Jr —12 — A

dA = [p(=22)].

8.1 A solugado f € E, da equagdo (D —a)f =g, a € C\ C,

Dada a imagem de Fourier [¢] de g € E,, a imagem de Fourier da solucao
f € B, serd a ultradistribuigao

] - - 2]

ultradistribuicdo esta que pertence obviamente a U'q. Vem

f(tA) 1 /F 19(2;) B 19(104) e—zzf dz

2 Z — o

onde I' designa a usual circunferéncia descrita em sentido retrogrado.

8.2 O operador translagao em FE,

Dados f € Eg, [J] a sua imagem de Fourier e f o seu prolongamento ana-
litico, sabemos que a translacio T,(f) = f(f — @) (onde a designa um
complexo) vem dada por

To(f) = % /F D(N)e= M=) gy
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onde I' designa a circunferéncia usual. A sua imagem de Fourier serd, como
6 facil de calcular [e'}] x [¢]. Isto é

To(f) = eian-

A translacao é portanto uma funcéo do operador derivacéo.

8.3 As solugées em E, da equagado ¢(D)f =0, [¢] € A,

Sendo [¢] um elemento de A,, f € E, serd uma solugao da equacdo dada,
se e s6 se [p(—12)] x [¥] =0, onde [J] = F(f); isto é, se e s6 se

L[ o(=A)9(A)
2m /p A—z dA

for nulo qualquer que seja z pertencente ao complementar de Cy; I' é a usual
circunferéncia descrita em sentido retrogrado, de raio maior que ¢ mas menor
que |z|. Ora este integral serd nulo se e s6 se o produto ¢(—2A)J(\) = ()
definido e continuo sobre I, se prolongar como func¢ao holomorfa ao interior
de T, isto é, como fungao holomorfa sobre uma vizinhanca de C,. Daqui
conclui-se que

1A

"N =50

se prolonga como fungao meromorfa a uma vizinhanca de Cj;. Os seus po-
los, localizados em Cj;, coincidirdo com os zeros de ¢(—i\) e serdo de grau
menor ou igual ao grau do correspondente zero de ¢(—\) em C;. Sendo
Qa1,Q9, . ..,0;, os seus polos de graus ki, ko, ..., k,,, pode escrever-se com a
forma

o =3

]Z::l (A = a;)
onde 1, fs, ..., Bm sd0 constantes arbitrarias. Reciprocamente, toda a fun-
¢ao 1 deste tipo serd uma representante canénica de uma ultradistribuicao

cuja imagem dada por F~! ¢ solucdo da equacio ¢(D)f = 0.

8.4 As funcgoes periddicas

Chamamos funcao periédica em FE;, de periodo a complexo, toda a fun-

cdo f mneste espago que verifica a igualdade f(i — o) = f({), ou a equacgdo

(e=*P —1)f = 0. Ora as raizes da equacdo ¢®* — 1 = 0 sdo os complexos
2k

oy = =% onde os k sdo os niimeros inteiros tais que |k| < %}T", sendo todas
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as raizes de grau igual a 1. Se representarmos por m o maior dos k, podemos
escrever as solugoes com a forma

J@)= 3 B

k=—m

onde os [; sao constantes complexas arbitrarias. Daqui infere-se que estas
fungoes constituem um espago vectorial complexo de dimensao 2m + 1.

8.5 Os valores préprios do operador ¢(D), [¢] € A,

Serd valor préprio do operador ¢(D), todo o complexo o tal que a equagio
¢(—1\) = o tenha pelo menos uma solucao em C,. Isto implica que o
conjunto dos valores préprios coincida com o conjunto dos valores de ¢(—1A)
no circulo Cy. Para cada valor préprio o, as fungoes préprias serao as
imagens dadas por F~! das funcoes

I(A) = Z A - k;
7j=1 ( - a]) ’
onde os «; designam as raizes da equacdo ¢(—2\) = o, os k; os graus dessas
raizes e os 3; sao constantes arbitrarias.

9 A convolugao por ultradistribuicoes de suporte
compacto

Referimo-nos a operadores da forma [ h(s)f(f — s)ds, onde h designa uma
ultradistribuicdo em R, pertencente a um espaco U, r > 0, e f é uma
funcdo de Eg, ver [5]. Veremos que a aplicagdo bilinear por eles definida é
uma aplicacio U, x E, — E, separadamente continua, e como veremos na
Parte 2, continua. Para cada h € U, define um operador linear continuo em
E,, comutavel com a translagao.

9.1 As fungoées f € E; como multiplicadores em U,

Dado f € E,, designemos por f o seu prolongamento analitico ao plano
complexo, e por ¢, para cada z € C, a fungdo em A, (4dlgebra das fungoes

N

holomorfas sobre o filtro das vizinhangas de C;.) dada por ¢.(A) = f(z — A),

VA € C. Sendo 9 o representante canénico de um elemento de U,., portanto
representante de uma ultradistribuicao de suporte compacto h, podemos
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efectuar a multiplicagao [¢.] x [¢], obtendo (Secgao [7) uma ultradistribuicao
[¢.], que vamos representar por u.(f); quer [9] quer [p.] pertencem a um
mesmo espaco U, de ultradistribuicoes, sendo por isso integraveis sobre a
recta R. O integral sobre R define uma forma linear continua sobre cada
um destes espacos U,. No caso presente podemos definir

i) = [ u(dt= [ o3

para cada z € C, onde I' representa uma qualquer circunferéncia centrada
na origem do plano complexo, de raio maior que r e orientada em sentido
retrégrado. A fungdo §(2) fica assim definida em todo o plano complexo.
9.2 g(2) como fungao inteira

Para cada z € C, sendo o um complexo, consideremos a razao incremental

It =9 [ a0
I

« «

Ora dado que

#rrod) = (V) _ Pzrald) =8N |

@ o
a multiplicacdo A, x U, é continua a esquerda e

(bz-l-oc()‘) — ¢z()‘)

Q

converge para ¢,(\) de acordo com a topologia de A,, quando o — 0,
podemos concluir que (%) é derivavel em cada ponto z € C, e que

3'(2) = [ (6L x DN ax.

9.3 §(2) como prolongamento analitico de uma funcéo g(f) €
E

q

Sendo [p.] = [¢.] x [9], podemos escrever, para qualquer A € C\ C,,

1 fz=)9(y)
SOZ()‘)—% - W—A_dfy
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onde I'y é qualquer circunferéncia centrada na origem do plano complexo, de
raio maior que r e menor que ||, descrita em sentido retrégrado. Recorrendo
a este integral e ao facto de qualquer que seja k > ¢,

ficar limitado sobre o plano complexo, demonstra-se entao facilmente que

z S(A
g}g) p2(N) oy

e || o T ek|z|

fica também limitada sobre o plano complexo. §(2) é portanto o prolonga-
mento analitico de uma funcio g(f) € E,. Podemos escrever

i) = [ h(s)f(E~ s)ds

e tendo em atengao a Subsecgao [0.2]

9.4 A convolugao por f € E, como aplicacao linear continua
de U, em E,

Sendo f um elemento de um espaco E,, e o real » > 0, vamos considerar
uma vizinhanga de zero em E, {g € E, : ||g|lm < €} onde € designa um real
positivo e || - ||, uma das normas que define a topologia de E,. Entao, dado
ﬁq, o conjunto das fungoes

flz=X)

oo <6

estd contido e fica limitado em A,. Quer isto dizer que existe uma vizinhanca

de Cy, seja ela C,, 1, e um real positivo b tais que
(- &
Ll)<b, Vz € C, VA€C+1.
elat)l2l e

Dado entdo um elemento [¢] € U,, teremos

f(z _ 5\) 1 f(z -A) o)
Fe-3) 1 ) iy, VzeC
platn)lz| x ¢l 2m Jr, elatm)lzl (4 — X) e
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onde I'y designa a fronteira de C, 1. Consequentemente, sendo I' uma

S
circunferéncia centrada na origem do plano complexo, orientada no sentido
retégrado e de raio p = 2r + %, podemos escrever

Hed e,

]lls
bp Pl .
b Dl <bpT . Vzel

Se escolhermos agora a vizinhanca de zero { [¢] € Uy: [|[¢]]ls < 7 }, € facil
de ver que qualquer que seja [¢] pertencente a esta vizinhanga se tem

iG] x [p] dy

<e
I ot )l ’

isto é,

’/Ff(t—)\)go()\)d)\H <e.

m

A convolucao por f € E, é portanto uma aplicacdo linear continua de ﬁq
em Fj.

10 A multiplicagao por fungoes caracteristicas de
subconjuntos da recta

Designando por ¢(f) a funcio caracteristica de um dado sub-conjunto B C R,
a multiplicacio por c(f) fard corresponder a cada fungao f(f) € E, uma
funcdo complexa definida na recta, cujo suporte estd contido em B. E ébvio
que os nucleos destas aplicagoes sao sempre conjuntos fechados em F,, o que
nos permite munir o espaco imagem da imagem da topologia de E,. Nos
casos em que o niicleo desta aplicacio f(f) — c(t) - f() se reduz & fungao
nula, ela serd injectiva, o que fard com que a topologia do espago imagem
seja isomorfa topologia de F,;. Uma condi¢ao suficiente para que isto se
verifique é que o conjunto B tenha um ponto interior.

H&a no entanto situagbes com interesse em que, embora o subconjunto
B nao tenha pontos interiores, a multiplicacdo pela fungao caracteristica é
uma aplicacdo injectiva, isto é, o seu niicleo reduz-se a funcao nula. Trata-
se dos casos em que B = {n7 : n € Ny}, onde Ny designa o conjunto dos
nimeros inteiros nao negativos e 7 um namero real positivo tal que 7¢ < 7.
O produto ¢(t) - f(#), onde c(f) é a fungdo caracteristica de B e f(t) € Ey,
denomina-se entdo amostragem da funcio f(f), de periodo 7, ou ainda uma
discretizacao da funcdo. O anulamento do produto implica que a fungao é
nula, como demonstraremos em seguida.
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10.1 A discretizagao em E,

Vamos comecar por analisar a imagem dada pela funcio ¢“? da circunfe-
réncia p = ¢e'?, 0 € [—7, 7], em que supomos pr < 7, p > q. A cada ponto
desta circunferéncia, que representamos por I', a fungao e'”* fara correspon-
der um ponto do plano de coordenadas polares r = e P79 ¢ = prcos 6.
Daqui infere-se pois que os valores minimo e maximo de ¢, sdo respectiva-
mente —p7 e —p7, e para esses valores de ¢ tem-se r = 1. Por sua vez a
cada valor de ¢ ( portanto de cos @) vao corresponder dois 6 simétricos e por
consequéncia dois valores de r cujo produto é igual a 1.

A

Yy
F/

~
~
~
~
~
~
~
~
~ .

Figura 3: Imagem aproximada dada pela funcao ¢'”* da circunferéncia.

Quando ¢ = 0, os dois valores de r sdo r| = e *7 e ro = €7, e sdo exac-
tamente os seus valores minimo e méximo . Eles sdo portanto os raios de
duas circunferéncias que, centradas na origem do plano, limitam uma coroa
circular que contém a imagem I da circunferéncia (ver Figura B). O con-
junto Vy = {A =e7""* : z € C};} fica obviamente no interior desta linha, que
da uma volta em torno de cada um dos pontos de V;. Se fizermos v = e *"*
e z = ~log~y (em que o ramo da fungdo logaritmo é aquele em que a parte
imaginaria varia entre —m e 7) definimos uma aplicagao bijectiva de I" sobre
IV e simultaneamente uma mudanca de varidveis. Nestas condicoes, sendo
f(#) uma fungao de E, e [J] a sua imagem de Fourier, consideremos a funcio

~

() definida para cada A no complementar de I" pela igualdade
1 9(z)
AN=— | ———d
(P( ) /F e’z — \ “

o2m
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onde I' é a referida circunferéncia centrada na origem de C, orientada em
sentido retrogrado. Mais precisamente, ela define duas func¢oes holomorfas:
uma, ¢+ nos pontos A em torno dos quais I ndo d4 nenhuma volta , e outra
¢~ nos pontos em torno dos quais IV d4 uma volta. Ora se fizermos agora
a mudanga de varidveis z = - log 7, o integral anterior toma a forma

©(A)

1/ v J(+log7)

T 2m Ty Y— A
o que implica que a diferenca das duas fungoes ap*(j\) e <p*(3\), uma exterior
a linha I e a outra interior, tende para —=1(% log~) sobre a linha.
vy T
Posto isto, dado que

1 00 e*lkTZ
e _ \ B Z N+l
k=0

convergindo esta série uniformemente sobre I' x {\ € C : |\ > r > ro},
conclui-se que que sobre {A € C: |A\| > 7 > 13} se tem

G = 1 —ikTz
o(\) = %kzow/rﬁ(z)e dz

e portanto

> f(kT
=2 I
k=0

o que significa a convergéncia uniforme para ¢t (X) sobre {\ € C : [\ >
r > ro}. Mas entdo, quando os f(kT) sdo todos nulos, ¢t (\) é nula, o que

implica ¢~ (A) ser um prolongamento analitico de T’—,yz?(% log~y) ao interior
da linha, isto é 9(2) a ser nula. Portanto, c(t) - f() = 0 implica f(#) = 0.

10.2 Multiplicagao por fungoes caracteristicas localmente so-
maveis de suporte compacto e a transformacao de Fou-
rier

Sendo ¢(f) uma funcio caracteristica localmente somével e de suporte com-
pacto a sua transformada de Fourier dada pelo integral sobre a recta

g(t) = /Rc(x)e’m dx

é uma funcio de banda limitada: supomos g € E,. A multiplicacio de c(f)
por uma exponencial e~ onde \ é qualquer complexo terd por sua vez
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como imagem de Fourier a fungéo g(t — ). Daqui infere-se pois que sendo
f € E; e [¢] a sua imagem de Fourier e podendo portanto escrever-se

£ = 5 [Lee ¥ an

onde I' é a usual circunferéncia descrita em sentido retrégrado, venha

- 1

01/ (0 = 5= [ eWele ™ dx

A transformada de Fourier deste produto serd entao

/Rc(t)f(t) et dt = % /F (N g(z = A)dA

isto é

[ ewsweae= (el xg
R s

Ora esta convolugao, dado f € E,, a cada funcio c(f) tal que g(t) € Fs, fard
corresponder um elemento de Ey (Subsec¢ao [@.4]), uma imagem de Fourier
que é uma funcao de banda limitada.
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