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Resumo: Este artigo contém duas aplicagoes simples (mas nao imediatas)
da Topologia elementar a Algebra Linear. Estao relacionadas com a seguinte
questdo: quando é que duas matrizes sdo semelhantes?

Abstract This article presents two simple (although not straighforward)
applications of elementary Topology to Linear Algebra. They are related to
the following question: when are two matrices similar?
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1 Quando sao duas matrizes semelhantes?

Sejam n € N\ {1}, k um corpo e M, (k) o espago vectorial formado pelas
matrizes quadradas com n linhas e n colunas com entradas em k. Consi-
derem-se duas matrizes M, N € M, (k) e suponha-se que se quer saber se
sdo ou nao semelhantes, ou seja, que se quer saber se existe ou nao alguma
matriz invertivel A € M, (k) tal que

M=A"1.N.A.

Naturalmente, para resolver o problema basta encontrar as formas normais
de Jordan de M e de N e compari-las. No entanto, isto pode ser difi-
cil, visto que envolve a resolugdo de uma equacgao polinomial de grau n.
Em contrapartida, se os determinantes ou os tracos de M e de N forem
diferentes, entao M e N nado sdo semelhantes. Por outras palavras, se
(M,N) € My, (k) x M,(k) for um par ordenado de matrizes semelhantes,
entdo é um zero das fungdes polinomiais

M, (k) x M,(k) — k
(A, B) —  det(A) — det(B)

) M, (k) x M, (k) — k
(A, B) > tr(A) — tr(B).
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40 DUAS APLICACOES DA TOPOLOGIA A ALGEBRA LINEAR

Poder-se-ia pensar que talvez haja um conjunto P de func¢ées polinomiais
de M, (k) x M, (k) em k tal que (M, N) é um par de matrizes semelhantes se
e s6 se P(M,N) = 0 para cada P € P. De facto, se k for um corpo infinito,
entdo, como veremos, nao existe nenhum conjunto nessas condigbes. Serd
também explicado como obter todos os polinémios que, tal como o traco
ou o determinante, tomam os mesmos valores em quaisquer duas matrizes
semelhantes.

Teorema 1.1 Seja k um corpo. Sdo entdo condigoes equivalentes:

1. O corpo k é finito.

2. Existe um conjunto P de fungoes polinomiais de M, (k) x M, (k) em k
tal que, para cada par de matrizes M, N € M, (k), M e N sao seme-
lhantes se e sé se

(VP eP): P(M,N)=0.

O facto de a primeira condicdo do enunciado implicar a segunda é
bastante facil de demonstrar. Isto vai ser feito somente no caso em que
n = 2, mas o caso geral é andlogo. Dado um par de matrizes (M, N) =
(gt @), (a2 as)) de Ma(k) x My(k) e dado i € {1,2,...,8}, considere-se a
funcdo polinomial

P(M,N),i: Mg(k) X Mg(k) — k
((2323),(53%)) = x—a
Entao {(M,N)} é o conjunto dos zeros comuns a todas as fungoes do ti-
po PNy, Caso k seja finito, entao o conjunto S dos pares de matrizes
semelhantes de Ms(k) x Ms(k) também é finito. Se se definir P como sendo
o conjunto das fungdes polinomiais de Ma(k) x Ms(k) em k que se podem
exprimir como um produto da forma

II  Porvyioen
(M,N)eS
onde i é alguma funcdo de S em {1,2,...,8}, entdo (M, N) € S se e s6 se
P(M,N) =0, para cada P € P.

E 6bvio que a demonstracio anterior nio usou o facto de se estar a tra-
balhar com matrizes semelhantes. De facto, a demonstragdo nao dependeu
sequer de se estar a trabalhar com matrizes, pois o argumento empregue
permite provar que, para qualquer parte finita F de k™ (m € N) e para
qualquer corpo k (finito ou ndo), existe algum conjunto P de fungoes poli-
nomiais de k" em k tal que (x1,...,2y) € F se e s6 se (z1,...,2,) for um
zero de cada elemento de P.
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2 Primeira aplicacao

2.1 A topologia de Zariski

A demonstracdo de que a segunda condicdo do enunciado do teorema [I.1
implica a primeira ird empregar Topologia, o que poderd parecer estranho,
visto que se estd aqui a lidar com corpos infinitos arbitrarios e ndo apenas
com 0 corpo dos nimeros complexos ou com um subcorpo deste. A topologia
que vai ser usada é a topologia de Zariski [9, §3], que pode ser definida em
k™ (m € N) do seguinte modo: uma parte S de k™ é fechada se e s6 se
existir algum conjunto Z de fung¢oes polinomiais de k'™ em k tal que

S ={(x1,...,2n) €K"|(VP € Z) : P(x1,...,2,) =0}.

Posto de outro modo, S é o conjunto dos zeros comuns a todos os elementos
de Z.

Considere-se, por exemplo, a superficie S da esfera unitaria de R? e o seu
«equador»y E. Ambos os conjuntos sdo fechados relativamente a topologia
de Zariski pois, se se definir Py (x,y,2) = 22+ y? + 22 — 1 e Py(z,y,2) = 2,
entdo S é o conjunto dos zeros de todos os elementos de {P1} e E é o
conjunto dos zeros de todos os elementos de {P;, P»}.

Vai-se considerar em M, (k) x M, (k) (que pode ser encarado como k2"°)
a topologia de Zariski, bem como em k. Repare-se que, relativamente a esta
topologia, os fechados de k sdo os conjuntos de zeros comuns a conjuntos
de funcdes polinomiais de k em k, que sdo precisamente as partes finitas
de k, juntamente com o proprio k. Quando m > 1 e k for infinito entdo, tal
como nos exemplos vistos acima, héa outros fechados de k™ além das partes
finitas de k™ e do proprio k™ embora, como ja foi provado, seja verdade que
qualquer parte finita de k™" seja o conjunto dos zeros comuns a um conjunto
de polinémios e, portanto, seja um fechado de k™.

Quando k for um subcorpo de C, a demonstragdo continuara a ser valida
se se considerar a topologia usual em M, (k) x M, (k) e em k. De facto,
quaisquer topologias definidas em M, (k) x M, (k) e em k para as quais

e qualquer fungao polinomial de M, (k) x M, (k) em k seja continua;

e 0 conjunto dos nao-zeros de qualquer fungao polinomial for denso (ca-
so k seja infinito);

e k\ {0} seja denso em k (novamente, caso k seja infinito)

serd apropriada para qualquer demonstracao deste artigo.
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2.2 Fim da demonstragiao do teorema

A fim de demonstrar que a segunda condicao do teorema implica a
primeira, basta ver que se k for um corpo infinito e se existisse um conjunto P
nas condig¢oes descritas no enunciado, entdo o conjunto

S= ) P({o}),

pPepP

onde P~1({0}) é a imagem reciproca de {0} por P, seria fechado. Posto
de outro modo, o conjunto dos pares (M, N) de matrizes semelhantes seria
um fechado de M, (k) x M,(k). No entanto, isto é impossivel, mesmo para
n = 2. Para se ver porqué, considere-se o conjunto

(696

Entao 7 C S; por outras palavras, qualquer elemento de 7 é um par de
matrizes semelhantes. Mas T néo é fechado; de facto, a sua aderéncia contém
o par ordenado ((§9),($1)). Isto é 6bvio quando k é um subcorpo de C e
a topologia é a usual e, no caso da topologia de Zariski é uma consequéncia
de, para cada funcdo polinomial P de M, (k) x M, (k) em k tal que cada
elemento de 7 é um zero de P, cada ¢t € k \ {0} ser um zero da funcao
polinomial

tek\{o}}.

k — k

el 1)6)) )

Mas, visto que k é um corpo infinito e que qualquer fungdo polinomial de
uma varidvel tem somente um nimero finito de zeros (a menos que seja a
funcao nula), 0 é necessariamente um zero da fungao . Logo, o conjunto
S teria que conter o par ordenado (({9),(31)), o que nao é possivel, visto
que as matrizes que formam o par ndo sao semelhantes. Um argumento
analogo permite demonstrar o teorema para cada n > 1.

Antes de se prosseguir, vejamos que uma demonstracdo mais topolé-
gica do facto de que, relativamente a topologia de Zariski, o par ordenado

((§9).(¢1)) adere a T pode ser obtida pelo seguinte processo: a fungéo

R
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é um homeomorfismo e 7 = ¥ (k \ {0}). Visto que 0 adere a k \ {0} em k
(pois k \ {0} ¢ uma parte infinita de k), o par ordenado ((39),(§1)) adere

necessariamente a 7T .

Corolario 2.1 Sek for um corpo infinito e sen > 1, entdo nao hd nenhum
conjunto P de fungoes polinomiais de My (k) em k tais que, para quaisquer
duas matrizes M, N € My (k), as sequintes condi¢oes sejam equivalentes:

1. as matrizes M e N sdo semelhantes;
2. (WP e€P): P(M)=P(N).

De facto, se um tal conjunto P existisse, entao seja P’ o conjunto das
fungoes polinomiais de M, (k) x M, (k) em k da forma

(M,N)— P(M)— P(N) (PeP).
E entdo claro que, para quaisquer duas matrizes M, N € M, (k), as condicdes

1. M e N sao semelhantes;
2. (VPeP):P(M,N)=0

seriam equivalentes, o que contraria o teorema 1.1

3 Segunda aplicacao

3.1 Polinémios invariantes

Havera outras fungdes polinomiais P: M, (k) — k, além do trago e do
determinante, tais que P(M) = P(N) sempre que M, N € M,(k) sao ma-
trizes semelhantes? Tais polinémios vao ser designados por «polinémios
invariantes» e o conjunto de todos esses polindmios vai ser representado por
Z(M,(k)). Obviamente, é possivel construir novos polinémios invariantes a
partir do trago e do determinante (tal como det® —3 det x tr 45, por exem-
plo) mas, como veremos, quando n > 2 hé outros polinémios invariantes
além daqueles que podem ser obtidos por este processo.

Convém observar que Z(M,(k)) é uma dlgebra, ou seja, que se P, Py €
IZ(M,(k)) e se A € k, entdo P, + P», P, x P, e AP; pertencem todos a
Z(My(k)). Em geral, quando se tem uma algebra F de fungoes de um con-
junto X em k, h& duas propriedades que uma parte finita S = {aq,...,a,}
de F pode ter ou nao:
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e 0 conjunto S pode gerar a algebra A, ou seja, A pode ser a tnica
subalgebra de A que contém S;

e o conjunto .S pode ser algebricamente independente, ou seja, é possivel
que a unica fungao polinomial p: A" — A tal que p(aj,...,a,) =0
seja a funcdo nula.

Considerem-se os polindémios Py, Ps, ..., P, de P(M,(k)) tais que, para
cada M € M, (k),

det(M — 21d) = (=1)"z" + (=1)" " 'Py(M)z""! 4 .. + P,(M).

Obviamente, P, = det and P; = tr. Observe-se que det(M — zId) é o
polinémio caracteristico de M.

Teorema 3.1 Se k for um corpo infinito, entdo os polinomios Pi,..., P,
sao algebricamente independentes e geram Z(My,(k)).

Por exemplo, se n = 3, entéao

a1l a2 ais
Py a1 aze a3 | = ajias + aj1asz + aseazz — aipazr — 413031 — 423032.
azr asz as3

Visto que o traco, o determinante e P; sdo algebricamente independentes,
isto prova que P; é um polinémio invariante que nao pode ser obtido a partir
do traco e do determinante.

Seja Dy, (k) C M, (k) o conjunto das matrizes diagonais e seja Z(Dy,(k))
o conjunto das fungoes polinomiais P: D, (k) — k tais que, para qualquer

permutagdo o do conjunto {1,2,...,n} e quaisquer ay,aqg,...,a, €k
ag 0 - 0 ay(1) 0 0
p|0 e Y op| U e 2)
00 - an 0 0 g

A demonstragao do teorema terd por base o

Teorema 3.2 Seja k um corpo infinito. Se P € Z(M,(k)), endo a restri¢ao
de P a Dy(k) pertence a Z(Dy,(k)). Além disso, a fungio restrigio

r: IZ(Mpk)) — Z(Dypk))
P — P|Dn(lk)

€ um isomorfismo de dlgebras.
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Observe-se que o espago vectorial D, (k) é naturalmente isomorfo a k™
e que, portanto, a algebra Z(D,(k)) é naturalmente isomorfa a &lgebra dos
polinémios simétricos em n varidveis. Se p1,ps, ..., p, forem os polinémios
simétricos elementares, com

pl(ajl,...,l'n) = ZZ’Z

(A
p2(x1,...,xn) = inxj

1<J
Pr(T1, o Tn) = X1 Ty,
entdo p1,p2,...,Pn sdo algebricamente independentes e geram Z(D,(k))

(veja-se [0}, §4.1.2], [6} §2.13] ou [7, §IV.6]). E claro que se i € {1,2,...,n},
entdo P Dn(k) = Pi €, portanto o teorema resulta do teorema

Antes de se demonstrar o teorema [3.2] vejamos uma ligacdo importante
entre o polinémio caracteristico de uma matriz M e os polinémios simé-
tricos elementares. Se k for algebricamente fechado, entao a matriz M ¢é
semelhante a uma matriz triangular superior ([3, §9.8] ou [6, §3.10])

A1oai2 a3z - aip
N — 0 X2 a - a ’
0 0 0 - A

onde os \;’s sdo os valores préprios de M. Mas entdo o polinémio carac-
teristico de M é igual ao polinémio caracteristico de IV, ou seja, é igual
a

(=1)"z" 4+ (—1)"_1]91()\17 e )\n):p”_l + (—1)"_2])2()\1, cey An)t
-f—‘-'—i-pn(/\l,...,)\n).

Para demonstrar o teorema [3.2] iremos comegar por demonstrar que,
se P € I(My(k)), entdo P|p, k) € Z(Dn(k)). Se o for uma permutagao

de {1,2,...,n} e se ai,...,a, € k, considere-se a matriz A € M,(k) tal
que, se eq,. .., e, for a base canénica de k", entdo A - e; = e,(;), para cada
i€{l,...,n}. E entdo claro que
ag 0 - 0 agy 0 o 0
s 0 a.z 0 e 0 %.(2) Q
0 0 . Qan, 0 0 e ao_(n)
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e, portanto, que se tem .

A sobrejectividade de r resulta imediatamente do facto de os polinémios
simétricos elementares, que estao na imagem de r, gerarem Z(D,,(k)).

Finalmente, para se demonstrar que r é injectiva, toma-se P € Z(M,,(k))
tal que r(P) = 0. Entao P(M) = 0 para qualque matriz diagonizavel M.
Caso o corpo k seja algebricamente fechado, entdao P = 0, visto que o con-
junto das matrizes diagonalizéveis é denso em M, (k) relativamente a topo-
logia de Zariski, como serd visto mais a frente. Se k nao for algebricamente
fechado, seja k a sua aderéncia algébrica (ou, mais geralmente, algum corpo
algebricamente fechado que contenha k). Seja GL, (k) o conjunto das ma-

trizes invertiveis de M, (k). A fungdo P pode ser prolongada a uma e uma

s6 fungdo polinomial de M, (k) em k; com efeito, se P se definir por

T11 T2 . Tin
€21 T2 - X2n
P =X ey
1<i,g<n
Tnl Tp2 °° Tnn

entdo exactamente a mesma expressao pode ser usada para definir uma
fungdo polinomial (qua serd também representada por P) de M, (k) em k.
Caso M € M, (k), entdo a fungao

Ry : GL, (R) s k
A s P(A™1- M- A) — P(M)

Ty
zt

w5 ) =r (s (5 )06 9) w2 )

Esta funcao pode ser escrita como o quociente de duas fungdes polinomi-
ais P*,P*™* ¢ P (Mn (K)) e Ryler,x) = 0, o que equivale a afirmar que
P*lar,w = 0. Logo, P*|yr, @) = 0, pois, uma vez que k ¢ infinito e que
GL,(k) é o conjunto dos nao-zeros do determinante, GL,(k) é denso em
M, (k). Mas, como P* é um polinémio com coeficientes em k, decorre daqui
que P* =0, e isto quer dizer que

é uma funcdo racional. Se, por exemplo, n=2e M = (7 Y), tem-se

(VA € GLy(k)) - P(A™" - M - A) = P(M). (3)

Por outro lado, P|p, «) = 0 e, portanto, P]Dn@) = 0, novamente por P ser

um polindémio com coeficientes em k. Como ja foi visto, resulta daqui, de (3))
e de k ser algebricamente fechado que P = 0.
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A fim de completar a demonstragdo do teorema tudo o que resta
entdo fazer é provar que o conjunto das matrizes diagonalizaveis é denso em
M, (k) quando k for algebricamente fechado.

Suponha-se que k é algebricamente fechado e seja D o conjunto das
matrizes de M, (k) cujo polinémio caracteristico tem n raizes distintas. E
claro que cada matriz de D é diagonalizavel, pelo que, se se provar que D
é denso em M, (k), ficard provado que o conjunto das matrizes diagonali-
zéveis é denso em M, (k). Se M € M,(k) e se Py(z) for o seu polinémio
caracteristico, como se estd a supor que k é algebricamente fechado, Pys(z)
pode-se exprimir como um produto [];<;c,(z — A;). Entdo M € D se e s6
se i # j = \; # \;. Considere-se o discriminante de Pyr, o qual é, por
defini¢ao, o nimero [, ;(\i — Aj)2. Este ntimero ¢ diferente de 0 se e s6 se
M € D. Sabe-se [6, §4.8] que o discriminante de um polinémio ménico P
pode ser escrito como um polinémio nos coeficientes de P. Por exemplo, o
discriminante de um polinémio ménico de segundo grau 2 +ax +b é a® — 4b.
Como, por outro lado, os coeficientes de Pj; sdo polindémios nas entradas
de M, existe uma funcdo polinomial D: M, (k) — k tal que M € D se e
s6 se D(M) # 0. Logo, os elementos de D sdo os nao-zeros de uma fungao
polinomial de M, (k) em k e, portanto, formam uma parte densa de M, (k).

3.2 Polinémio caracteristico e polinémios invariantes

E consequéncia da definicio dos polinémios P; e do facto de estes gerarem
Z(My,(k)) que se tem o

Corolario 3.1 Se duas matrizes M, N € M, (k) tiverem os mesmos polind-
mios caracteristicos, entdo, para cada P € T(M,(k)), P(M)= P(N).

Logo, se duas matrizes M e N tiverem os mesmos polindémios caracte-
risticos, ndo existe nenhum polinémio invariante P tal que P(M) # P(N).

Por outro lado, o corolario também é um corolario do teorema |3.1
Com efeito, se existisse um conjunto P com as propriedades do enunciado
desse corolario, entdo seria um subconjunto de Z(M,(k)) porque, por hi-
pétese, a primeira condicao implica a segunda. Mas se M for uma matriz
triangular estritamente superior (ou seja, se for uma matriz triangular supe-
rior tal que todas as entradas da diagonal principal sejam nulas) que nao seja
a matriz nula 0, entdo o polinémio caracteristico de M é igual a (—1)"z",
isto é, é igual ao polinémio caracteristico da matriz nula. Resulta do coro-
lario que P(M) = P(0), para cada polinémio invariante P e, portanto,
que P(M) = P(0) para cada P € P.
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4 Outras abordagens e generalizacoes

Alguns leitores deste artigo poderdo conjecturar que o facto de Z(M,(k))
ser gerado pelos polindmios (H)ie{17.__7n} pode ser provado usando Teoria
dos Invariantes. De facto, assim é; veja-se [5, ch. 4], por exemplo. No
entanto, a demonstracao do teorema vista acima é muito mais curta do
que a demonstracdo que se obteria pelos métodos genéricos da Teoria dos
Invariantes.

Finalmento, convém saber que o teorema [3.2] € um caso particular de
um resultado classico de Teoria das Representagoes, nomeadamente o te-
orema da restricdio de Chevalley (veja-se [I, §VIII.8.3] para o enunciado
e para a demonstracdo usual quando k é um corpo de caracteristica 0).
Os métodos acima empregues para demonstrar que r é injectiva e que
r(Z(Mp(k))) C Z(Dn(k)) sdo essencialmente os mesmos que sao usados
na demonstragao do teorema. No entanto, no caso geral é muito mais di-
ficil provar que r (Z(My(k))) = Z(Dn(k)). A demonstracdo usual recorre a
classificacao de Cartan-Weyl das representacoes de dimensao finita das dlge-
bras de Lie reductivas. Uma demonstragdo mais recente e muito mais curta,
quando k = R, usa integragdo em grupos compactos (veja-se [2, p. 42]).
Uma demonstracao do teorema no caso em que k = C pode ser vista em
[8, appendix BJ; é essencialmente a mesma que foi vista acima no caso dos
corpos algebricamente fechados.

5 Existe algum algoritmo?

Este artigo s6 elimina a possibilidade de existir um tipo concreto de algo-
ritmo para determinar se duas matrizes sdo ou ndo semelhantes, mas nao
se deve pensar que um tal algoritmo nao existe de todo. De facto, um tal
algoritmo é descrito em [3], ch. 9] e, provavelmente, remonta ao século XIX

.
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