EXISTE UM SUDOKU COM 16 PISTAS?
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Resumo: Nesta pequena nota damos noticia da resolugao recente do pro-
blema do nidmero minimo de pistas de um Sudoku, um problema importante
no estudo matematico do Sudoku, que se manteve em aberto por muitos
anos.

Abstract: In this short note we report on the recent solution of the problem
of the fewest number of starting clues of a Sudoku puzzle, a long-standing
problem for those who study the mathematics of Sudoku.

1 O problema do niimero minimo de pistas

Existem 9 x 9 = 81 quadrados numa grelha de um Sudoku. Nos puzzles
Sudoku alguns desses quadrados estao preenchidos com algarismos (as pistas)
de modo a que exista precisamente uma maneira de completar a grelha (de
acordo com regras que toda a gente conhece). Tipicamente, nos jornais
e revistas sdo dadas cerca de 25 pistas. Podemos diminuir esse nimero,
tornando os puzzles ainda mais dificeis?

Claro que se diminuirmos muito esse nimero, corremos o risco do puzzle
passar a ter varias solugoes, deixando de ser védlido. Por exemplo, a grelha
inicial com 16 pistas da Figura 1 ndo é um puzzle valido pois admite duas
solugbes (trocando entre si os 8’s e os 9’s, como indicado na figura).
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Figura 1. Puzzle Sudoku com 16 pistas e duas solucdes

Isto mostra que, apesar de ndo precisarmos de saber matematica, nem
mesmo aritmética, para resolver um puzzle Sudoku — basta raciocinarmos
de forma légica —, o puzzle motiva uma série de problemas matematicos
muito interessantes [I, [3, 8]. O problema acima levantado (muito conhe-
cido por estar em aberto hd muito tempo) é um deles, e é habitualmente
formulado na seguinte forma:

Problema. Qual o numero minimo P de pistas que um puzzle vdlido pode
ter?

Nao ¢ dificil concluir que P < 17 pois existem muitos exemplos, como
o da Figura 2, de puzzles vilidos com 17 pistas (Gordon Royle mantém em
[6] uma coleccao de 49 151 puzzles validos com 17 pistas!).

8 1 2|13|7]8|4|1]5[6|9
413 118[6]7]9]5]2]4]3

5 5/9(4]3/2(6]7|1]8
7 8 3/1|5]6|7(4]8|9|2

1 416/9]5/8|2]|1|3]|7

2 3 7/2/8]1/3/9]4|5|6
6 715 6/4(2]9|1|8]3|7|5
314 8|5|3]4|6|7]9|2]|1
2 6 9|7|1]2|/5/3]6/8|4

Figura 2. Puzzle com 17 pistas e solucdo (nica

Podemos baixar o limite superior de P para 167 Até hoje ninguém
encontrou nenhum exemplo de um puzzle valido com 16 pistas. O melhor
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que se conseguiu foi encontrar exemplos como o da Figura 1, com 16 pistas
e exactamente duas solugdes, o que motivou a seguinte conjectura:

Conjectura. P = 17.

(Atengao: isto ndo significa que todos os sudokus contenham um puzzle
valido com 17 pistas — de facto, s6 uns poucos contém —; significa que
nenhum sudoku contém um puzzle vélido com 16 pistas.)

Tem havido muita discussdo sobre esta conjectura, incluindo al-
gumas provas erradas, nos blogues de discussdao sobre o assunto
(forum.enjoysudoku.com e www.setbb.com/sudoku). Em particular,
tem-se tentado resolver o problema usando somente matemadtica (sem a
ajuda de computadores), mas essas tentativas tém-se revelado infrutiferas.
Com efeito, é muito facil concluir que um puzzle com 7 pistas terd sempre
multiplas solugoes (porque dois dos algarismos em falta nas pistas podem
ser sempre trocados entre si em qualquer solugdo), mas quando passamos
para 8 pistas ja parece ser muito dificil encontrar um argumento tedrico que
justifique o facto do puzzle continuar a ter miltiplas solugoes. Pior ainda
serd com 16 pistas! Tudo indica estarmos ainda muito longe de uma solugdo
puramente matematica.

Assim, todos os ataques mais prometedores ao problema tém sido re-
alizados na base da forca bruta e alguma combinatoria, tentando verificar
exaustivamente (com a ajuda de supercomputadores) todas as hipéteses pos-
siveis. Como?

O algoritmo 6bvio de pesquisa exaustiva, dentro de um dado Sudoku,
de um conjunto de 16 pistas que constitua um puzzle valido, testa todos os
subconjuntos de cardinal 16 do Sudoku dado, a procura de um que tenha
o Sudoku inicial como solu¢do tnica. Claro que esta estratégia conduz a
solugdo do problema, mas parece ser impraticivel. De facto, s6 a pesquisa
numa grelha completa de Sudoku ja consumirda muito tempo pois o niimero
de subconjuntos de cardinal 16 num conjunto com 81 elementos é igual a

81\ _ 16
(16> ~ 3,4 x 10%,

Mas néao temos que testar s6 uma grelha. Existem (ver [2])
6670903 752021072 936 960 ~ 6,7 x 10*!

grelhas completas de sudoku! Claro que nao é necessario analisar todas elas.
Por exemplo, nao alteramos a natureza do Sudoku se permutarmos os seus
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algarismos pois é evidente que a grelha depois de permutada conterd um
puzzle com 16 pistas se e s6 se a grelha inicial contém um puzzle com 16
pistas (podemos até usar quaisquer 9 simbolos para representar os diferen-
tes algarismos). Além da renumeragdo da grelha, podemos aplicar outras
transformagoes de equivaléncia que nao alteram a natureza da grelha:

e Permutacgoes: das filas dentro de cada bloco ou dos blocos (um bloco
de linhas — ou colunas — é o conjunto de linhas — ou colunas — 1-3, 4-6
ou 7-9).

e Transposicao da grelha.

Estas transformacoes de equivaléncia, com a operacao de concatenacao, for-
mam um grupo. Diz-se que dois Sudokus sdo equivalentes se um se pode
obter do outro por uma sequéncia de transformagoes de equivaléncia (ou
seja, por um elemento daquele grupo). Trata-se de uma relagdo de equiva-
léncia e é facil provar que

Um Sudoku contém um puzzle vdlido com 16 pistas se e sé se
todos os sudokus a ele equivalentes contém um puzzle vdlido com
16 pistas.

Entéao sera suficiente realizar a pesquisa num conjunto de representantes
de todas as classes desta relacdo de equivaléncia. Contudo, mesmo apds
esta redugdo, o ntimero de grelhas continua a ser muito grande: o grupo
das transformacoes de equivaléncia tem ordem 9! x 6* x 6% x 2 e usando
o Lema de Burnside da teoria dos grupos é possivel concluir que existem
exactamente 5472 730 538 classes de equivaléncia [7]. Temos assim que testar
todas as 3,4 x 10'6 grelhas com 16 algarismos contidas em cada um destes
5472730538 Sudokus! E para isso, precisamos de ter a partida um conjunto
enumerado de representantes dessas classes de equivaléncia...

Esta estratégia de resolucdo tem pois esbarrado sempre na complexidade
computacional da tarefa. Como afirmou Royle no seu blogue ([6]) a 3 de
Janeiro de 2011: “Doing the numbers suggests that something clever will be
needed to solve this; even projected computer advances won’t be enough to
resolve it in my lifetime...”.

Surpreendentemente, no passado més de Janeiro, este problema parece
ter sido ultrapasssado e a conjectura foi finalmente resolvida, na afirma-
tiva, por Gary McGuire, Bastian Tugemann e Gilles Civario em [5]. Estes
conseguiram dar a volta ao problema de uma forma inteligente, analisando
matematicamente os chamados conjuntos inevitdveis de pistas (um subcon-
junto S de pistas numa grelha completa G de um Sudoku é inevitdvel se
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o complemento G ~\ X pode ser completado num Sudoku de multiplas ma-
neiras), o que lhes permitiu reduzir muito o niimero de casos a pesquisar,
obtendo a solucdo em tempo 1til. A prova foi realizada com a ajuda de um
novo algoritmo e de mais de 7 milhoes de horas de trabalho computacional
realizado por alguns supercomputadores ao longo de todo o ano de 2011.
Todos os pormenores sobre esta abordagem encontram-se em [4] e [5].

2 Variantes do problema

2.1. A solucdo do problema oposto ao problema do niimero minimo de
pistas (determinag¢do do nimero mdximo de chaves que ndo garante uma
solugdo 1inica) é bem conhecida: 77. De facto, é muito facil ver que com 80,
79 ou 78 pistas dadas, existindo solugao, esta é inica. Mas o mesmo ja nao
se pode garantir para 77 pistas, como o exemplo seguinte mostra:

314/5(6(7[8]9 121211314 |5(6[7[8]9
415(6(7/8[9]1]2|3 4/5(6(7/8[9]1]2|3
718(9[1]2(3]4|5|6 718/9[1]2[3]4|5|6

413(9|8(5(6|7 21112/1413(9|8|5|6|7
8/6/5[2[7]1[3]9]4 8/6/5(2(7[1]3]9]4
9/3|7|6/4|5]8]1|2 9/3|/7|6/4]5]8|1|2
3/4/118(6[2]|9]7|5 3/4/1(8[6[2]9]7|5
5/712]9(1]4]|6]3|8 5/712(9]1]4]6]3|8
6/9/8|5(3|7|2]4]|1 6/9/8[5(3]7]2]4]|1

Figura 3. Puzzle com 77 pistas e duas solucGes

2.2. A grelha da Figura 4 detém o recorde mundial da grelha com o maior
nimero conhecido de puzzles com 17 pistas: 29, todos descobertos por Gor-
don Royle [6] (cf. [5]). Este recorde pode ser melhorado?
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Figura 4. Sudoku que contém exactamente 29 puzzles com 17 pistas

2.3. Muitos puzzles Sudoku como os da Figura 5 (transcritos de [8] e [9],
respectivamente) sdo rotacionalmente simétricos, no sentido em que uma
rotacdo de 180° da grelha resulta numa grelha com um padrao semelhante
na localizagdo das pistas (este tipo de puzzles é muito comum, por razoes
estéticas). O que se pode dizer sobre o niimero minimo P neste tipo de
puzzles?

Bem, neste caso, o limite superior de P passa para 18 (repare que os
puzzles da Figura 5 sdo exemplos de tais puzzles) mas ainda nao se conhece
0 seu valor exacto:

Conjectura. Nos puzzles rotacionalmente simétricos, P = 18.

E expectéavel que o mesmo tipo de anélise resolva o problema num futuro
préximo...
Deixamos para o leitor o desafio de resolver os puzzles da Figura 5.

8 4 8
6 3 6|9
1 214 113
5 7 8 3
3 6 4 6
1 2 5 2
52 1 219
8 7 1/4
4 7 2

Figura 5. Puzzles rotacionalmente simétricos com 18 pistas
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