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Resumo: Um dos truques com cartas mais populares entre os apreciadores
destes passatempos é o seguinte. Com um baralho de 32 cartas, comecamos
por distribuir, ciclicamente e em sequéncia, as cartas por trés montes, de
modo que estes ficam com 11, 11 e 10 cartas, respectivamente, com as fa-
ces ilustradas pelos naipes voltadas para cima. Entretanto, um espectador
escolhe em segredo uma das cartas e, no fim da reparticdo delas pelos trés
montes, aponta aquele que contém a carta que seleccionou. Apds receber
esta informagdo, reunimos os trés montes, agora com as faces voltadas para
baixo e de modo que o monte escolhido fique no meio, com um monte de
11 cartas por cima dele. Repetimos este procedimento quatro vezes, findas
as quais exibimos a carta eleita. Como a descobrimos?, perguntara o lei-
tor. No que se segue, contar-lhe-emos por que funciona este truque através
do estudo de um sistema dindmico que descreve o movimento e a posi¢do
da carta escolhida. E generalizaremos esta abordagem dindmica a outros
baralhos.

Abstract: One of the most appreciated playing card tricks runs as follows.
We take a deck of 32 playing cards with the faces up and deal the cards,
one by one, cyclically into three packs of 11, 11, 10 cards. Meanwhile,
a bystander secretly chooses a card and tells us which pack contains it.
We then collect the cards with the faces down into one deck, putting the
indicated pack between the other two while ensuring that a pack with 11
cards goes on top. After four steps of this procedure, we display the elected
card. How did we guess it? We will explain this riddle, after analyzing the
properties of a dynamical system that models this game, and will generalize
this dynamical approach to other decks.

palavras-chave: Sistema dindmico discreto; ponto fixo; érbita pré-periddica.
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36 DINAMICA DE UM TRUQUE DE CARTAS

1 O truque

No que se segue, usaremos o simbolo X para indicar que a carta estd com a
face ilustrada voltada para baixo e [l para a posi¢ao contraria. Consideremos
um baralho de 32 cartas e posicionemo-lo com as faces ilustradas voltadas
para baixo, que imaginamos numeradas de 1 a 32

X 1
X 2
I

X 31
X 32

sendo a carta etiquetada com o nimero 1 a que estd no topo do baralho
e, portanto, a que saird primeiro na distribuicdo das cartas por montes.
Quando repartimos as cartas numa mesa por trés montes, agora com as
gravuras dos naipes voltadas para cima, formamos trés sub-baralhos, com 11,
11 e 10 cartas, respectivamente, de faces voltadas para cima. A configuracio
delas é a representada pelo esquema

31 32 —
L 28 29 30
Ll 25 26 27
L7 8 9
] ) 6
L1 2 3

em que a ultima linha indica as cartas em contacto com a mesa. Entretanto
um espectador escolhe uma carta e indica qual o monte que a contém. Com
este dado, invertemos os trés montes (as faces estdo agora voltadas para
baixo) e reunimo-los de modo que o monte escolhido fique no meio, com um
monte de 11 cartas por cima dele.

Por exemplo, se o monte apontado tiver sido o primeiro (com as cartas
0 31,28,25,---,7,4,1), pegamos no segundo monte, invertemo-lo, coloca-
mos o primeiro monte igualmente invertido por baixo e finalmente pomos
o terceiro no fundo, com as faces também voltadas para baixo. E o que
mostra o diagrama que se segue

X 258 -+ 2629 32 147 ... 2528 31 369 --- 242730
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M. CARVALHO, J. M. SANTOS 37

onde 2 é a carta do topo e 30 a do fundo do baralho. Se, pelo contrario,
o monte indicado tiver sido o terceiro (o que tem a carta [ 3), pegamos
no primeiro e segundo montes, invertemo-los e colocamos o terceiro monte
igualmente invertido no meio deles:

X 147 ... 252831 369 --- 242730 258 -+ 2629 32

Depois de repetir 4 vezes este procedimento (rotina que designaremos por
R), retiramos a carta que estd na 17* posicdo do tltimo baralho (a contar
do topo), e essa é a carta eleita pelo espectador.

2 Formulacao matematica do truque

O nosso objectivo é descobrir um modo expedito de descrever a posiciao da
carta escolhida no fim da execugdo da rotina R, apesar de ndo conhecermos
tal carta nem a posicao inicial dela.

Apliquemos a rotina R do truque a ordenacéo inicial do baralho, dada
por (X 1,2,---,32), e suponhamos que a carta escolhida em segredo é a
i-ésima carta do baralho inicial (contando a partir do topo). Feitos os trés
montes, ela fica na posicao .

i
5|

do seu monte, contando a partir da mesa, onde [z | designa o menor inteiro
néo inferior a x. Antes de reunirmos estes montes, viramos cada um, inver-
tendo portanto a posicao das cartas. Esta operacdo garante que a posi¢do no
monte da carta eleita (isto é, [%—‘) ¢é preservada se agora a determinarmos a
partir do topo do monte. Reunidos os trés montes no baralho, com o monte
especial que contém a i-ésima carta no meio e um monte de 11 cartas em

cima, a carta eleita, que era a [4 -ésima carta do seu monte, passa a estar

3
na posicao ‘
i
11 -
+]3
do novo baralho (contando a partir do topo).

Exemplo: Suponhamos que a carta escolhida é a 13* do baralho inicial.
Dispostos os trés montes sobre a mesa, esta carta passa a ser a 5 do primeiro
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38 DINAMICA DE UM TRUQUE DE CARTAS

monte, contando a partir da mesa:

O 31 32 -
O 28 29 30
O 13 14 15
O 10 11 12
0 7 8 9
0 4 5 6
0 1 2 3

Ao inverter os trés montes, a carta escolhida fica na 5 posi¢do do seu monte
mas agora a contar desde o topo:

X 1 2 3
X 4 5 6
X 7 8 9
X 10 11 12
X [13] 14 15
X 28 29 30
X 31 32 -

Ao reunir os trés montes invertidos, a carta escolhida fica na 16* posi¢do
deste novo baralho:

X 25 ---2932 14710 13| --- 28 31 36 --- 30

Assim sendo, a fungao f:{1,2,---,32} — {1,2,---,32} que a carta esco-
lhida, a i-ésima contando a partir de cima do baralho inicial, atribui a sua
posicao ao fim de uma etapa completa da rotina R, é dada por

i€{1,2,---,32} — f(i) =11+ M

E, portanto, a 6rbita dessa carta por f indica qual é a posicdo dela em
cada novo baralho, obtido de cada vez que se completa o procedimento R.
O segredo do truque é entdo o seguinte: ao fim de quatro iterados de f
(ou seja, depois de repetir a rotina R quatro vezes), sabemos onde estd
a carta escolhida mesmo ndo conhecendo a sua posicdo inicial i. E o que
explicaremos nas préximas secgoes.
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2.1  Orbitas

Consideremos um conjunto X e uma fung¢éo f : X — X. Como a imagem de
f estd contida no seu dominio, podemos compor f consigo mesma quantas
vezes quisermos. Desse modo, associamos a f a familia de funcgoes

f"=fofo---of, acomposicdo de f consigo mesma n vezes, se n € N

1o Identidade de X

e, para cada x € X, temos definida uma sucessao, (f"(z)),,cn, que se designa
orbita de x por f. O conjunto de todas as orbitas é o sistema dinamico
determinado por f.

Exemplo: (A referéncia [I] contém muitos outros.)

(1) Seja, para = > 0, f(z) = v/2+ x. A érbita de 2 é a sucessao constante
de termo geral igual a 2, uma vez que 2 é ponto fizo de f: 2 é a solucao da
equacdo f(z) = x, ou seja, a abcissa do ponto de intersecgao do grafico de
f com o grafico da Identidade. A 6rbita de 0 é a sucessdao

0, V2, 2+ V2, ---,\/24_\/24_\/24_...\/5,...

que é mondtona crescente e converge para o ponto fixo 2. Na Figura [
podem ver-se os graficos da funcao f(z) = /2 + x e da Identidade, e um
esquema da evolugdo da drbita de 0 que se obtém desenhando segmentos
verticais e horizontais que ligam sucessivamente os pontos (f"(0), f"(0)),
(f™(0), fmTL(0)) e este a (f*1(0), f7*1(0)), para 0 < n < N, sendo N um

1
natural suficientemente grande. (2) Se, para z > 0, f(x) = —, a érbita de
x

1 é a sucessdo constante de termo geral igual a 1 e a 6rbita de 0 < zg # 1 é
a sucessao

1
Zo, —, Zo, " -
x
Ou seja, xg é um ponto fixo de f2; diz-se ponto periddico de periodo 2
1
(Figura ). (3) A funcdo f(z) = 1+ —, para x > 0, tem um tnico ponto
x
1+V56
2

fixo, , € a Orbita de 1 é dada por

N W

5 Cn+1
3 ’77...

Boletim da SPM 70, Junho 2014, pp. 35-67



40 DINAMICA DE UM TRUQUE DE CARTAS

Figura 1: Orbita de 0 pela funcio f(z) = /2 + z.

onde (cy),,cn ¢ a sucessao de Fibonacci. Para esta (ou qualquer outra drbita
nao fixa), as sucessoes dos termos pares e dos termos {mpares sdo estri-
tamente mondtonas e limitadas, logo convergentes; além disso, a diferenca
entre termos sucessivos da érbita tende para zero. E, portanto, a érbita tem
limite, que é o ponto fixo de f (Figura ().

Quando a funcao f : X — X ndo é injectiva, pode acontecer que uma
Orbita atinja, ao fim de um nimero finito de iterados, uma érbita peridédica.
Por exemplo, se f(x) = 22, z € R, entdo f tem dois pontos fixos (0 e 1) e a
orbita de —1 é —1,1,1,---. Em geral, dados um ponto fixo p de f e g # p
tais que existe m € N verificando f™(q) = p, diz-se que q é pré-periédico e
o pré-periodo é o menor natural m nas condicbes anteriores.

2.2 Dinamica do truque

Comecemos por determinar os pontos fixos da funcao

ie{1,2,--,32} — f(i)=11+ M

Fixado z € {1,2,--- ,32}, da divisao inteira de x por 3 obtemos d € N U {0}
er € {0,1,2} tnicos tais que

T =3d+r.
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. 1
Figura 2: Orbita de % pela funcao f(x) = —.
x

A fungdo f(x) = 11 + [£] ¢, nesta formulagdo, dada por

11 +d ser=20
f(3d—|—7“)—{ 11+d+1 ser=1our=2.

Assim, a equagdo que descreve os pontos fixos, f(x) =z, é

11+d=3d ser=20
11+d+1=3d+1 ser=1
11+d+1=3d+2 ser=2.

Ora, destas trés equagdes, apenas a terceira (correspondente a r = 2) é
solivel no dominio de d, obtendo-se dela o valor d = 5. Consequentemente,
3d + r =17 é o tnico ponto fixo de f.

Recorde-se que a carta seleccionada secretamente tem, nos sucessivos
baralhos obtidos pela iteragdo da rotina R, uma posi¢do dada pelos iterados
de f. Provaremos que a carta seleccionada é fixa ou pré-periddica e que,
neste caso, cai no ponto fixo que acabamos de calcular em nao mais do que
quatro iteracoes de f.

Proposicdo 1 Para todo o x € {1,2,...32}, tem-se f*(z) = 17.
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42 DINAMICA DE UM TRUQUE DE CARTAS

. 1
Figura 3: Orbita de 1 pela fungao f(z) =1+ —.
x

Demonstragao: Basta que determinemos as pré-imagens de 17 por f, isto
é, o conjunto

ST

(G

n=1

€ mostremos que
4
U {1y ={1,2,...32}.
n=1

O subconjunto A; dos elementos de {1,2,...,32} cuja imagem por f é 17 é
dado por:

Ay = {xe{l,2,...,32}: f(x) =17}
_ {xG{l,Q,...,?)Z}:ll—i—[g—‘:17}
_ {x6{1,2,...,32}:[§]:6}
— {16,17,18}.

Analogamente, o subconjunto Ay de {1,2,...,32} \ 4; cuja imagem por f?
é 17 é formado pelos elementos de {1,2,...,32}\ A; cuja imagem por f estd
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em Ay, ou seja:
A = {ze(,2,...,320\ A1 f(2) =17
= {ze{l,2,...,32}\ A : f(x) € {16,17,18}}
- {x6{1,2,...,32}\A1: {ﬂ 6{5,6,7}}
= {13,14,15,19,20,21} .

w

Do mesmo modo, os elementos de {1,2,...,32} \ (A; U A2) que ao fim de
trés iterados por f estdo em {17} séo os de

Ay = {xe{l,Q,...,32}\(A1UAQ):f?’(x):l?}
= {1‘6{1,2,...,32}\(141UAQ):f(.%')EAQ}

- {:ce{l,Q,...,?)Q}\(Al U As): %W 6{2,3,4,8,9,10}}
— {4,---,12) U {22,---,30}.

Falta apenas calcular a imagem de f* restrita a {1,2,3,31,32}. Ora,
f({1,2,3}) = {12} e 12 € As; analogamente, o primeiro iterado de {31, 32}
é {22} e 22 € A3. Logo, ao fim de quatro iterados, o conjunto {1, 2, 3,31, 32}
¢ levado em {17}. &

3 Generalizacao

Consideremos um baralho com N cartas, um nimero 1 < d < N de montes
e seja p = [%—‘ Dividamos N por d, obtendo ¢ € N e r € NU {0} tais que
0<r<deN =dqg+r, e notemos que
{ p=gq ser=20
p=q+1 ser>0.

Distribuamos as cartas no baralho inicial, numeradas de 1 a N, de modo
ciclico por d montes com as faces ilustradas voltadas para cima. Obtemos:

e ser =20,
0 (¢g-1)d+1 (¢g-1)d+2 --- qd
LI 2d+1 2d + 2 <o 3d
Ll d+1 d+2 -ee2d
o1 2 d

(e cada monte tem p cartas);
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44 DINAMICA DE UM TRUQUE DE CARTAS

e ser >0,
L qgd+1 qd +r — R
8 (¢-)d+1 - (¢g—-1)d+r (g¢g—1)d+r+1 -+ qd
L 2d+1 2d+r 2d+r+1 <o 3d
L d+1 d+r d+r+1 - 2d
01 r r41 e d

(e os montes maiores tém p cartas, os menores tém p — 1).

Depois de indicado um dos montes, por conter uma carta seleccionada,
inverte-se cada um dos d montes de cartas e, finalmente, reiinem-se num
novo baralho, colocando-se um dos montes maiores (com p cartas) sobre o
monte indicado e os montes que sobram por baixo.

Se a posigao no baralho inicial (a contar do topo) da carta escolhida pelo
espectador era i, a posicao desta carta no baralho final é dada por

-T2

Na préoxima seccdo, estudaremos as funcgoes

i €N — gyaq(i) =p+ [ﬂ

para todo o par de naturais p e d com d > 1.

3.1 Dinamica de g, 4

A funcdo g 4, de dominio N, é monétona crescente, e, portanto, cada érbita
¢ uma sucessao mondétona. Se também for limitada, entdo converge e, se g, 4
for continua no limite, este tem de ser um ponto fixo de g, 4. Comecemos
portanto por determinar os pontos fixos desta funcao.

3.1.1 Pontos fixos

Trata-se de resolver a equagao gy, 4(z) = em N. Efectuando a divisao inteira
de z por d, obtemos x = dQ + R, onde Q,R € NU{0} e 0 < R < d. Entao

gpa(r) =p+ EW =p+ [dQTJrRW =p+ [Q+§w.

Lema2 Ve eRVmeZ [m+z|=m+[z].

Demonstracao: Por defini¢do, [« + m| é o menor inteiro a direita de x+m.
Logo
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xr4+m<[z+m] < [x]|+m.
Se a tultima desigualdade fosse estrita, o inteiro [x + m| — m verificaria
x<[x+m]—m<|z]
contradizendo a defini¢do de [z]. O

Pelo Lema [2]

) p+Q se R=0
gp’d(x)_{p—i-Q—Fl se R>0

logo a equagao g, 4() = = é equivalente a

p+Q =dQ se R=0
p+Q+1=dQQ+R seR>0

ou seja,

Qd—-1)=p se R=0
Qd—1)+(R—-1)=p seR>0

Ora, se d — 1 néo divide p, devemos ter R >0, R > 1 e
Qd-1)+(R-1)=p.
Logo um tal ponto fixo z tem de verificar a igualdade

r=dQ+R = dQ+ (p—Q(d—1)+1)
p+Q+1

Note-se ainda que, como 1 < R < d — 1, se tem

=1l =1= el

e, como p=Q(d—1)+ (R —1), de novo pelo Lema 2

[ﬁl _ {Q(d—Z)jl(R—l)w
= {QJF%W
- o+ 5]
= Q+1.
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O ponto fixo é assim dado por
_ p 1 _[ pd
x_p+[d—11_[d—1w

E precisamente o que acontece quando o baralho tem N = 32 cartas e d = 3:

11 x 3
p =11 e a fun¢do g113 = f tem um tnico ponto fixo, [ 5 -‘ =17.

Se d — 1 divide p, R deve ser 0 ou 1. Se R = 0, entao

pd

Se R =1, tem-se
d
r=dQ+1=-"" 411

d—1
E o caso de um baralho com N = 36 cartas e d = 3: p = 12 e a funcéo 912,3
12x3 12x 3
tem dois pontos fixos, X0 18 ¢ - +1=19.

Conclusao:

Proposicao 3
d
(a) Se d — 1 ndo divide p, entdo g, q tem um unico ponto fizo, [%-‘
pd pd
— +1
i—1°a-1"

(b) Se d —1 divide p, entdo g, q tem dois pontos fixos,

3.1.2 Outras 6rbitas

Nesta secgao, provaremos que todas as érbitas por g, 4 terminam, ao fim de
um namero finito de iteragées, num ponto fixo. Comecemos por estabelecer
uma expressao geral para os iterados da funcao g, 4.

Proposi¢do 4 Dados d > 1 e p € N, para todo o n € NU{0} e qualquer

z € N, tem-se
n pd pd 1
%W@ﬁ:[d—1+<m_d—l>ﬁﬁ'

Demonstragao: Fixemos x € N. Para n = 0, a igualdade é imediata uma
vez que
g&d(az) = Identidade (z) =z

e, como r € N,
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[dpfdﬁ(x—dp—_dl) %w ] ==

Suponhamos agora que, para este e um natural fixado n, se tem

n pd pd 1
9p.a(®) = [d—l + (x_ d—l) d_”-"

Entao
n _gn,d(ﬁﬂ)
G (@) = pt+ | w
[ pd P 1
o [d—1+(”€ d—l) dn-‘
P d
r pd 1
[d (d—1+(x_d—1) dn+lﬂ

l
Lema5 VzeRV/eN {%} = [z].
Demonstragao: Consideremos um natural £ e um real z. Como R é a uniao

(disjunta) dos intervalos [s,s + 1[, onde s € Z, existem s € Z e t € [0,]1]
(nicos) tais que z = s +t. Se t =0,

[z}:s:{@-‘.

Set >0, temos [z] =s+ 1 e, como 0 < £t < ¢, sabemos que

o<t oy
l
Por outro lado, pelo Lema 2]
[0z]  [ls+Lt] Ls+[lt] +@
/2 A

oo o[-
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Dos Lemas 2] e Bl resulta que

n p 1
Gpa () = p+ {m + (”U - m) dnJ
1

Consequentemente,

Teorema 6 A funcdo g, q tem um atractor global, o conjunto dos seus pon-
tos fizos.

Demonstracao: Mostraremos que, para todo o x € N, existe um iterado
n € NU{0} tal que gﬁd(az) ¢ um ponto fixo de g, 4. Uma vez que o nimero
de pontos fixos de g, 4 depende de d — 1 dividir ou nao p, faremos essa
distingdo no argumento que se segue.

Se d — 1 nao divide p, entdo, pela Proposicao [3, a funcao g, 4 tem um tdnico

d 1
ponto fixo, [p_—‘ Como d > 1, a sucessdo <_k converge para zero
d—1 d~ ) pen

quando k — +00 e, portanto, para n suficientemente grande, tem-se

pd 1
’(x_ﬁ) | =
Logo, como d — 1 nao divide p,
{ﬂ%x_ﬂ) L}:[ﬂ}
d—1 d—1) d» d—1

pale) = | 25

Se d — 1 divide p, entdo, pela Proposicao [3, a fun¢ao g, 4 tem dois pontos

1.

ou seja,

d d
fixos, dp— 1 e ﬁ—i—l. Sex < %, temos, para n suficientemente grande,
pd 1
-1 - =<0
<(o- ") 5=
e, portanto,
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Analogamente, se = > T entdo, para n suficientemente grande,

d—
pd 1

- =<1

0<<£C d—l) - <

logo
pd

pd 17 pd
[d—1+<x_d—1> dn}‘d—frl"
3.1.3 Tempo de paragem

Para o sucesso do truque nao basta saber que a carta escolhida ird parar a
uma posicao fixa conhecida. Precisamos de conhecer também previamente
o numero de iterados que a carta gasta até chegar a essa posigdo, pois esse
¢ o ntimero de vezes que a rotina R do truque tem de ser repetida.

Para x € N, seja
T, = min {n € NU{0} : g, 4(r) é um ponto fixo de g, 4}
Este valor estima, em particular, o pré-periodo de cada x nao fixo pela
dindmica.
Proposicao 7 Dado x € N:

(a) Se d—1 ndo divide p e xz > dp—dl,

T~ a1
]
d—1 d—1

In d

In
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(b) Se d—1 nao divide p e x <

d—1’
d
In F1-¢
ﬂ_[ﬂwﬂ
T — d—1 d—1
’ d
(c) Sed—1 divide p ex>dp—d1,
)
In({z—-——
T _ d—1
’ Ind
d
(d) Se d—1 divide p ex<%,
2= 7)
In -
T o_ d—1
* Ind

d
(e) Sed—1 dividep e x = %, entdo T, = 0.

Demonstracgao:
d
(a) Como d—1 nao divide p, a funcao g, ¢ tem um tnico ponto fixo, [ P —‘

d—11

Além disso, de acordo com a Proposicao [

Gale) = | 25]
g

) wl -

T a igualdade anterior da-se se e sé se
(1-75) 7= 5]
r——— | =< | X/ - =

d—1/) d* ~ |d—1 d—1
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ou seja, se e s6 se,

d
In Gl =
5l
d—1 d—1
n >
- Ind
Logo, i i
d
In Gl =
Felre
d—1 d—1
T, =
Ind
(b) Se z < dp— 18 igualdade

(i) 3] - [

¢é valida se e s se

) w < (|75 )
(d—l x)d”<d—1 a-1| Y-

Isto é, deve ser

In del_w
ﬂ_[ﬂwﬂ
n> d—1 d—1
In d
Por isso, i i
In del_x
ﬂ_{ﬂhl
T — d—1 d—1
v In d

(c) Suponhamos agora que d — 1 divide p (caso em que g, ¢4 tem dois pontos
pd pd pd e
fixos, —— e —— + 1) e que + > ——. Como z é inteiro, de facto
Xos, To1 ¢ g-1tYed d—1
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d . _ :
o> 22 + 1. Logo, como vimos no Teorema [6 a 6rbita de x termina no

—d-1

maior ponto fixo. E, de acordo com a Proposi¢ao [ o iterado 9 a(x) é esse
ponto fixo se e s6 se
(r=75) 7 =
2 ) =
d—1) d» —

Ou seja, se e 80 se,

Consequentemente,

(d) Por argumento andlogo ao anterior, concluimos que, se z < %, entao

a orbita de x termina no ponto fixo dp

— eque g;;d(x) ¢é esse ponto fixo se

e so se

Devemos portanto ter

Ind
Assim,
In (ﬂ - )
T — d—1
* Ind
(e) Obviamente, se x = dpdl, entao T, = 0. A

Exemplo: Voltemos ao truque com 32 cartas, que corresponde & iteragdo
da funcao g11,3. Como 2 nao divide 11, a fungao g11,3 tem apenas um ponto
fixo, 17, e

In (22 —
{M] se x> 1T
In 3
T, =
1 _
[M] e <iT.
In 3
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Logo o tempo maximo que as érbitas pré-periédicas gastam para atingir o
ponto fixo é

i Hln (2 ><ln3§— 33)} | Pn (3311:; x 1)}} .

4 Por que razao o truque usa 32 cartas?

Fixemos d = 3 e voltemos a um baralho com um nimero de cartas N > 3.
Consideremos uma rotina Ry idéntica a descrita na Secgao

e Comecamos por distribuir, ciclicamente e em sequéncia, as N cartas
por trés montes, com as gravuras dos naipes voltadas para cima; du-
rante esse processo, o espectador escolhe em segredo uma das cartas.

e No fim da reparticdo das cartas pelos 3 montes, o espectador indica
qual é o monte que contém a carta que seleccionou.

e ApOs recebermos esta informacéo, invertemos cada um dos trés montes
e reunimo-los, com as faces voltadas para baixo, num novo baralho,
de modo que o monte escolhido fique no meio, com um monte dos de

maior tamanho (isto é, com p = [E-‘ cartas) por cima dele.

Para a carta seleccionada, a repeticao desta rotina corresponde a iteracao
da funcao g, 4 restrita ao conjunto {1,2,--- , N}, isto ¢, a aplicagao

. . N i
Pe {12, N} o> goali) = [—w + H
3 3
Contudo, para que assim seja, é essencial que haja pelo menos dois montes
com o nimero maximo de cartas: se a carta escolhida estiver num monte de
maior tamanho, deverd haver outra igualmente grande para que, quando se

agrupam os montes, se possa colocar um monte com 3 cartas por cima

do monte seleccionado como exige a rotina R . Isso exclui varios valores de
N. Supondo, como é usual, que um baralho completo tem 52 cartas, para
este truque corresponder sempre a iteragdo da mesma funcao g, 4, devemos
ter N > 3 e N congruente com 0 ou 2 médulo 3.

Além disso, para o truque ser bem sucedido, é essencial que g, 4 tenha

apenas um ponto fixo, ou a posicao da carta seleccionada nao estd determi-

nada. Por exemplo, com um baralho de 36 cartas, p = [%—GW = 12 e a fungao

correspondente
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gi23(x) =12+ [g-‘

tem dois pontos fixos, 18 e 19. E, portanto, embora a carta eleita tenha
6rbita por gi23 que termina num ponto fixo, qual dos pontos fixos a atrai
depende da carta escolhida. Temos, portanto, de fazer nova exclusao nos
valores que admitimos para N: de acordo com a Proposicao Bl nao servem

os valores de N para os quais [E—‘ é par. Assim, restam os valores de

8 < N < 51 tais que N é congruente com 2 ou 3 mdédulo 6:

N € {8,9,14,15,20,21,26,27, 32, 33, 38, 39, 44, 45, 50, 51}.

Qual destes valores de N ¢é mais apropriado para realizar o truque?
Pretende-se que ele surja como um feito de magia, numa tarefa de outro
modo impossivel, por isso ndo convém que o valor de N seja demasiado pe-
queno. Por outro lado, se N é elevado, o nimero de vezes que é necessario
repetir a rotina que lhe estd associada (e que depende do maximo do tempo
de paragem T), envolvendo muitas cartas a distribuir por 3 montes, pode
entediar a assisténcia, comprometendo-se a sua colaboracao no truque.

Para termos uma estimativa do efeito, para cada N, destas duas com-
ponentes na eficiéncia do truque, representdmo-las na tabela seguinte, cons-
truida a partir da informacao das sec¢oes anteriores sobre a funcao g, 3, onde

A1

< L 3p
Note-se que a fungao g, 3 tem um tnico ponto fixo, | — |, e que, como

2
3 3 1
para cada p impar, {Ep-‘ - Ep =3 o tempo de paragem de cada 6rbita é
dado por:
3p
S oF
e >Sexr > 9
3p
o 3P
2
In e &7
|\ UEE)
T In 3 N In 3 ’
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3p
S o
o dex < 5
3p _
In &7 23p
T - 7_{7]“ _Pn(3p—2x)"
v In 3 - In 3 '

Observe-se ainda que g, 3 ({1,2,--- ,N}) € {1,2,--- , N} uma vez que, para
cada i € {1,2,--- , N}, se tem [%—‘ > 0, que [g—‘ < g—k 1 e que, sendo
N > 8, temos 1 < p e, portanto,
U< 5| <3
3 3

N N
< <§+1)+(§+1> < N.

| N || D || Ponto fixo | Pré-periodo mdximo |
8 3 5 2
9 3 5 2
14 5 8 3
15 5 8 3
20 7 11 3
21 7 11 3
26 9 14 3
27 9 14 3
32 11 17 4
33 11 17 4
38 13 20 4
39 13 20 4
44 15 23 4
45 15 23 4
50 17 26 4
51 17 26 4

Entende-se agora que a versdo mais popular do truque recaia sobre um
baralho com 32 cartas: é o menor valor de N nao demasiado pequeno para
uma repeti¢do nao excessiva (4 vezes) da rotina do truque. Contudo, uma
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vez que, quando N = 33, o procedimento é idéntico mas os montes tém
igual ntimero de cartas, o que facilita a execugdo do truque, N = 33 é uma
escolha mais apropriada. Note-se ainda que, para um espectador impaciente,
ansioso pelo desfecho do truque, o valor recomendado é N = 9.

5 Uma versao alternativa do truque

Se o leitor praticou o truque que aqui analisdmos, certamente notou que, se
nao tivesse de inverter as cartas de cada vez que reline os montes, a rotina
seria mais facil de executar e o truque um pouco mais elegante, pois as faces
ilustradas com os naipes estariam sempre a vista do espectador. Contudo,
como se verd, o sistema dindmico correspondente é um pouco mais complica-
-do. Verifiquemos como decorreria o truque e o que concluimos neste contexto.

Dado um baralho com N cartas, sendo N congruente com 0 ou 2 médulo

3 (pelas razoes que explicAmos na secgdo anterior: pelo menos dois dos

montes tém o ntmero maximo de cartas, p = {%b, distribuamo-las por 3

montes com as faces voltadas para cima. Uma vez assinalado o monte que
contém a carta eleita, reunimos os trés montes com as faces voltadas para
cima, colocando o monte escolhido no meio com um de p cartas por cima.
Deste modo, se a carta escolhida estava na posigao inicial z € {1,2,--- , N},
no novo baralho estd na posigao:

T
o 2p— {g-‘, se N = 2(mod 3) e a carta escolhida estd no monte menor

e 2p+1— [g—‘, caso contrario.

Para evitarmos o uso de duas expressoes distintas, conforme a carta esco-
lhida esteja ou ndo no monte menor, convird que o truque se restrinja a
valores de N que sdo multiplos de 3 (e maiores do que 3, ou o truque nao
tem interesse). Nesse caso, se a carta escolhida estava na posigdo inicial
x €{1,2,--- , N}, no novo baralho estd na posi¢ao

][]

A expressao acima sugere que analisemos o comportamento dindmico da
funcao decrescente h, 4 : N — N dada por

onde p e d > 1 sdo nimeros naturais.
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5.1 Pontos fixos de h, 4

Fixemos dois naturais p e d. Dado z € N, dividamos = por d, obtendo
inteiros Q e R tais que x = dQ + R, Q > 0 e 0 < R < d. Nesta notacao, a
equagao hy 4(r) = x é equivalente a

MECEY.

y WZdQ+R

ou seja,

p—Q-— [ﬁ =dQ+ R.

Se R = 0, devemos ter p = (d + 1)@, e portanto a fungio h, 4 tem um
dp
d+1

(inico) ponto fixo,

Se R > 0, entdo p tem de verificar a equagdo p = (d+1)Q + (R+ 1) (e,
note-se, d+1 > R+1 > 1), o que significa que a fungao hy, 4 tem um (tinico)
ponto fixo, igual a

r=dQ+R=dQ+(p-1-(@+1Q) =p~ @+ 1) =p ;22|

Acabiamos de demonstrar que:

Proposicao 8 A funcio hy 4 tem um ponto fizo se e s6 se d+1 divide p ou
o resto da divisdo inteira de p por d + 1 € estritamente maior do que 1.

Exemplo: Se p e d estdo associados a um truque com N cartas que se
distribuem por 3 montes e N é miiltiplo de 3, entao

N
—9 |2 +1
P {3%

¢ impar e portanto d + 1 = 4 nao o divide. Para tais valores, hy, 3 tem um
ponto fixo se e s6 se o resto da divisdo inteira de p por 4 é estritamente
maior do que 1. Por exemplo, se consideramos um baralho com N = 9

cartas, entao p = 2 [gw +1 = 7 e a correspondente funcdo hr3 tem um

tnico ponto fixo, 5. Pelo contrario, se N = 12, entdo p = 9 e hg 3 nao tem
pontos fixos. Em geral, se N = 6@, para algum natural @), entdao p = 4Q +1
e a funcao h, 3 nao tem pontos fixos; e reciprocamente.
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5.2 Pontos periédicos de h, 4

Falta analisar o caso em que a divisao inteira de p por d + 1 da resto 1, isto
é, quando existe um inteiro ndo negativo @ tal que p = (d + 1)@ + 1. Para
estes valores de p, a funcao hy, ¢ nao tem pontos fixos; verifiquemos que tem
pontos periddicos de periodo superior a 1.

Proposicao 9 Se p é congruente com 1 mddulo 4, entdo a fungdo hyq tem
uma (inica) orbita periddica de periodo 2.

Demonstracao: Procuramos dois pontos x; e x9 distintos tais que
hpa(x1) = @2 € hy 4(x2) = x1. Se dividirmos x; e x2 por d, obtemos inteiros
nao negativos qi, qo, 11 e ra tais que 0 < r; < d,0<re <d, r;1 =dgq + 1
e T2 = dgs + 9. Deste modo, x1 e x9 formam o6rbita de periodo 2 se e s6 se

P—q1— =dgy + 12

=dq +1m

1
d
T2
p—q — E

Lema 10 Nestas condicoes, devemos terri+1r9 >0 ery X 79 = 0.

Demonstragao: Ser; = 0 = ro, entdo as igualdades anteriores reduzem-se a

P —q1 = dq
p—q2 =dqn

Daqui deduzimos que d(q1 — g2) = q¢1 — g2 €, como d > 1, que g1 = g2. Logo
x1 = w2, contradizendo o facto de a fungdo h, 4 ndo ter pontos fixos. E,
portanto, r{ 4+ ro > 0.

Se ry > 0ery > 0, entdo as igualdades acima reescrevem-se como

p—q —1=dg+re
p—q—1=dg +nr

Logo (d —1)(q1 — q2) = ro — 711 €, como 0 < |rg —ri| < d — 1, os restos r;
e ry tém de ser iguais. E, portanto, como d > 1, deve ser q; = g2, de onde
resulta que 1 = x2, e de novo uma contradigdo. Assim, concluimos que
r1 X rg = 0. O

Terminemos a prova da Proposicao Sabemos, pelo Lema [0, que
r1=0ery>0,oury >0ery=0. No primeiro caso (o outro é anélogo), a
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descri¢do dos dois pontos de uma 6rbita de periodo 2, digamos x; = dq; e
9 = dga + rg, onde 0 < ry < d, é dada pelas equacoes

p—q1 =dga+ 72
p—q2—1=dqn

Delas resulta que (d —1)(g2 —q1) =1—rg e, como 0 < |1 —ry| <d—1, que
devemos ter ro = 1, logo g2 = ¢1 e p—1 = (d+ 1)q;. O que significa que
existe orbita de periodo 2, formada pelos pontos

4 _dp—d
xr1 = Q1—d+1
e
dp —

o =dg+re=dp+1=

d+1

Por exemplo, com um baralho de N = 12 cartas, tem-se p = 9 e o truque
x

corresponde & iteragdo da funcdo h(x) =9 — Ak h nao tem pontos fixos e

possui uma tinica 6rbita de periodo 2, dada por x1 =6 e x5 = 7.

5.3 Dinamica de h, 4

Tal como para as fungoes g, 4, queremos saber se o ponto fixo ou a érbita
de periodo 2 de h, 4 atraem as outras érbitas. Comecemos por deduzir, por
um argumento recorrente andlogo ao da Seccao B.1.2] uma expressao geral
para os iterados de hy, 4.

Proposicao 11 Dados d > 1 e p € N, para todo o n € NU {0} e todo o
x € N, tem-se

dp—d
h2n(1_): dp—d_ C?‘Fl -z
p.d d+1 a2
dp—d

dp-d -z 1
2n+1 _ +1
hypd (%) = [ dr1 e T d2n+1—‘ :

Demonstragao: Para n = 0, a igualdade é imediata uma vez que, sendo z
um numero inteiro,

dp—d dp—d T
0 = = —_— —
Mpal®) = {d+ T DA+ do-‘ '

Boletim da SPM 70, Junho 2014, pp. 35-67



60 DINAMICA DE UM TRUQUE DE CARTAS

Para n =1, temos hp7d(ﬂ:):p—[§—‘e
dp—d

dp—d 7 —* 1 { 56—1—‘

= 1) —

iv1 7T a4 'a =1~
z—1

g —1 —
por |-

onde a ultima igualdade é consequéncia do seguinte lema quando aplicado
ad,rel=1:
T d—1

T
Lema 12 V/, d, x € N 6—{3-‘:{6—3—7-‘.

Demonstragao: Fixemos naturais ¢, d e x e dividamos x por d: obtemos
inteiros ndo-negativos ¢ e r tnicos tais que 0 <r <dex =dq+r.

x
Se r =0, isto é, g € N, entao

T X
(—|=|=¢-=
=i
1
e, como 0 < —— < 1,
r d-—1 z d—1 T
P‘E—TW‘E‘T[‘TF“E

Por outro lado,

z d-—1
P‘E‘TW:““H‘T

<
S8
|
—_
—_—
I
(S
|
S
E— |
[
<
|
S
+
—_
—_—

e,como 1 <r<d-—1, tem-se

—2d+2< —1r—-d+1<—d
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logo
2 —r—d+1
—24-< < -1
+ 7> d =
e portanto
—r—d+1
-2 < -1
d hS

o que implica que

—r—d+1
[e-w%w —l(—q-1.0

Fixemos agora um natural n par e suponhamos que o enunciado da
proposicao, para esse valor de n e qualquer natural z, é valido. Entao, dado
x, tem-se:

hya' () = hya(hpa(@))

_ [dp—d  dp-d +p—[§}
d+1  dvd+1) dn

(@ ap-d)+ @+ (p- |3]) - o
d(d+ 1)

-0+ (- [2])
;

resultando a ultima igualdade do Lema 21 Como n é par, d + 1 divide
n o __
d" — 1, logo

(dp — d) é um inteiro e, portanto, pelo Lema [2]

d+1
a1 r d—-1 - . 3
d+1(dp_d)+[ _E_Tw _“%(dp—d)%-P—g—%W}
dan B dn .

Além disso, pelo Lema [B]

hd—iﬂl(dp—d)w—%—dfw ) [dnc?ild(dp—dﬂdp—x‘d“

dan dnJrl
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Assim,
[drtl—d
1 i dp—d)+dp—z—d+1
p7d (.7]) - dn+1
[ gn+1_
_ |t —d)+ (dp-d)+1-a
dan+1
[ n+1
_ dd+fr1(dp—d)—:6+1
- dn+1
_ [dp—d dp—d _w—l"
|d+1  drti(d+1)  drtt ]
Iterando mais uma vez, obtemos
hpit(@) = hyht(hpa(2))
_ |dp—d dp — d _p—[%]—l
d+1 dvti(d+1) drtl
[ (dp — d) +dp— d — (d+1) (p— [ﬂ - 1)
- dti(d+ 1)
B n+1 xr
dd+fr1(dp—d) -p+ [EW +1
= dn+1
Como n é par, dndtfrl (dp — d) é inteiro e, portanto,
[ gn+1 x
{derfrl(dP—d) -—p+1+ Ew
Rt2(x) =
pd dn+1
[ gn+2
_ dd+f'd(dp—d)—(dp—d)+x
dn+2
[ gn+2_
- dn+2
B 'dp—d_ dp—d x " -
- d+1 dn+2(d + 1) art2 |-’
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Consequentemente,

Teorema 13 A fungdo hy,q tem um atractor global: um ponto fizo ou uma
orbita de periodo 2.

Demonstracao: Comecemos por considerar os valores de p e d tais que
hp.q tem ponto fixo (veja-se a Proposicao ), e ajustemos a notacao.

nao € inteiro.

Lema 14 O ponto fizo de hy, 4 é dado por [dp — d—‘ e dp — d

d+1 d+1
Demonstragao: Se d + 1 divide p, entao
| | A
d+1 d+1 d+1 d+1
Além disso, se d + 1 dividisse dp — d, entdo d + 1 dividiria d.

Se p=(d+1)Q +r, sendo Q,r inteiros ndo-negativos e 1 < r < d+ 1,
entao

Por outro lado, como —2 < —gfll < —1, tem-se
dp—d r+d
= — = _1.
[d+1l dQ—i—r—i—{ d+1w dQ +r

E, se d+ 1 dividisse dp — d, entao d + 1 dividiria d(p —r) 4+ d(r — 1) e, como
d+ 1 divide d(p — r), seria também divisor de d(r — 1). Mas, como d e d+ 1
sdo primos entre si, concluiriamos que d+ 1 divide r — 1, o que néao é possivel
pois0<r—1<d+1.0

L

Deste lema, e do facto de limy_, 4 oo = 0, resulta que, quando ha ponto

dk
fixo, se tem, para todo o x,
dp—d
dp—d 73 — 2
: 2n _ : __d+1 _
ngr—lr—loo hp’d(x) - ngr—lr—loo d+1 dzn —‘
[dp —d
d+1
e
dp—d
dp—d T3 — <% 1
. 2n+1 _ : d+1 -
ngr—ir—loo hp7d (1‘) - ngr-ir-loo ’7 d+1 + d?n+1 + d2n+1—‘ -

B {dp—d"
o ld+1 |7
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Analisemos agora o caso em que hy, ¢ tem 6rbita peridédica de periodo 2. Ela

—d dp—d dp —d
é formada pelos pontos x1 = 57 e Ty = d +1, e, recorde-se, ﬁ

é inteiro. Por isso, os limites que calculdmos ha pouco dependem da posicao
de z relativamente a x1 e a 5. E sdo dados por:

e Se x < 5;1 , entdao os iterados impares da ¢rbita de x por hyq
situam-se estritamente a direita de 5;1 e, portanto,
dp—d
. 2n+1 _
ngrfoo hp’d (:C) o d+1 +1
. . dp— )
enquanto os pares sdo menores ou iguais a FE dai que
dp —d
. 2n _
ngrfoo hp’d(x) T d +1
D — - dp—d )
Se x = tao h = 1 - .
* Sex = entdo p.d(T) ] + 1, e vice-versa
dp— dp —d
e Sex > dp+ T entao r > §+ 1 + 1 e os termos impares da érbita
de = por hy 4 situam-se a esquerda de b , logo
’ d+1
dp—d
: 2n+1 _
ngr—{loo hp’d (z) = d+1

enquanto os pares estao estritamente a direita de 574_1, por isso

dp—d

I m
d+1

. 2

5.4 Pré-periodo

Continuamos interessados no truque com as cartas e, portanto, apenas nos
casos em que h, 4 tem um ponto fixo. Para terminar esta analise, falta obter
o tempo T, que a carta, escolhida em segredo e inicialmente na posicao x do
baralho, gasta até estacionar no ponto fixo de h;, 4. Esse é o nimero minimo
de vezes que a rotina do truque deve ser cumprida para ele ser bem sucedido.
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Uma vez que os iterados pares da funcao h, 4 sdo dados por expressao
distinta da dos iterados impares, e que estamos apenas interessados numa
estimativa do tempo de paragem T, de seguida procuraremos o menor natu-
ral k par tal que h’;7d(x) é o ponto fixo, que designamos por U, (sabendo de
antemao que o pré-periodo T, é U, ou U, — 1).

Proposicao 15 Dado x € N, tem-se:

dp —
(a) Se x > 574_1, entdo U, € o menor elemento par do conjunto de
naturais maiores ou 1guais a
dp—d
In - ﬁ
[dp - d" dp—d
d+1 d+1
Ind

dp—d
(b) Se x < FEE

naturais maiores ou 1guais a

entdéo U, € o menor elemento par do conjunto de

dp—d _

In d+1 T
dp—d [dp—d"+1
d+1 d+1

In d

Demonstracgao:
(a) De acordo com a Proposigao [II] basta encontrar um natural k par tal

que
x— = g 1 dp—d
dF [ d+1 1 B
Ou seja, um tal valor de k deve verificar a inequagao

r — dp=d
dF > dtl
[dp—dw dp—d

d+1| d=+1
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isto é,
dp—d
In x_cﬁ—l
[dp—dw _dp—d
d+1 d+1
k
” In d

(b) Procuramos o primeiro natural k par que verifique

dp—d

N =
dk d+1 d+1
ou seja,
dp—d
dF > a1+
dp—d_{dp—d"_i_l
d+1 d+1
isto é,
dp—d
In ;'F—l_x
dp—d dp —d
d+1 laxi| !
k> + .
In d

Observe-se que, fixado N, de acordo com as férmulas da Proposi¢ao
(ou as que se obteriam usando iterados impares) e uma vez que a fungao
logaritmo é crescente, para o célculo do niimero aconselhado de repeticoes da
rotina do truque basta obter uma estimativa naquelas formulas para x = N
e r = 1, respectivamente.

Exemplo: Como vimos (no fim da Secc¢ao (1), interessam-nos d = 3 e
baralhos com 3 < N < 52 cartas tais que N é multiplo de 3, isto é,

N =6,9,12,15,18, 21, 24,27, 30, 33, 36, 39, 42, 45, 48, 51

mas ndo os valores de N que sejam multiplos de 6. E, portanto, o truque

deve fazer-se com
N =9,15,21,27,33,39,45,51

cartas. Para estes naturais IV, o resto da divisdo de p = 2 {3-‘ + 1 por

d+1 =4 ¢é3. A tabela seguinte completa esta informacao; os seus valores
recomendam que o truque se realize com 15 cartas.
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‘ N H D H Ponto fixo ‘ Pré-periodo mdximo
9 7 5 2
15 11 8 2
21 15 11 3
27 19 14 3
33 23 17 4
39 27 20 4
45 31 23 4
51 35 26 4

6 Comentario

No livro [2] podem aprender-se outros truques, envolvendo o ordenamento
de cartas, semelhantes ao que aqui analisdmos, e com eles descobrir factos
matemadaticos ndo triviais. Por exemplo, com um baralho de 27 cartas, é
possivel encontrar a carta escolhida numa posi¢do m também previamente
indicada pelo espectador, ao fim de trés passos de uma rotina andloga a que
usamos mas executada numa ordem que é determinada por m. Deixamos ao
leitor o desafio de elaborar este truque e de o justificar matematicamente.

Este artigo foi escrito no ambito do Programa Novos Talentos em Matemadtica, da
Fundagao Calouste Gulbenkian.
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