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Resumo: Tendo como mote o trabalho de J. Massera [I7], este artigo
aborda, de uma forma acessivel, o comportamento dindmico de uma classe
de equagoes diferenciais no plano. Sob certas condigdes nessa classe, prova-
se aqui que se existir uma solugdo periédica, esta terd de ser tnica e glo-
balmente atractora. A demonstracao do resultado segue de perto o artigo
de Ciambellotti [6], o qual assenta em técnicas geométricas usadas na te-
oria classica de sistemas dindmicos no plano e que nao sdo generalizdveis
para dimensbes maiores. No decorrer da exposigdo, explicitar-se-4 a ideia
geométrica da demonstragdo e dar-se-ao a conhecer alguns assuntos rela-
cionados, designadamente as Equagoes de Liénard e o 16.° Problema de
Hilbert.

Abstract Based on Massera’s work [I7], this article aims to describe the
dynamics of a class of differential equations on the plane. Under generic
conditions, one proves that if a periodic solution exists, it should be unique
and globally attracting. The proof of this result follows closely the geome-
trical ideas of Ciambellotti [6] developed on the plane and which cannot be
extended to higher dimensions. Throughout the paper, we stress the geo-
metric ideas of the proof and recall some related topics, namely the Liénard
Equations and the 16! Hilbert’s problem.
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1 Uma digressao pela Historia

Motivado pelo Problema dos Trés Corpos, na década de 80 do século XIX,
Henri Poincaré num trabalho composto por quatro partes [20] cria a Teoria
Qualitativa das Equagoes Diferenciais, com o objectivo de descrever retra-
tos de fase de equagoes diferenciais autéonomas. Depois de ter formalizado
pela primeira vez a nocdo de ciclo-limite |20, pp. 261(8)] como uma tra-
jectoria fechada e isolada que pode aparecer no retrato de fase de equagoes
diferenciais, mostrar analiticamente a sua existéncia e unicidade em exem-
plos concretos é geralmente uma tarefa ardua. Neste sentido, resultados que
possam limitar o niimero de ciclos-limite sdo bem-vindos. Na concretizacao
deste objectivo, Poincaré prova que, numa equacdo diferencial polinomial
planar de grau superior a 1 cujo fluxo ndo possui conexdes entre pontos
de equilibrio (e, sem ligagdes homo e heteroclinicas), o nimero de ciclos-
limite é finito. Nao obstante, o nimero méximo e a posicao relativa dos
ciclos-limite constitui ainda hoje um problema em aberto.

Em 1900, realiza-se em Paris o Congresso Internacional de Matemdtica.
Considerado, de forma quase undnime, como um dos maiores matematicos
do século XX, David Hilbert profere nessa ocasido um longo discurso, deli-
neando vinte e tréﬂ grandes temas de pesquisa para o novo século prestes a
iniciar-se. A palestra de Hilbert foi bem mais do que uma mera exposi¢ao de
questoes em aberto; ele esbocou a sua perspectiva da matemaética e propos
problemas importantes no contexto desta filosofia os quais, até aos dias ac-
tuais, constituem uma fonte inesgotavel de matematicas de diversas dreas.
Um dos problemas mais famosos é a segunda parte do 16.° Problema@, in-
timamente ligado ao estudo qualitativo de equacoes diferenciais polinomiais
no plano — ver [11], 12]. Este problema nasceu pela primeira vez em 1891 e
permanece ainda hoje nao totalmente resolvidd.

Sendo incortornavel a importincia crescente das equacoes diferenciais
nos mais diversos ambitos, torna-se imperioso o seu tratamento analitico.
Na literatura, existe um grande niimero de resultados que se focam na exis-

2 Ao preparar os problemas, Hilbert havia listado vinte e quatro problemas, mas acabou
por ndo enunciar um deles. O vigésimo quarto problema diz respeito a um critério para o
uso de métodos gerais em Teoria de Prova. (Fonte: [24]).

3De acordo com a formulacio original, a primeira parte do 16.° Problema de Hilbert
dedica-se ao estudo da posigdo relativa de curvas algébricas e superficies. (Fonte: [9];
consulte-se também http://alephO.clarku.edu/~djoyce/hilbert)).

4Em Tlyashenko [IT}, Fig. 1], é possivel consultar um gréifico explicitando os avangos e re-
cuos na resolugao do 16.° Problema de Hilbert. O grafico contém o nome dos mateméticos
envolvidos e as diferentes abordagens usadas.
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téncia e/ou unicidade de solugdes periddicas (atractoras ou ndo) na dina-
mica de equagoes diferenciais planares [14, 23]. Assume especial destaque
um resultado provado em 1886 por Poincaré e, de forma mais rigorosa, em
1901, por Bendixson, hoje conhecido por Teorema de Poincaré-Bendixson
— [10, [13], 21]. Este resultado estabelece que, no contexto de um sistema
dindmico continuo planar, se ¢; for uma solucdo contida numa regiao fe-
chada e limitada do plano de fase sem pontos de equilibrio nem conexoes
homo/heteroclinicas, entdo a trajectoria ¢, é fechada ou aproxima-se de uma
solugao periédica quando t — 4o0.

Neste artigo estabelecer-se-do condicbes para assegurar a unicidade de
ciclos-limite numa classe especial de Equagcoes de Liénard e aplicar o estudo a
modelos da forma & = F(z, &), tipicamente usados em circuitos ondulatérios
— veja-se [3, Cap. 2]. Seguindo de perto Ciambellotti [6], este texto foca-se
numa generalizagdo de um resultado publicado em 1954 pelo matematico
uruguaio Massera [17] que, por sua vez, pode ser considerado como uma
generalizacdo do Teorema de Sansone [22] sobre a existéncia e unicidade de
solucoes peridédicas nao triviais num caso particular de Equagoes de Liénard
[7]. Mais precisamente, em [I7], o autor mostra que uma das hipéteses
consideradas em [22] pode ser omitida:

L’ A. montre que dans un théoréme démonitré par G. SANSONE pour
2 . ; . A . , 7
I’équation % + wf(z)% + w?i = 0 peut étre supprimée I’hypothése

IF(@)] < 2.

Massera [17], 1954

Tal como em [5], a demonstragdo que aqui é apresentada assenta em
técnicas geométricas simples usadas em sistemas dindmicos continuos para
a captura de ciclos-limite no plano. Consistem na construgdo de uma “cerca”
numa regido sem pontos de equilibrio que impede as solugées de a cruzarem
transversalmente. Nao havendo pontos de equilibrio nessa regiao invariante,
resta a existéncia de trajectérias fechadas nao triviais — mais detalhes em
[13, Cap. 14.1].

Ao longo do presente artigo, nao foi ambicdo do autor descrever as de-
monstragoes com toda a formalidade. Assumindo alguns pré-requisitos de
equagoes diferenciais ordinarias, valorizar-se-ao as ideias geométricas da de-
monstracdo em detrimento da inclusdo dos detalhes. Para o leitor mais
curioso, sdo acrescentadas algumas referéncias bibliograficas onde se podem
encontrar a justificacdo de algumas afirmagoes.
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2 Preliminares

2.1 Fungoes homogéneas

No que se segue, introduz-se a definicdo de fun¢gdo homogénea, um conceito
de Algebra Linear muito usado em Andlise Dimensional e em Fisica. Uma
consequéncia importante da homogeneidade é a de que, conhecendo-se o
valor da funcdo num ponto, entao sabe-se o seu valor ao longo da recta que
une a origem a esse ponto. Vejam-se mais detalhes em [Il, pp. 143].

Definiciao 1 Seja n € Ny. Diz-se que uma funcio f: R> — R é homogénea
de grau n se verifica a condigdo:

vVt e RY, V(x,y) €R?  f(tx,ty) = t"f(z,y).

Por exemplo, as aplicacbes constantes e lineares sdo homogéneas de
grau 0 e 1, respectivamente; jia a funcio cuja expressdo analitica é
g(x,y) = sin (;—2), y # 0, nao é homogénea.

O resultado seguinte estabelece que uma fung¢ao homogénea é constante
ao longo de cada raio.

Lema 1 Uma fungdo homogénea de grau zero € constante ao longo das semi-
rectas que se iniciam mna origem.

Demonstragao: Seja f uma funcido homogénea de grau zero. A equagao
paramétrica dos pontos (z,y) de uma semi-recta com extremidade na origem
e que contém o ponto de coordenadas (z*,y*) € R? é dada por (z,y) =
t(z*,y*),t € RT. Uma vez que f é homogénea de grau zero, entdo, para
todo o t € RT, tem-se:

fz®, ty*) = f(t(=",y7) = f(" "),

ficando provado o pretendido. O

2.2 Conjuntos estrelados

O conceito que se segue, o de conjunto estrelado relativamente a um ponto,
generaliza a nocao de converidade de regides do plano, no sentido em que
qualquer conjunto convexo é estrelado relativamente a qualquer ponto no
seu interior, sendo o reciproco falso.

Definigdo 2 Sejam U C R? e Xg € U. O conjunto U diz-se estrelado
relativamente a X se e s se o segmento de recta que une Xg a qualquer
elemento X € U estd contido em U.
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Note-se que um subconjunto de R? pode ser estrelado relativamente a
um ponto e ndo o ser relativamente a outro. Na Figura [I] estd representado
um conjunto nao convexo, estrelado relativamente a Xy e ndo estrelado
relativamente a Xj.

3 Unicidade de Ciclos-limite

3.1 Descricao do problema

Com base em [0 [17], de seguida descreve-se o comportamento dindmico da
classe de equagoes diferenciais auténomas planares da forma:

&= k(y)
{ § = —f(2)k(y) — h(z) ° @

onde z,y € R e f,k,h: R — R sio aplicacdes suaves (i.e. pelo menos C!)
satisfazendo as seguintes condigoes:

(P1) a fungdo k é tal que, para todo o y € R\{0}, se tem yk(y) > 0;
(P2) a fungédo h é tal que, para todo o z € R\{0}, se tem zh(z) > 0;
(
(

)

)
P3) existe 6 > 0 tal que f(x) <0 se e 86 se x € [—6,0];
P4) a funcado f é decrescente em | — 00, 0] e crescente em |0, +oc];
)

—

(P5) para todo y € R\{0}, a fungdo ¥(z,y) = % ¢ homogénea de grau
Z€ero.

Figura 1: Representacao de um conjunto estrelado relativamente a X e nao
estrelado relativamente a X;.
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As equagdes ([I) sdo um caso particular de Equacoes de Liénard [7]. Para
simplificar os calculos, assume-se que k'(0)h/(0) # 0 e f2(0)k’(0) < 4h'(0).
Relembrando que um ponto de equilibrio de () é um zero do campo de
vectores associado, conclui-se facilmente que:

Lema 2 A origem O € o tinico ponto de equilibrio do sistema ().

Demonstracio: Seja (z9,yo) € R? um ponto de equilibrio de (), ou seja,

tal que:
0= k(yo)
{ 0= —f(zo)k(yo) — h(zo0) (2)

Entao, tem-se k(yp) = 0 e h(zg) = 0. Das propriedades (P1)-(P2) e do
facto de h e k serem funcoes continuas em R, conclui-se imediatamente que
zo = yo = 0. O

Supondo que f2(0)k’'(0) < 4h’(0) e usando técnicas de andlise cldssica
devidas a Lyapunov [15, [16], decorre que a origem é um equilibrio onde
solucoes proximas tendem a afastar-se em tempo positivo num movimento
em espiral; diz-se entdo que a origem é um foco instdvel. Mais, solugdes que
se iniciam na parte positiva do eixo dos yy verificam:

t=ky)>0 e g=-f0)k(y)—h0)=-f(0ky) >0, ()

o que significa que a solucdo entra no primeiro quadrante, subindo — veja-se
Figura2l(a). Portanto, sendo a origem um foco instével, uma solugao préxima
afasta-se e “roda” no sentido horario em torno da origem, em tempo positivo.

3.2 Solugoes periddicas nao triviais

O lema e a demonstragao seguintes, seguem de perto o artigo [5].

Lema 3 Se C é uma solugao periddica diferente de O da equagao (), entao
a regidgo do plano delimitada por C € um conjunto estrelado em relagio a
origem.

Demonstragao: Sugere-se que o leitor acompanhe a demonstracio, obser-
vando a Figura O estudo estd feito para o primeiro quadrante, sendo
similar a andlise nos outros quadrantes.

Seja C uma solugao periédica nao trivial de () e que contém A, um ponto
arbitrario com ordenada positiva. Suponha-se que a regiao delimitada por C
nao ¢ um conjunto estrelado em relacdo a origem. Entao existe pelo menos
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Y

<

(b)

Figura 2: Ilustracdo do argumento da demonstracdo do Lema [3l

uma semi-recta com origem em O que intersecta C em dois pontos distintos.
Sejam eles B e P, conforme ilustrado na Figura 2l(a). Recorde-se que, por
(P1)—(P3), uma solucdo com condigdo inicial na parte positiva do eixo dos
yy verifica as condic¢oes definidas em (3]) e, portanto, direcciona-se para a
direita e para cima em tempo positivo. Sejam agora A = 8=g >1eRP a
imagem da curva-solucdo que liga A a B pela homotetia de centro na origem
e razdo A. Sejam ainda (x1,y;) as coordenadas de um ponto qualquer na
curva AB, (x2,y2) as coordenadas de um ponto qualquer na curva RP com
x9 > w1, € y = mx com m # 0, a equagao reduzida da recta que une (x1,y;)
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76 TEOREMA DE MASSERA

a (z2,y2). E claro que o declive m vai variando & medida que (x1,y1) vai
percorrendo a curva AB.

Uma vez que ¥ é homogéna de grau zero, do Lema [ conclui-se que
U(z1,y1) = Y(z2,y2). Mais, por (P4), sabe-se que, se 0 < x1 < x2, entéo

f(x1) < fla2). (4)

Admita-se que (z(t),y(t)) é uma solucdo de () e t5 € R é tal que
(x(t}),y(t7)) = (z1,max1). Portanto, se k(mxi) # 0 (ou seja, x1 # 0), da
derivagdo da fungdo composta, de (P5) e da desigualdade (@), decorre o
seguinte:

Warmar) = )G e = L) Zhn)
_ h(z1)
= —f(z1) - A =— f(z1) — ¥(z1,mxy)

(maxq)
(

> —f(z2) — ¥(z2, ma2)

= %(ﬂcz,mmz)

Tem-se entao que trajectérias com condigao inicial no arco RP direccionam-
se para dentro da regidao definida pelos pontos (z1,y1), B, P e (x2,¥2),
conforme esquematizado na Figura[2(b). Nao havendo mais pontos de equi-
librio para além da origem, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, as solugoes
teriam que intersectar o ciclo-limite C algures entre A e P, gerando-se uma
contradigdo uma vez que, pelo Teorema de FExisténcia e Unicidade de So-
lugio para equagoes diferenciais auténomas [2], por um ponto passa uma e
uma sé solugao de () . O

3.3 Ciclos-limite

Em seguida, disseminar-se-4 o conceito de ciclo-limite atractor introduzido
por Lyapunov [15],[16] e generalizado por Milnor [I8] em 1985. De uma forma
sumdria, um ciclo-limite é uma trajectéria fechada de (II), diferente de O,
que possui pelo menos uma solucdo a aproximar-se dela, num movimento em
espiral, quando ¢ — +o00 ou t — —oo. Uma boa abordagem e perspectiva
histérica sobre os conceitos de atracgio e estabilidade pode ser encontrada
em Buescu [4, Cap. 1].

No que se segue, a letra d designa a métrica usual no plano euclidiano e
©(t, X) denota a tinica curva-solucao de () tal que ¢(0) = X, sendo X € R2.
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Definigao 3 Seja C uma solucdo periédica nao trivial de uma equacdo di-
ferencial. Diz-se que C é assimptoticamente estavel se (ver Figura[3):

e para toda a vizinhanga aberta U de C, existir uma outra vizinhanca
V C U deC tal que para toda a trajectoria o(X,t) com X € V se tem

vt € RT, o(t, X) € U;

e cxiste uma vizinhanca V de C tal que,

VX €V, lim_d(p(t X),C) = 0.

—+00

x

Figura 3: Exemplo de uma solucao periédica C assimptoticamente estavel:
solugdes préximas aproximam-se de C no futuro de modo uniforme.

No lema seguinte demonstra-se que se existir um ciclo-limite C no fluxo
de (Il), entdo este atraird todas as solugoes exceptuando a origem. Diz-se
entdo que C é um conjunto globalmente atractor. Usando o Teorema de
Liouville [2], segue imediatamente que o campo associado ao sistema ()
nao é conservativo, no sentido de nao preservar a medida de Lebesgue.

Lema 4 Se C € uma solugdo periddica nao trivial de (), entdo C € dnica e
assimptoticamente estdvel.

Demonstragao: Sugere-se que o leitor acompanhe a demonstragdo que se
segue observando a Figuraldl Sejam C uma solugao periddica nao trivial de
(@) e Py = (x2,y2) um ponto fora da regido delimitada por C.

Sendo OP; a semi-recta com origem no ponto O, considere-se P, =

OP, N C com coordenadas (z1,%1). Defina-se \ = % > 1. Seja C§* a
1

Boletim da SPM 70, Junho 2014, pp. 69-83



78 TEOREMA DE MASSERA

imagem de C pela homotetia centrada na origem e razao A. Observe-se que
esta construcao faz sentido porque, de acordo com o Lema [B] a regido deli-
mitada por C é um conjunto estrelado em relagdo a origem. Os argumentos
anteriormente explicitados permitem concluir que

dy y
Vri, 20 € R, —=(x1,mx1) > == (2, mx2),
1,22 dx( 1 1)_dac( 2 2)
o que implica que solugdes com condigOes iniciais na regido delimitada por
C5* e C sao atraidas para C. Se P3 for um ponto dentro da regido delimitada
por C, constréi-se C{™ de forma andloga e demonstra-se que:

d d
V1,13 € R, d—i(m,mxl) < %(mg,mwg).

E portanto solugdes com condigdes iniciais na regido delimitada por C{* e
C sdo atraidas para C. Fica entdo provado que C é a tnica solugao peridédica

de (I)) e assimptoticamente estavel. O

A
y

Y

Figura 4: Solugdes com condigdes iniciais na regido delimitada por C§** e

Cg\"t sdo atraidas para C.
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4 Aplicacao: Teorema de Massera

Normalmente usam-se equacoes diferenciais auténomas cujo fluxo possui
solucoes periddicas atractoras na modelacdo de situacdes que apresentam
oscilacbes auto-sustentadas, ou seja, que apresentam um comportamento
oscilatério mesmo na auséncia de forcas exteriores — um dos exemplos mais
conhecidos neste contexto é o modelo de Van der Pol desenvolvido no ambito
de circuitos eléctricos [21].

O objectivo desta seccao é o de descrever o retrato de fase de uma equacgao
diferencial de segunda ordem do tipo & + wf(x)# + w?x = 0, onde f é uma
fungdo satisfazendo (P3)—(P4) e w € R, condigoes assumidas daqui em
diante.

Sejam n€Ng e weRT. Em (I), se k(y)=wy?* ! e h(z)=wa?"*!, entdo

i = wy2n+1
{ y — w[—f(x)yQ"H _ x2n+1] (5)

satisfaz (P1)—(P5). O resultado que se segue constitui o cerne deste artigo
e descreve a existéncia de ndao mais do que um ciclo-limite para uma dada
equagdo, o qual, a existir, serd um atractor global. Visto como uma genera-
lizagao de Sansone [22], o teorema foi demonstrado por Massera [17] em 1954,
no ambito do estudo da unicidade de solucdes periédicas de uma Equagio
de Liénard. A demonstracio da versao do Teorema de Massera que se segue
¢ um corolario do Lema [l

Teorema 5 (Massera (1954)) Seja f uma fungao satisfazendo as hipdte-
ses (P3)—(P4). O retrato de fase da equagao diferencial

i +wf(x)d+wiz =0 (6)

tem no mdximo uma unica solucao periddica ndo trivial. Se existir, esta é
globalmente atractora.

Demonstracgio: Se wy = i, entdo & = wy = w?[—f(x)y — ] e portanto a
equacao (@) é equivalente ao sistema (B)) no caso n = 0. Uma vez que ()
satisfaz (P1)—(P5), do Lema [ conclui-se que, se existir um ciclo-limite, ele é
unico e terda que ser um atractor global, ficando demonstrado o pretendido.

l

Na Figura[5 estdo representadas duas solugoes de (B) onden =0, w = 1e
f(x) = 22 —1, com condigdes iniciais (2.0, 3.0) e (0.5,0.5), usando o software
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Figura 5: Tlustragdo de duas solugdes da equagdo (@), com n = 0, w = 1
e f(z) = 2% — 1 e condicdes iniciais (2,3) e (0.5,0.5). A figura sugere que
ambas as curvas se aproximam de uma solucao peridédica quando ¢t — +oc.

winplot. E visivel o sentido e a direccio do campo de vectores em cada
ponto e é sugerida a existéncia de uma solucdo peridédica que atrai as duas
trajectérias. Com os mesmos parametros na Figura [0] estd esquematizada a
evolugdo da componente y da solugéo de (Bl com condi¢ao inicial (2.0, 3.0),
realcando-se um comportamento quase periddico.

5 Comentarios finais

Equagdes do tipo #+w f(x)#+w?z = 0 tém uma aplicacio directa no estudo
de oscilagoes livres amortecidas, onde a intensidade do amortecimento é
controlada por f. Este é o caso descrito pelo movimento unidimensional
dos amortecedores de automéveis, por exemplo. No contexto da fisiologia, é
também razoavel supor que os batimentos cardiacos de uma pessoa saudavel
possam ser descritos por este tipo equagoes — apds ligeiras perturbacoes, o
coragdo sofre alteragoes e regressa ao seu estado normal — consulte-se [19]
Sec.7.9, Sec 10.7]. Trata-se de um modelo simples em que variagdes em
torno de um ritmo principal sdo desprezaveis e em que um ritmo periédico
¢é reestabelecido apés ligeiras perturbacoes.
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A laia de observacao final, serd oportuno dizer que a procura de ciclos-
limite no fluxo de equagdes diferenciais no plano, o tema central da segunda
parte do 16.° Problema de Hilbert, é dificil, sendo impossivel, tornando-
se imperioso a cisdo do problema em classes. As Equacoes de Liénard, e
em particular o Teorema de Massera, sdo a concretizacdo desta estratégia.
Este pequeno texto deve ser encarado como uma exposicao acessivel destes
assuntos, com especial enfoque numa técnica usada em sistemas dindmicos
continuos planares para a captura de solugoes periddicas. A digressao teve
como mote o (para muitos desconhecido) Teorema de Massera, um resultado
com mais de 50 anos, ficil de interpretar e de demonstralﬁ.

N ‘ . . . ‘
Yo /{\\/ﬁ\//’\
_26 | | " | " |
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Figura 6: Representagao da evolucdo da componente y da solucao da equagio
@), com n=0,w=1, f(x)=2%—1 e condigdo inicial (2.0, 3.0) (¢ € [50,450]).

Nota: Este texto néo foi escrito ao abrigo do Novo Acordo Ortogrifico.
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