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Resumo: Neste trabalho recorremos ao problema da ruina do jogador, um
dos mais famosos problemas em probabilidades, para ilustrar a importancia
dos resultados de convergéncia estocastica no estudo dos fenémenos aleaté-
rios. Para este fim sdo inicialmente apresentadas algumas solucées exatas do
problema, obtidas com recurso a modelacao do problema através de equacdes
as diferencas. Estes resultados permitem averiguar a qualidade de solugoes
aproximadas obtidas recorrendo a simulagdo Monte Carlo (via software @)
e aos principais resultados de convergéncia estocastica, tais como a Lei dos
Grandes Numeros e o Teorema Limite Central. Por fim, far-se-4 uma anélise
critica a possibilidade de utilizacdo deste problema (ou de outros semelhan-
tes), nomeadamente no que se refere a utilizagdo de simulagdo, no ensino
das probabilidades.

Abstract In this work we use one of the most famous problems in probabi-
lity — the gambler’s ruin problem — to point up the relevance of the classical
convergence results for understanding the behavior of random phenomena.
Thus, we illustrate some exact solutions of the problem and propose methods
for obtaining approximate solutions using Monte Carlo simulation (via @
software) and the main stochastic convergence results, such as the Law of
Large Numbers and Central Limit Theorem. Finally, we analyze the use of
this problem (or other similar), mainly the use of simulation, in teaching
probability.
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1 Introducao

Em 1657 é publicado o primeiro livro sobre calculo de probabilidades, de
Christiaan Huygens (1629-1695). Esta pequena coletdnea de problemas
relativos a jogos de azar, baseada na correspondéncia entre Blaise Pascal
(1623-1662) e Pierre de Fermat (1601-1665) em 1654, permitiu despertar a
atencdo de numerosos matematicos durante os séculos XVII, XVIII e XIX
para esta temética, razao pela qual surgiram variadas generalizaces de al-
guns dos problemas propostos. O tltimo desafio apresentado neste opisculo
de Huygens, e porventura um dos mais célebres problemas em probabilida-
des, é o problema da ruina do jogador, para o qual o autor nao apresenta a
resolucao, indicando somente a sua solucao e deixando a demonstracao ao
cuidado do leitor.

A autoria deste problema foi durante muitos séculos atribuida a Huy-
gens. No entanto, o seu verdadeiro autor é Pascal, que ja teria previamente
trocado correspondéncia com Fermat acerca do referido problema. Este
facto sé seria revelado em 1888, com a publicacdo da correspondéncia de
Huygens (¢f. Huygens, 1656). No entanto, esta publicacio é posterior a
publicagdo de dois livros que foram (e sdo) obras fundamentais da Histoéria
das Probabilidades, Gouraud (1848) e Todhunter (1865), o que contribuiu
para que o nome de Pascal continuasse isolado do problema da ruina do
jogador. Todavia, este problema estd na origem de muita investigagdo em
probabilidades nos tltimos 350 anos, nos quais foram aparecendo diversas
versoes do enunciado deste problema, bem como distintas propostas para a
sua resolucdo. Consulte-se, por exemplo, Thatcher (1957), Edwards (1983),
Hald (2003) ou Pedro (2012), onde sdo desenvolvidas algumas das propos-
tas de resolugdo apresentadas durante os séculos XVII e XVIII, de autores
tais como Pascal, Fermat, Huygens, Johannes Hudde (1628-1704), Jakob
Bernoulli (1654-1705), Abraham de Moivre (1667-1754), Montmort (1678
1719), Nicolas Struyck (1687-1769), entre diversos outros mateméticos(®.

'David (1962), King ¢ Read (1963), Hacking (1975), Stigler (1996), Bernstein (1998)
e Hald (2003) fazem uma boa descri¢do das origens da Teoria da Probabilidade, das suas
primeiras obras, da sua inicial dependéncia na anélise de resultados de jogos de azar e
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Por outro lado, a simulacdo pode ser encarada como um processo artifi-
cial que reproduz o comportamento de um fenémeno aleatério, permitindo,
com recurso aos resultados de convergéncia estocastica, obter uma descrigdo
das caracteristicas desse fenémeno e, em particular, de valores aproxima-
dos das probabilidades de cada um dos seus possiveis resultados (Martins,
2011). Por este motivo, a simulagdo pode ser utilizada para explorar a in-
terpretacao frequencista de probabilidade, que dificilmente é compreendida
sem o recurso a simulagoes computacionais uma vez que para a obtencao de
resultados fidveis é necessario repetir centenas, ou mesmo milhares, de vezes
a experiéncia. Por conseguinte, a simulacdo é uma ferramenta educacional
indispensével para os estudantes poderem modelar o comportamento de fe-
némenos aleatérios, uma vez que permite a visualizacdo dos seus resultados
de uma forma célere. Permite, ainda, explorar ideias que muitos manuais
nao abordam uma vez que a maioria dos livros escolares, sobretudo os do
12.° ano de escolaridade, apresentam uma visao do calculo das probabilida-
des praticamente restrita a defini¢ao cldssica (laplaceana) de probabilidade
e o consequente recurso ao _célculo combinatério, cf. Batanero et al. (2004).
Todavia, diversos autores@) defendem que o recurso a simulacao deve ser,
sempre que possivel, acompanhada pelo calculo formal da probabilidade, de
forma a permitir ao estudante comparar os valores aproximados (obtidos
por simulagdo) com os valores exatos, conforme ilustraremos neste trabalho
com a utilizacdo do problema da ruina do jogador. Deste modo, a simulacao
permite assimilar a tendéncia das proporcoes observadas em aproximarems-
se do valor das respetivas probabilidades quando aumentamos o niimero de
observagoes, uma ideia que é igualmente central na Estatistica quando pre-
tendemos generalizar as caracteristicas do que observamos (a nossa amostra)
para toda a populacdo. A simulagdo permite ainda abordar situagoes mais
realistas, podendo ser utilizada para obter solucoes aproximadas de proble-
mas complexos, cuja resolucao analitica é complicada ou mesmo impossivel
(Fernandes, 1999) sendo, como tal, uma metodologia indispensével na in-
vestigacao desses fendmenos aleatorios.

Neste trabalho comecamos por apresentar uma versao atual do enunciado
do problema da ruina do jogador na secgdo 2 e, na seccao 3, descrevemos
uma possivel modelacao de algumas das carateristicas associadas ao pro-
blema recorrendo a equagoes as diferengas. Na seccdo 4 expomos uma breve
resenha histérica da simulacdo Monte Carlo, bem como das suas técnicas

do célculo combinatério, bem como o aumento da sua importdncia na Estatistica com a
constatagdo de regularidade quando se possui uma grande quantidade de dados.
2Consulte-se, por exemplo, Coutinho (2001) ou Batanero (2003).
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e vantagens. Na seccdo 5 recorremos a simulacdo (via software @) e ao
problema da ruina do jogador para ilustrar a importancia dos principais
resultados de convergéncia estocastica para a obtencao de valores aproxi-
mados, onde aplicamos a Lei dos Grandes Numeros, a Lei do Logaritmo
Iterado, o Teorema Limite Central e o Teorema de Glivenko-Cantelli. Por
fim, na seccéo 6, analisamos a utilizacdo da simulagdo como ferramenta fun-
damental para a compreensdo do comportamento dos fenémenos aleatérios
e os teoremas de convergéncia estocastica como a principal ferramenta para
o estudo e modelagao dos fenémenos aleatorios.

2 O Problema da ruina do jogador

Consideremos um jogo entre dois jogadores (A e B) dividido em partidas.
O jogador A ganha cada partida com probabilidade p, recebendo um euro
do jogador B, e perde com probabilidade 1 — p, entregando um euro ao
jogador B. A fortuna inicial do jogador A serd representada por a €, estando
em jogo m = a + b euros (b representara a fortuna inicial do jogador B).
Sejam a(n) e b(n), respetivamente, as fortunas dos jogadores A e B apds
a realizagdo de n partidas. O jogo termina quando um dos jogadores for
a ruina (ficar sem dinheiro), isto é, se a(n) = 0 (a fortuna do jogador A
apos a realizacdo de n partidas é nula) ou b(n) = 0 (a fortuna do jogador
B no final da n-ésima partida é nula, o que corresponde a a(n) = m) para
algum n € Ny, a(0) = a e b(0) = b. Podemos recorrer a simulacdo para

a=25eb=5

a0 ) 0 100 20 a0 ) 0 100 0 E) w

Figura 1: Simulacdo do jogo para diferentes valores de a e de b (p = 0.5)

visualizarmos o decorrer de alguns jogos. Em cada grafico das Figuras[le
estdo representadas 5 trajetorias relativas a evolugao da fortuna do jogador
A para os diferentes valores de a, b e p indicados. Notemos que se trata
de um passeio aleatério (numa dimensdo) onde em cada iteracdo o valor
da fortuna do jogador A aumenta uma unidade, com probabilidade p, ou
diminui uma unidade, com probabilidade 1—p. Podemos visualizar as linhas
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de fronteira (linhas horizontais na qual o jogo termina) que correspondem as
retas horizontais y = 0 (o jogador A faliu) e y = m (o jogador B faliu); bem
como a tendéncia esperada do montante detido pelo jogador A (representada
a tracejado) onde é notério que, para p = 0.5, estamos perante um jogo justo
(o valor esperado do ganho de cada jogador é nulo), para p > 0.5 a fortuna
do jogador A tem uma tendéncia crescente e para p < 0.5 a fortuna do
jogador A tenderd a diminuir.

p = 0.40 p=0.55

o 0 a0 ) 10 a0 w 0 ) E w

Figura 2: Simulagao do jogo para diferentes valores de p (a = b = 15)

3 Modelagao do problema da ruina do jogador

A probabilidade P, do jogador A ganhar o jogo tendo a € pode ser modelada
pela equacao as diferencas

Pa:ppa-l—l"i_(l_p)ﬂpa—h O<a<m, (1)

com Py =0 e P, =1 como condi¢des de fronteira (consultar, por exemplo,
Feller (1967) ou Edwards (1983)). Assim, conclui-se

N[

ot s P=
(1-p)*p*—p™
T ¢ PF

P, = (2)

N[

Este resultado permite deduzir diversas carateristicas associadas ao jogo,
como por exemplo a sensibilidade de P, a variagoes nas fortunas dos joga-
dores bem como ao montante apostado em cada partida, a expressao de P,
quando b é ilimitado (b — +00) ou que a probabilidade de um jogo nunca
terminar é nula, entre outras (consulte-se, por exemplo, Pedro (2012)). Por
outro lado, o nimero esperado de partidas até o jogo acabar quando o joga-
dor A tem a <€, representado por E,, é modelado pela equagao as diferengas

pEa+1_Ea+(1_p)Ea—1:_17 0<a<m, (3)
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com Eg = E,,, = 0 como condic¢bes de fronteira. Deste modo obtemos, como
solucao,
_1
ab se p=3

Ea=1q & m [(17”)&—1} 1 (4)

1-2p 1-2p (1%)’”,1

Apesar de ser possivel deduzir diversas carateristicas do jogo da ruina
do jogador de forma exata através das equagoes as diferengas, conforme as
equagoes (1) e @) ilustram, podemos igualmente obter resultados aproxi-
mados destas carateristicas recorrendo a simulacdo de Monte Carlo. H&
igualmente especificidades do jogo que dificilmente se conseguem obter de
forma analitica (sendo, em alguns casos, provavelmente impossivel) e que a
simulacdo nos permite obter uma descricdo aproximada. Contudo, além da
relevancia que atualmente a simulagdo assume na investigacdo, esta pode
igualmente desempenhar um papel fundamental no Ensino das Probabilida-
des, quer no ensino secundario quer no ensino superior, de forma a permitir
uma melhor compreensao do comportamento dos fenémenos aleatérios.

4 Simulacao

A realizacdo de um elevado nimero de vezes de uma certa experiéncia alea-
toria e a determinacao da frequéncia relativa de determinado acontecimento,
com o objetivo de determinar um valor aproximado da probabilidade desse
acontecimento, pode ser encontrada de uma forma isolada nos séculos XVIII
ou XIX. Se considerarmos como simulagao o uso de uma ferramenta que nos
permita gerar dados aleatérios ou pseudo-aleatérios, com vista a visualiza-
¢do empirica de um determinado resultado matematico, podemos situar a
sua origem em meados no século XVIIL. De facto, nesta época, Conde de
Buffon (1701-1788) efetuou 2048 conjuntos de lancamentos de moedas para
tentar obter uma resposta para o famoso paradoxo de Sao Petersburgo@).
Outro problema que suscitou a curiosidade dos matemaéticos para a sua
verificagdo empirica foi o problema das agulhas de Buﬁon@). Hall (1873)

30 problema de Sdo Petersburgo foi proposto por Nicolas Bernoulli (1687-1759) e
“resolvido” por Daniel Bernoulli (1700-1782). O problema consiste em determinar qual a
quantia que um jogador deve apostar de forma a tornar o seguinte jogo justo: o jogador
lanca sucessivamente uma moeda ao ar até obter cara e se sair cara apenas no n-ésimo
lancamento, receberd um prémio de 2" moedas. Salientemos que o valor esperado de

ganho é 3 x 2" + (%)2 x 2244 ()" x2" 4+ =1+ 141+ . Székely (1986)
comenta diversos paradoxos na evolu¢do da Teoria da Probabilidade e da Estatistica.
4Problema proposto por Buffon (1777), e que consiste em determinar a probabilidade

de uma agulha cair numa linha, num chéo que se encontra dividido por um certo niimero
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apresenta uma solucao recorrendo a realizacao da experiéncia 590 vezes e,
por exemplo, Mario Lazzarini (1901) obteve 7 ~ % ~ 3,1415929 com 3408
lancamentos, valores diversas vezes contestados por estarem muito préximos
do valor real de 7. Para Stigler (1991), se usarmos uma definigdo de simu-
lacdo mais restrita, e considerar-mos que o seu objetivo é aprender mais
sobre um determinado processo que se estd a estudar, entdo a origem da
sua utilizagdo serd reportada apenas ao dltimo quarto do século XVIII. To-
davia, usualmente a sua origem é atribuida a William Gosset (1876-1937),
mais conhecido por Student, que em Student (1908) afirma ter gerado 750
amostras de dimensao 4, comecando por registar 3000 observacoes, fruto da
escolha aleatéria de cartoes que possuiam as medidas antropométricas do
dedo médio de 3000 criminosos, juntando-as depois em grupos de 4. Gosset
usou este método para efetuar o estudo da distribuigao ¢ e da distribuicao do
coeficiente de correlagdo. No entanto, Stigler (1991) refere trés matematicos
que previamente revelaram evidéncias de recurso a simulacdo, Erastus De
Forest (1876), George Darwin (1877) e Francis Galton (1890).

Independentemente da definicdo de simulagdo que adotemos, esta con-
siste num processo artificial que imita o comportamento de um fenémeno
aleatoério, permitindo obter uma descricao aproximada das suas carateristi-
cas. Todavia, para obtermos aproximagoes fidveis, é necessario repetir esse
processo um grande niimero de vezes, o que torna a simulacido bastante mo-
rosa e pouco apelativa. Deste modo, apesar de haver registos de utilizagao
da simulacdo nos séculos XVIII e XIX, esta comegou a ser mais utilizada a
partir da década de 40 do século XX, devido ao aparecimento do método de
simulagdo de Monte Carlo e ao surgimento dos computadores eletrénicos,
¢f. Ulam e Metropolis (1949) e Metropolis (1987). Este recurso a simulacao
computacional permitiu resolver, usando métodos probabilistas, problemas
cuja resolugao tedrica era dificil, morosa ou cuja experimentacio real estava
condicionada por aspetos econémicos, temporais ou espaciais.

A simulagdo de Monte Carlo consiste num processo de simulagdo com-
putacional que gera niimeros pseudo-aleatérios (niimeros gerados a partir de
algoritmos conhecidos e, como tal, conhecido o niimero inicial e o algoritmo
utilizado é possivel determinar os ntimeros que irdo ser gerados) e deter-
mina que proporc¢ao desses nimeros verifica uma ou mais propriedades. Na
base da simulagdo estda o Teorema da Transformagdo Uniformizante, e suas
generalizagoes, que permitem a geracdo de varidveis aleatérias (v.a.) com

de linhas igualmente espacadas cuja distancia é superior ao comprimento da agulha. Uma
vez que a solucdo é uma funcdo de m, obtendo-se um valor préximo da probabilidade
(repetindo intimeras vezes a experiéncia) podemos obter um valor préximo de .
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qualquer distribuicao pretendida através da geracdo de v.a. U; caracteriza-
das pela distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1] (consulte-se, por exemplo,
Ross (2012) ou Rubinstein (2008)). Deste modo, através da geragao dos
nimeros pseudo-aleatérios U; (atualmente hd métodos implementados em
praticamente qualquer maquina de calcular) podemos imitar o comporta-
mento de fenémenos aleatorios. Em particular, no jogo da ruina do jogador,
o resultado de cada partida pode ser determinado pela geragdo de um nu-
mero Uj, considerando que o jogador A ganha a i-ésima partida se U; < p e
perde caso contrario. Para simular um jogo bastard continuar a gerar par-
tidas até que um dos dois jogadores fique na ruina. Por fim, para podermos
modelar de forma aproximada as caracteristicas do jogo da ruina, teremos
de simular um grande nimero de jogos, conforme ilustraremos graficamente
na proxima secgao.

5 Convergénciasilustradas com recurso asimulacao

Seja X uma variavel aleatéria com fungao de distribuigdo F, , valor espe-
rado p e varidncia o2. Sejam Xi,..., X, n réplicas independentes de X,
i.e. n v.a. independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) a X. Sejam
z1,...,Ty, uma concretizacdo de Xi,...,X,. Os teoremas de convergéncia
asseguram, sob determinadas condicoes, que, para uma dimensao n elevada,
podemos através de x1,...,x, inferir ou obter valores aproximados para al-
gumas carateristicas de X, razao pela qual os resultados assimptéticos sao
fundamentais como elo de ligagao entre a Probabilidade e a Estatistica. Ilus-
tremos esta ideia recorrendo ao problema da ruina do jogador e a alguns dos

mais famosos teoremas de convergéncia estocéstica.

5.1 Lei dos Grandes Numeros e Lei do Logaritmo Iterado

O primeiro resultado de convergéncia foi demonstrado por Jacob Bernoulli
(1654-1705), tendo sido publicada, em 1713, na sua obra péstuma Ars Con-
jectandi. Bernoulli, que considerava este resultado importante, chamou-lhe
Teorema de Ouro, sendo depois designada por Lei dos Grandes Numeros
por Poisson (1781-1840), em 1837, em contrapartida a sua Lei dos Peque-
nos Numeros (convergéncia, quando n — +o00, da distribui¢do binomial para
a Poisson para valores de p ~ 0). Utilizando notagao atual, considerando
X uma prova de Bernoulli com probabilidade de sucesso p (X ~ Ber(p)),
teremos

lim P(|p, —p| <e)=1,Ve >0, (5)

n—-+o00
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onde p, = % Yo, X; representa a proporgao amostral. Desta forma, a pro-
porcao amostral converge em probabilidade para a respetiva probabilidade.
Este resultado foi consecutivamente generalizado por diversos autores, entre
os quais se destacam Poisson, Chebycheff (1821-1894), Markov (1856-1922),
Kolmogoroff (1903-1987), entre outros. Khintchine (1894-1959), em 1928,
considerando p finito, demonstra que

Jlim P (’Xn - u] < e) =1,Ye >0, (6)
onde X, = %Z?:l X, representa a média amostral. Temos, neste resul-

tado, a convergéncia em probabilidade da média amostral para a média
populacional. A versdo forte da Lei dos Grandes Ntumeros, que assegura a
convergéncia quase certa, surge com Borel (1871-1956), em 1909, restrita a
provas de Bernoulli. Kolmogoroff, em 1928, supondo p finito, conclui que

(%) 1 »

a=b=15ep=05 a=20,b=10ep=0>5 a=25,b=5ep=0.5

8

000 5 00 5000 000 5000

a=b=15ep=0.40 a=b=15ep=0.52

Figura 3: 20 réplicas da evolucdo da proporcao amostral durante 5000 jogos

A Lei Forte dos Grandes Niuimeros estd na origem de um outro resultado
importante na Teoria da Probabilidade, a Lei do Logaritmo Iterado. Sendo
um resultado de Hausdorff (1868-1942), de 1914, a sua forma usual é devida
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a Khintchine que, em 1924, considerando variancia finita deduz

R
P | limsup ———— =V20]| =1. (8)
n—+oo +/In (In (n)
Intuitivamente a Lei do Logaritmo Iterado estabelece que a sequéncia es-
tocastica X, flutua dentro dos limites u 4 ﬁ 2In(In(n)). Nos gréficos
patentes das Figuras B e [ é ilustrada a Lei dos Grandes Numeros e a Lei
do Logaritmo Iterado (os limites definidos nesta lei estdo representados a
vermelho nos gréficos). Na Figura B é analisada a evolu¢ao da proporgao
(amostral) de jogos ganhos por A e na Figura [ a evolu¢do do nimero mé-
dio de partidas até um jogo terminar (a linha horizontal representa o valor
tedrico obtido pelas equagoes as diferencas presentes na secgao 3). Os grafi-
cos presentes nas Figuras [l e @] mostram comportamentos analogos, onde é
notéria a tendéncia do valor empirico aproximar-se do correspondente valor
tedrico a medida que n aumenta. Além disso, se considerarmos um valor
especifico de n, a Lei do Logaritmo Iterado identifica claramente os limi-
tes dos valores observados nas simulagoes, sendo evidente a diminuicdo da
variabilidade dos valores empiricos com o aumento do valor de n.

a=b=15ep=05 a=20,b=10ep=05 a=25,b=5ep=0.5

200 0 o 20 200 0 o 20 200 0 wn 20

a=b=15ep=040 a=b=15ep=0.52 a=b=15ep=0.55

Figura 4: 20 réplicas da evolugdo da duracdo média do jogo durante 5000
jogos
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5.2 Teorema Limite Central

O resultado de convergéncia estocastica mais célebre, nao s6 pela controvér-
sia que gerou nos séculos XVIII e XIX, mas igualmente pelo papel prepon-
derante que assume na Teoria da Probabilidade, foi denominado por Pdlya
(1887-1985), em 1920, por Teorema Limite Central devido ao papel funda-
mental que desempenha entre os resultados sobre convergéncia. A primeira
versao do Teorema Limite Central foi obtido por de Moivre (1667-1754),
em 1738, restrito a provas de Bernoulli (usualmente denominado Teorema
Limite Central de Moivre-Laplace). Desta forma X ~ Ber(p), obtendo-se

~ € 2
. P, —P 1 / -5
lm P|—=——vn<¢e| =— e dz = ®(e), 9
wee ( p(l—p)f—) Nor €
—00
n =25 n = 50 n = 100
n = 500 n = 1000 n = 5000

s ‘
000 0t o8 055 08

Figura 5: Distribuicdo da proporgao amostral de n jogos, a=b=15 e p=0.5

0% oss 080 00 0ss o8

onde ® representa a funcdo de distribuicao de uma varidvel gaussiana stan-
dard. Este resultado tornou-se mais conhecido apés os trabalhos de Laplace
(1749-1827) e de Gauss (1777-1855). A Figura [H compara as frequéncias,
observadas em 10000 réplicas, da proporc¢ao de jogos ganhos pelo jogador A
em n jogos, com a curva gaussiana. As frequéncias obtidas correspondem a
valores aproximados de probabilidades que poderiam ser obtidas pela distri-
buicdo binomial com n provas e probabilidade de sucesso igual a 0.5, sendo
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rapida a aproximacgao destas a distribuicdo gaussiana, pois mesmo para va-
lores baixos de n os gréaficos revelam que a funcao de probabilidade tem
uma forma muito proxima da forma da curva gaussiana. Por outro lado, é
igualmente notéria a diminuicdo da variabilidade quando n aumenta, sendo
observados cada vez mais valores mais préximos do valor pretendido (neste
exemplo corresponde a 0.5, valor que pode ser obtido através da utilizacao
da equagao (2))) com uma probabilidade mais elevada.

n =25 n = 50 n = 100

10 £ 2 w 0 £
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Figura 6: Distribuicdo da duracdo média em n jogos, a=b=15 e p=0.5

E

Atualmente existem diversas versoes do Teorema Limite Central, na mais
usualmente utilizada supde-se varidncia finita, obtendo-se

lim P @\/ﬁgg _d(e) ou lim F (@:@(ﬁ““). (10)

n——+00 n—+oo Xn o

Temos, neste teorema, a convergéncia em distribuicio da média amostral
para a distribuicao gaussiana. A Figura ilustra® o Teorema Limite Cen-
tral, analisando a média da duracao de n jogos, em 10000 réplicas, onde

5Nestes graficos, para analisar a aproximacéao do histograma & densidade da gaussiana, é
importante a amplitude utilizada na defini¢do das classes. Contudo, uma vez nio ser nosso
objetivo efetuar uma andlise detalhada sobre esta convergéncia, ndo iremos desenvolver
esta ideia mas salientamos que a definicio da amplitude é importante quando utilizamos
um histograma na estimacdo de uma densidade. Mais informagdo pode ser obtida, por
exemplo, em Tenreiro (2010).
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se pode observar que, a medida que n aumenta, o histograma dos valores
observados de X, aproxima-se da curva gaussiana. A velocidade de conver-
géncia parece ser mais lenta que a convergéncia observada na Figura [l pois
para valores baixos de n o histograma ainda apresenta algumas diferencas
significativas em relacdo a curva gaussiana. Todavia, tem um comporta-
mento semelhante a medida que n aumenta, pois o histograma fica cada vez
mais préximo da forma da curva gaussiana e a variabilidade vai diminuindo
(os valores observados estdo cada vez mais concentrados na vizinhanga do
valor pretendido, que neste caso corresponde a 225 jogos, valor que pode ser
obtido com recurso a equacao ().

6 Teorema de Glivenko-Cantelli

n = 50 n = 100 n = 500

“ o W a0

n = 5000 n = 10000

™ w0 @0 w0 w0 i o o 1000 1500 o o

Figura 7: Fungao de distribuicdo empirica da duragao do jogo, a =b =15,
p=0.5

A ponte de ligacdo entre a probabilidade e as regularidades empiricas é
a relacdo entre a funcao de distribuigdo tedrica F , (z) e a funcdo de distri-
buigao empirica F,,(z) definida por

n nkzl

onde I representa a funcao indicatriz. As varias facetas de inferéncia estatis-
tica podem ser interpretadas (direta ou indiretamente) pela relacdo entre a
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funcao de distribuicdo empirica e a funcdo de distribuigao tedrica, quer seja
a estimacdo, quer sejam testes de hipodteses; sendo os resultados que ligam
F(z) com F, () fundamentais.

Se considerarmos a distancia

A, = sup |Fu(z) — F ()], (12)
rz€eR
entdo o Teorema de Glivenko-Cantelli garante
P (ngrfoo A, = o) — 1, (13)

certificando a convergéncia de F,,(z) para F, (z).

Se representarmos por F,(x) a probabilidade de, no méximo, um jogo
durar = partidas até terminar quando o jogador A detém a<€, entdo (cf.
Takacs (1969) e Feller (1967))

- km

a b
_ (4p(1— p)) 2 cos® _5‘“_ » \2. kar 1-p\ 2. kbr
Fo(w)=1- Zl 24/p(1-p) 1))005k—7r l(lp) S5, Jr( p ) ST ‘|
(14)

Na Figura [0 sdo comparadas as funcoes de distribuicdo empirica, para
diversos valores de n, com a funcao de distribuicao tedrica F,(z), onde se
ilustra a aproximacio entre F,(z) ¢ Fq(z) com o aumento de n. Notemos
que com 1000 observagoes ja praticamente ndo se consegue identificar di-
ferencas entre a funcao de distribuicao tedrica, representada com recurso a
férmula (I4)), e a fungdo de distribui¢do empirica obtida por simulagao.

A visualizagdo do Teorema Limite Central pode ser igualmente efetu-
ada recorrendo ao Teorema de Glivenko-Cantelli, comparando a funcao de
distribuigdo empirica da proporgao amostral (Figura8]) ou a fungao de distri-
buicao empirica da média amostral (Figura[@]) com a fun¢ao de distribuicao
da gaussiana, tendo sido utilizadas as mesmas simulacdes que deram origem
aos graficos das Figuras [l e Deste modo, a Figura [ ilustra a conver-
géncia da proporcao amostral para a probabilidade e a Figura [ mostra a
convergéncia da média amostral para o valor esperado. Na Figura [§] parece
haver uma disténcia significativa para valores baixos de n. Esta diferenca
deriva do facto de as frequéncias s6 assumirem os valores f; = iq5; para
i =0,...,n, o que implica que a funcao de distribuicdo empirica seja cons-
tante nos intervalos [f;_1, fi[ para i = 1,...,n. Todavia, & medida que n
aumenta a amplitude destes intervalos converge para 0 e a distancia entre
as duas funcdes tende a desaparecer.
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n =25 n = 50 n = 100

n = 500 n = 1000 n = 5000
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Figura 8: Distribuicao da proporcao amostral em n jogos, a=b=15e p=0.5

De facto, o Teorema de Glivenko-Cantelli é essencial para a compreen-
sao dos fenémenos aleatérios, razao pela qual Rényi (1970) utiliza o Teo-
rema de Glivenko-Cantelli como ponte entre a regularidade das observagoes
e os modelos de probabilidades, denominando-o de fundamental theorem of
mathematical statistics.

7 Comentario final

O ensino das probabilidades no ensino secundario, muitas vezes dedicado
quase exclusivamente ao calculo combinatério, pouco intuitivo e de dificil
compreensdo, pode ser bastante enriquecido com a inclusdo de problemas
para os quais, apesar de existirem solugoes exatas analiticamente complexas
para alunos deste nivel de ensino, podem ser obtidas solu¢des aproximadas
recorrendo a simulacgbes, que permitem igualmente ilustrar, de forma intui-
tiva e esclarecedora, o comportamento dos fenémenos aleatérios (consultar
Martins e Ponte (2010), Ross (2012) ou outros exemplos disponiveis no site
do projeto ALEA —http://www.alea.pt).

Deste modo, tal como, por exemplo, Batanero (2003) ou Batanero
et al. (2004), acreditamos que algumas das metodologias de simulagao
que ilustramos poderao ser aplicados quer no ensino superior quer ao ni-
vel do décimo segundo ano, permitindo a compreensdao do problema da
ruina do jogador, e suas propriedades, bem como o estabelecer da li-
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n =25 n = 50 n = 100

) = = 20 = 20 2 =0 20 2 .

Figura 9: Distribuicdo da duracdo média de n jogos, a=b=15 e p=0.5

gagdo entre a definicdo frequencista e a definicdo classica de probabili-
dade. Por outro lado, o problema da ruina do jogador permite igual-
mente a valorizacdo do ensino da Histéria da Matemaética, servindo de
fio condutor para o ensino da origem da Teoria das Probabilidades. Em
https://sites.google.com/site/problemadaruina disponibilizamos ta-
refas para simulacdo, com vista ao estudo do problema da ruina do jogador,
onde podem ser explorados simuladores (quer em FEzcel, quer em @), per-
mitindo explorar todas as potencialidades que acabamos de referir.

Em suma, consideramos que a simulacdo é uma ferramenta extrema-
mente eficaz para ilustrar o comportamento dos fenémenos nao determi-
nisticos, nomeadamente dos resultados assimptéticos, fundamentais para a
compreensao do aleatério e da sua ligacao com a Estatistica, como por exem-
plo a Lei dos Grandes Numeros, a Lei do Logaritmo Iterado, o Teorema
Limite Central e o Teorema de Glivenko-Cantelli.
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