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A MATEMATICA E O PLANETA TERRA

José Francisco Rodrigues*

Departamento de Matematica e CMAFcIO
Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa
e-mail: jfrodrigues@ciencias.ulisboa.pt

Resumo: Neste artigo abordam-se alguns conceitos fundamentais da Mate-
matica diretamente associados ao Planeta Terra numa perspetiva histérica.
Da esfera a linha de rumo, das origens e certas aplica¢des do Célculo Infinite-
simal aos problemas com fronteira livre, das simetrias nos s6lidos platénicos
e nos cristais a calcada portuguesa, a Matematica é o elo de ligacdo entre
temas aparentemente dispares associados ao Planeta Terra.

Abstract: In this article we discuss some fundamental concepts of Mathe-
matics directly associated with Planet Earth in a historical perspective.
From the sphere to the rhumb line from the origins and certain applications
of the Infinitesimal Calculus to the problems with the free boundaries from
the symmetries in the Platonic solids and in the crystals to the Portuguese
sidewalk, Mathematics is the link between apparently disparate themes as-
sociated with Planet Earth.

palavras-chave: Matematica do Planeta Terra; Histéria da Matematica;
Divulgagao da Matematica.

keywords: Mathematics of Planet Earth; History of Mathematics; Popu-
larisation of Mathematics.

Sciencia nam eh outra cousa sendo hum conhecimento habituado
no entendimento: o qual se acquirio per demonstracdo: e demonstracdo
he aquelle discurso que nos faz saber (...) Nem deue auer duuida
no que mesta parte escreui: porque nenhua cousa he mais euidente:
que ha demonstra¢io mathematica: a que em nenhua maneyra se pode
contrariar

Pedro Nunes (1537)

1 Esferas — da forma da Terra e do Ceo.

Ja na Antiguidade Classica era claro que a forma da Terra tinha que
ser esférica. Em Sobre os Céus, no século IV Antes da Era Corrente (AC),

*O Autor agradece o apoio do CMAFcIO e da FCT através do Projeto
UID/MAT/04561/2013. O financiamento da impressdo a cores foi assegurado pelo Autor.
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2 A MATEMATICA E O PLANETA TERRA

Aristételes argumentou esse facto com a sombra da Terra sobre a Lua du-
rante os eclipses e com a mudanca da posicao das estrelas e a alteracao do
circulo do horizonte com a variacdo da posi¢ao do observador para Norte ou
para Sul.

Segundo a Definicio 14 do Livro XI de Os elementos de Euclides!,
cerca 300 AC, Esfera € a figura compreendida quando, o diagmetro do semi-
circulo permanecendo fixo, o semicirculo, tendo sido levado d volta, tendo
retornado, de movo, ao mesmo lugar de onde comegou a ser levado. Tal é,
também, a versio do “Tratado da Sphera”?, traduzido do texto latino do
século XIII de Sacrobosto pelo matematico e cosmégrafo portugués Pedro
Nunes (1502-1578), publicado em 1537 com outros textos comentados e com
os seus dois primeiros ensaios originais sobre a teoria mateméatica da navega-
¢ao. Essa definicdo é ai completada com a versdo de Teoddsio, matematico
helénico do século IT AC, que a define como um “corpo maciso recolhido
debairo de hua soo face” equidistante de um ponto que se chama centro.
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Figura 1: Partes do primeiro capitulo do “Tratado da Sphera”?, da edicdo de
1537 de Pedro Nunes, com as definigoes da esfera e com uma gravura alusiva a
“redondeza da terra”, onde é patente a concegdo geocéntrica da época.

A importancia da esfera e das suas propriedades nao se limita & Geo-
metria euclidiana. Em grego antigo, metron e geo correspondem a medida
e Terra e a referéncia a esfera foi central na Geografia, na Astronomia e na
Cosmografia renascentistas. A esfera é o conceito instrumental de toda a
Astronomia ptolemaica e ndo podia ser ignorado por um poeta da dimensao
de Camdes na sua obra épica Os Lustadas!¥). Como foi demonstrado por
Luciano Pereira da Silval®!, o “ Tratado da Sphera”, na traducio e com os
comentarios de Pedro Nunes, foi a principal fonte cosmografica de Camoes.
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JosE FRANCISCO RODRIGUES 3

No canto X[, na licdo de Tétis aos navegadores portugueses sobre a
Cosmografia alexandrina assente numa sobreposicado de movimentos celestes
circulares, uniformes e periddicos, os tltimos versos das estancias 77 e 78:

Aqui um globo vém no ar, que o lume

Clarissimo por ele penetrava,

De modo que o seu centro estd evidente,

Como a sua superficia, claramente. (X.77)

nao so descrevem as propriedades geométricas da esfera, como também atra-
vés de

Volvendo, ora se abaxe, agora se erga,

Nunca s’ergue ou se abaxa, e um mesmo rosto

Por toda a parte tem; e em toda a parte

Comecga e acaba, enfim, por divina arte, (X.78)

o trocadilho poético reflete as duas defini¢ées do “ Tratado da Sphera”, “vol-
vendo” enquanto um sélido de revolucdo e transparente na equidistancia do
seu centro a sua superficie. Nesta sintese lirica, Camoes evoca a constan-
cia da curvatura do globo descrevendo-a com “um mesmo rosto por toda a
parte tem; e em toda a parte comega e acaba”, a qual é completada no verso
inicial da esténcia seguinte:

Uniforme, perfeito, em si sustido,
Qual, enfim, o Arquetipo que o criou. (X.79)

Como observara Luciano Pereira da Silval3l, o termo grego arquétipo,
enquanto modelo primitivo, aparece também no paragrafo “Da redondeza
do ceo”, logo no inicio do “Tratado da Sphera”: “Que ho ceo seja reddodo
ha trés rezoes. Semelhdca. proueito. e mecessidade. Pella semelhanca se
proua ho ceo ser redondo porque este mundo sensiuel: he feito a semelhanca
do mundo archetypo: em ho qual nam ha principio nem fim.” E, fiel a
cosmografia noniana que é ptolemaica, prossegue o poeta:

«Vés aqui a grande mdquina do Mundo,

FEtérea e elemental, que fabricada

Assi foi do Saber, alto e profundo,

Que é sem principio e meta limitada.

Quem cerca em derredor este rotundo

Globo e sua superficia tdo limada,

E Deus: mas o que é Deus, ninguém o entende,

Que a tanto o engenho humano ndo se estende. (X.80)
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4 A MATEMATICA E O PLANETA TERRA

Sobre a esfera pouco existe em Os elementos de Euclides!!], para além da

Proposicao 18 do Livro XII, estabelecendo apenas que “ As esferas estdo entre
st em uma razdo tripla da dos proprios diametros”, e do objetivo central do
Livro XIII que consiste na construcao, e sua inclusdo numa esfera, dos cinco
sélidos platénicos, a pirdmide regular ou tetraedro (Prop. 13), o octaedro
(Prop. 14), o cubo (Prop. 15), o icosaedro (Prop. 16), e o dodecaedro
(Prop. 17). Essa inclusdo do poliedro na esfera significa a construcao da
esfera circunscrita e, portanto, a determinacdo da relagdo do seu didmetro
com as arestas dos respetivos poliedros, ou seja, uma vez e meia para o
tetraedro, o dobro para o octaedro, o triplo para cubo, e proporgoes irraci-
onais para o icosaedro, a chamada menor, e para o dodecaedro, o chamado
apétomolll.

Contudo, o calculo do volume e da superficie da esfera apenas foram
obtidos por Arquimedes (287-212 AC)®) que, nos dois livros “Sobre a esfera
e o cilindro”, demonstrou que (i) a superficie de uma esfera é quadrupla da
do seu circulo maximo, (ii) o volume do cilindro circunscrito na esfera com
altura igual ao diametro desta é 3/2 do volume da esfera e (iii) a superficie
desse cilindro circunscrito é também 3/2 da superficie da esfera. No entanto,
como Arquimedes comunicou a Eratéstenes em “O Método”, a descoberta
destes resultados foi obtida previamente pelo método mecanico, usando con-
siderandos fisico-matematicos da lei da alavanca e do “equilibrio de planos™.
Em particular, na Proposi¢do 2 de “O Método”, onde obteve o volume da
esfera, Arquimedes deduziu uma relacido para o equilibrio dos pesos de um
cilindro, de um cone e de uma esfera inscrita no cilindro que, apesar de
diferente, é equivalente a sugestdo da variacdo moderna da Figura 2.

S

. L.
- T,
.

Figura 2: Como a rea da coroa circular (2 —m h?) é, pelo teorema de Pitégoras,
igual & drea do circulo de raio a2, que varre ao longo do didmetro da esfera todo o seu
volume, o volume do cilindro menos o dos dois cones sera igual ao volume da esfera
de raio r inscrita no cilindro, o que d4 o volume da esfera 27 r® —2/37 3 = 4 /37 3.
Uma animagao em Geogebra pode encontrar-se em http://www.gi2.pt/galerias/
volume-de-uma-esfera/
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Jost FRANCISCO RODRIGUES 5

Nao sabemos se Eratéstenes (276-194 AC), matemético, gebgrafo e
bibliotecario em Alexandria, calculou o volume da Terra, mas, com o valor
aproximado de T, 3%—(1] < 7w < 3%, obtido por Arquimedes, poderia té-lo
feito a partir do célculo que efetuou da sua circunferéncia, estimando-a em
250 000 estadios (Figura 3). Admitindo que um estddio tinha 157,5 metros,
essa estimativa da um valor de 39 690 km para o perimetro da Terra, ou
seja, um valor aproximado com um erro de apenas 2%. No entanto, apesar

Trépice d > ~"R_ Ecliptica

23° 51

Equador

1-Siena
2-Alexandria

Figura 3: FEratdstenes mediu em Alexandria o &ngulo de elevagao do sol ao
meio-dia, ou seja, a distancia angular do zénite, no solsticio de verdo, e encon-
trou 1/50 de um circulo (cerca de 7° 12°), fazendo entdo a proporgao, pois sabia
que Siena (Assudo) estava situada no Trépico de Céncer e distava cerca de 5000
estddios de Alexandria. A obliquidade da ecliptica é a atribuida a Eratostenes, e
tem um excesso de 25’ face ao valor médio atual. A sombra do gnémon também
foi utilizada para medir o tempo, como se ilustra no interessante filme Reldgios de
Sol, Matemdtica e Astronomial.

de Ptolomeu, no século II da nossa era, ter atribuido a Eratdstenes a me-
di¢do da inclinacdo do eixo da Terra em cerca 23° 51’, conforme comenta
Pedro Nunes no fim do primeiro capitulo do “Tratado da Sphera”, “hd muita
diversidade entre estes autores” reconhecendo alguma incerteza nos valores
“da quantidade da terra”. Mas independentemente da precisdo, o mais im-

thttp://formas-formulas.fc.ul.pt/multimedia/filmes/
P p
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6 A MATEMATICA E O PLANETA TERRA

portante foi a invencdo do método, que mostrou o extraordinario poder da
Matemética na modelacio do planeta Terral®l.

Também este famoso episédio historico-geografico ndao passou desperce-
bido a Camodes que refere Siena nuns versos de Os Lusiadas no canto III:

Posto que o frio Fdsis ou Siene,

Que pera nenhum cabo a sombra inclina,

O Bootes gelado e a linha ardente

Temessem o teu nome geralmente. (IIL.71)

O poeta faz aqui o contraste entre o frio Fdsis, nome grego antigo do rio
Rioni na atual Gedrgia, com a cidade egipcia de Siena sobre “a linha ar-
dente”, ou seja, sobre o trépico de Cancer onde nao hé sombra ao meio dia
do solsticio de verao.

A esfera armilar, constituida por anéis ou armilas representando circulos
méaximos e paralelos, terd sido utilizada por Eratdstenes no século IIT AC
para medir a obliquidade da ecliptica e foi escolhida pelo rei Manuel I de
Portugal (1495-1521) como um simbolo associado as navegagdes portugue-
sas e integrada como um elemento artistico do estilo manuelino (Figura 4).
Mais tarde, a esfera armilar foi integrada nas bandeiras do Reino Unido de
Portugal, Brasil e Algarves (1815-1822), do Império do Brasil (1822-1889) e
na de Portugal em 1911.

Figura 4: Esfera armilar num azulejo do Palicio Nacional de Sintra® e num me-
dalhdo em pedra no claustro do Mosteiro dos Jerénimos em Lisboa$.

http://cve.instituto-camoes. pt/azulejos/tradisl.html
Shttp://www.mosteirojeronimos.pt/
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JosE FRANCISCO RODRIGUES 7

2 Loxodrémias — da linha de rumo das navegacoes
ao calculo infinitesimal.

A conquista dos oceanos determinou a globalizacdo da influéncia euro-
peia a partir do século XVI e correspondeu ao inicio de uma grande trans-
formacao cientifica ndo s6 na Geografia, na Histéria Natural, mas também
na Astronomia e nas ciéncias fisicas. A importancia da ndutica nesta trans-
formacao, levou o historiador inglés David Waters a defender a tese de que
“o0s inicios da revolugcdo cientifica devem ser encontrados nos trabalhos dos
portugueses e de outros eruditos que a Coroa de Portugal teve a perspicdcia
de empregar para resolver os novos problemas de navegagdo colocados pelas
viagens oceanicas no século XV e inicios do XVI; e nos efeitos que as des-
cobertas geogrificas feitas pelos navegadores usando a mova ciéncia ndutica
dos portugueses tiveram sobre os intelectuais da Europa desse tempo, e sobre
0s homens nas prdticas de governo, comércio e indistria”l").

e el | ks
qualbavonsmodogs:hopeimeirabe frper hilamefina rotafefn fa
sermudacaitifto guarddofempae osnauegantes:ndsa cita Ba
fevefager perbiia certa maneira vedinbas curuds: como parecco
nodeftevetafigurai ndoperlinha vereitaicomoa catta moftra
€ Rafim | Olegidomodoferiajrper ciraulosnayoxs fasendo fenipx agl 0

00 traga s " i Gt
i laoeferenga:nasrotas @ que aveligualdade vos angulos: giiele
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Figura 5: (a) A representagdo de 1537, por Pedro Nunes, da linha de rumo “ach”
e do circulo méximo “dce”.  (b) A belissima Roseta de Nunes do “Tratado em
defesam da carta de marear” — na aplicacao interativa “loxo” mostra-se que estes
arcos nao correspondem exatamente a nenhuma projecao das linhas de rumo de
azimute £45° e +67° 30’ af representadas.

Complementares e anexos ao “Tratado da Sphera” de 1537, publicou
Pedro Nunes dois importantes ensaios originais que lancaram as bases da

Yhttp://formas-formulas.fc.ul.pt/interactive/loxo/pt/index_pt.html
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8 A MATEMATICA E O PLANETA TERRA

teoria matematica da navegacao: o “Tratado (...) sobre certas duuidas da
navegagao” e o “Tratado (...) em defensam da carta de marear”, motivados
por “certas duvidas que trouxe Martim Afonso de Sousa quando veio do
Brasil”l | poucos anos antes. Com efeito, se um navegador seguir sempre
com o leme fixo em direcdo ao seu objetivo descreve um arco de circulo ma-
ximo, que ¢é afinal a “reta” sobre a superficie esférica. Esta é a linha mais
curta ou geodésica sobre a esfera, que se veio a chamar ortodrémia. No
entanto, a orientacdo ocednica baseada na bussola ao manter constante o
azimute, i.e. um angulo constante e nao nulo com o Norte, desvia-se da rota
mais curta e constituiu motivo de confusoes e de erros graves na navegacgao.
Esta linha de rumo veio a ser chamada linha loxodrémica ou loxodréomia,
do grego loxos e dromos, que significam, respetivamente, torto e percurso.
Estas curvas coincidem com os meridianos no caso limite do azimute a 0°
e, nestes casos, também sdo ortodrémias. Nos rumos com azimute a 90° as
loxodrémias correspondem aos paralelos e apenas no equador é uma orto-
drémia.

Figura 6: (a) Lozodrdmia com azimute de 76° a partir de Lisboa. (b) A compa-
ragdo do trajeto da Ortodrémia (vermelho, 11010 km) com o da Loxodrémia (azul,
11862 km) entre Lishoa e Macau, na aplicacdo interativa LOXO!, a qual d4 uma
diferenca de cerca 850 km.

Se em 1537 Pedro Nunes pode ter admitido que as linhas de rumo atin-
giam os polos, num manuscrito que estd em Florenga, escrito poucos anos
depois, clarifica “que o rumo ndo chega ao polo (...), mas chega a qual-
quer ponto antes do polo, pois que de qualquer ponto se pode ir adiante pelo

I http://formas-formulas.fc.ul.pt/interactive/loxo/pt/index_pt.html
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JosE FRANCISCO RODRIGUES 9

mesmo rumo” e, na sua Operal® em latim de 1566 publicada em Basileia,
demonstra-o, nao inserindo neste livro a sua roseta. No capitulo “De Arte
Atque Ratione Nauigandi”, Nunes apresenta um método para construir uma
tabua de rumos, i.e., uma tabela de latitudes e longitudes das sete loxodré-
mias com azimutes multiplos de 11° 15’ “para o tracado de quaisquer rumos
num globo”, deixando-a para ser preenchida pelos “mocgos aplicados” que
“achardo os numeros que se devem escrever nela, estendendo-os quanto lhe
aprouver.”

A teoria da linha de rumo de Pedro Nunes teve um papel seminal na te-
oria matematica da loxodromia e da cartografia e s6 recentemente comegou
a ser reconhecidol®! o verdadeiro alcance e o pioneirismo das suas ideias. Por
exemplo, a linha quebrada que aproxima a loxodrémia por arcos de 1° de cir-
culos méximos (Figura 7 (b)), a que chamaremos de noniodrémia, é uma
ideia natural, mas inovadora, que Pedro Nunes introduz para a construgao
da sua tdbua de rumos aproximados, iterando solugbes de sucessivos tridn-
gulos planos ao longo da linha correspondente sobre a esfera. Como cada
um dos arcos de circulo maximo be, ce, eg ou gi, é tangente a loxodrémia que
passa no seu ponto inicial com o mesmo azimute V', e pode ser interpretado
como um segmento de “reta” na superficie esférica, o método de Nunes é,
essencialmente e traduzido para o cédlculo infinitesimal, o0 mesmo que Euler
introduziu dois séculos mais tarde, em 1768, para a resolucdo aproximada
de uma equagao diferencial de primeira ordem.

168 Petri Nonii
bere proportionalesin proportionec
nusexteriorisanguli acd,ad finumit
fphaerico triangulob ac.Nam inipfi
“Gusla
o ficfi
‘guliat
briGe
unum
Ctum:i
fic fim
cadfi
gifmo.
f finum
ad finumanguliace.Etquoniam dilo

Figura 7: (a) Péginas do manuscrito de Pedro Nunes, cerca de 1540, com clarifi-
cagoes sobre a linha de rumo. (b) A noniodrémia é a linha beegi composta por
arcos de “retas” sobre a esfera fazendo o mesmo dngulo com os meridianos conver-
gindo no polo a e aparece pela primeira vez em “De Arte Atque Ratione Nauigandi”
de 1566.

Boletim da SPM 76, Dezembro 2018, pp. 1-32



10 A MATEMATICA E O PLANETA TERRA

Um dos problemas cientificos mais importantes do século XVI era o pro-
blema matemético da navegagdo oceanica de como, pela rota mais curta,
pela direcdo mais adequada e no tempo mais curto, se deve conduzir um
navio entre dois lugares previamente assinalados e o problema correspon-
dente da cartografia de representar os rumos como retas na carta de marear
plana. Sem explicar detalhes, Pedro Nunes ja havia imaginado e trabalhado
um método para a retificacdo da loxodrémia no plano, antes de cartégrafo
Gerardus Mercator (1512-1594) a ter realizado no seu Mapa-mindi em 1569,
tendo-o anunciado trés anos antes na introdugao a sua Opera de 1566: “Mas,
porque era muito dificil e até invidvel para os mareantes tracar nos globos li-
nhas semelhantes a estas, os matemdticos imaginaram uma descri¢do plana
do orbe, ndo sé adaptada d arte de navegar que praticam, como também
muitissimo facil. Nesta representacdo sio desenhadas linhas retas em lugar
dos rumos do mesmo nome; como sao paralelas, fazem dangulos iguais com
toda a linha meridiana ou rumo Norte-Sul”.

Apenas recentemente foi possivel estabelecer que foi através de uma ta-
bela de rumos que Mercator construiu a primeira projecao cilindrica con-
forme num mapal®, apesar de se saber que ele conhecia as obras de Nunes.
Trés décadas apods a construcdo de Mercator, o matematico inglés Eduard
Wright (1561 - 1615), que conheceu os problemas praticos da navegacao
ocednica numa viagem aos Acores, em 1589, e publicou em Londres, em
1599, o livro Certain errors in navigation, apresentou a primeira descri¢ao
detalhada e rigorosa da regra matematica subjacente aquela projecao. Neste
livro, para ilustrar esta projecdo, Wright utilizou a imagem duma superficie
esférica a inchar, tal como acontece ao soprar uma bexiga mantendo o equa-
dor constante e em contacto com a superficie concava de um cilindro fixo, de
modo que os meridianos se tornam retas verticais e ortogonais aos paralelos,
cujas distancias entre si vao aumentando progressivamente na direcao da
geratriz do cilindro.

Mas existe uma infinidade de projecoes cilindricas, como a que se atribui
a Arquimedes e projeta horizontalmente os pontos da esfera terrestre sobre
o cilindro tangente a esta e que tem o efeito oposto de encurtar as distancias
entre paralelos no plano que se obtém desse cilindro depois de desdobrado
e cortado ao longo de um meridiano. Outro exemplo, é o da projegao cen-
tografica cilindrica em que um ponto P, de latitude ¢ e longitude A, da
superficie do globo se projeta radialmente no cilindro, tangente ao seu equa-
dor, num ponto P’ de coordenadas = e y. Neste caso tem-se x/\ = y/ tan ¢,
o que determina uma maior extensao das ordenadas com o aumento das
latitudes. Mas esta “carta de latitudes crescidas” amplia demasiado as lati-
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JosE FRANCISCO RODRIGUES 11

tudes e nao é conforme, ou seja, ndo preserva os angulos. Nao é, portanto,
a carta de marear proposta por Pedro Nunes, pois nao transforma as loxo-
drémias em retas no cilindro, apesar de também transformar os meridianos
em perpendiculares dos paralelos estendidos na superficie cilindrica.

Seguindo as ideias de Nunes, em 1594, Wright observou que o mapa de
Mercator aumenta a distancia entre paralelos de tal modo que as peque-
nas “partes do meridiano, em cada latitude, tém de crescer com a mesma
propor¢do das respetivas secantes ou hipotenusas do arco, determinado pelos
pontos de crescimento da latitude e da equinocial”. Assim, para construir a
tabela publicada em 1599 para “a verdadeira divisdo do meridiano na carta
maritima”, que é uma tabela de latitudes para Ay = 1’, i.e., com variagoes
de um minuto, Wright utilizou somas de secantes para obter as ordenadas
de cada paralelo na carta de marear.

Em termos do Caélculo Infinitesimal, que s6 apareceu quase um século
mais tarde, nesta projecao cilindrica, em que o equador é o eixo dos x e o
paralelo de latitude ¢ é a reta horizontal y = I(¢), a proporcao da distor¢ao
segundo a dire¢do dos meridianos deve ser igual a proporgdo com o fator
de escala igual a secp = 1/cosp segundo a diregdo dos paralelos. Entao
podemos concluir

A distincia no mapa lim e+ Ap) = () — I'(¢p) = sec .

im =
Ap—0 A distancia na esfera  Ap—0 Ap
Como observou o historiador da Matematica Florian Cajori[lo], 0 pro-
cesso utilizado por Wright corresponde a um calculo numérico do integral
da secante, ou seja, a utilizacdo duma relagdo do tipo X secp Ay para a
aproximacao do integral

¥

l(p)= /Og(J sec pdop = logtan(E + Z)

E interessante observar que esta expressio também fornece a equacio

em coordenadas polares da loxodrémia de azimute V, i.e., tem-se
o
AMp) =tanV l(p) = tan V logtan(i + Z)

Com efeito, se numa esfera de raio unitario, considerarmos um triangulo
esférico com base infinitesimal num paralelo de latitude ¢, correspondendo a
uma variacdo infinitesimal de longitude d\, essa base terd por comprimento
cos ¢ d\, uma vez que a essa latitude o paralelo é uma circunferéncia de raio
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12 A MATEMATICA E O PLANETA TERRA

cos . Entdo para uma variagdo de num ponto P, de coordenadas (A, ¢),
sobre a loxodrémia, o quociente cospd\/dy da o declive da tangente a
essa linha nesse ponto e é igual a constante tan V', como se pode facilmente
concluir do respetivo tridngulo incremental com vértice em P . Entéo,
obtemos a derivada da longitude sobre a loxodrémia na forma d\/dy =
tan V' secy e, por integragdo, obtemos a expressao para a longitude A(p)
proporcional a uma tangente logaritmica da latitude.

Desse tridngulo infinitesimal, podemos também concluir que o elemento
da variacdo do comprimento de arco sobre a loxodrémia ds vem dado por
cos V ds = dp ['?, e, integrando, obtemos imediatamente que a distancia sio
entre dois pontos de latitude ¢ < @9 vem dada por

s12 = secV (p2 — ¢1).

Em particular, podemos concluir que, apesar da loxodromia de azimute V,
0 <V < 7, espiralar indefinidamente entre o polo Sul e o polo Norte sem
nunca os atingir, tem comprimento total finito e igual a psec V 7, represen-
tando por p o raio da Terra.

A cronologia da historia da compreensdo matematica da loxodrémia no
século XVIIMY tem aspetos muito interessantes e paralelos a histéria do apa-
recimento do Célculo Infinitesimal, incluindo a descoberta por Henri Bond,
referida num compéndio inglés de navegacao de 1645, que a “linha meridiana
era andloga a uma escala de tangentes logaritmicos de meio complemento de
latitudes” comecando a 45°, por fortuita comparagao da tabela de rumos de
Wright com a tabela dos logaritmos naturais, introduzidos por J. Napier em
1614. Esta conjetura despertou o interesse dos matemaéticos britanicos da
época, tendo sido demonstrada por James Gregory, na sua FEzxercitationes
geometricae de 1668, mostrando uma relagdo entre uma certa area sobre
um cilindro com a area de um sector hiperbélico, portanto um calculo lo-
garitmico, e por Isaac Barrow que, nas suas Lectiones geometricae de 1770,
encontrou a seguinte expressaol’?l, equivalente & anterior por conhecidas
relacdes trigonométricas,

/SD secpdp = %[log(l +sin @) —log(1 — sin ¢)].
0

Apesar de John Wallis, em 1686, utilizar a sua aritmética dos infinitos
para substituir a “colecdo de secantes”, correspondendo a este integral, por
um “agregado” de poténcias impares do seno da latitude divididos pela res-
petiva poténcia, a menos de um fator constante -, tendo obtido uma série
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logaritmica da forma v 3"~ S%¥1/(2k + 1), para S = sin ¢, tal como Bar-
row, Wallis também néo reconheceu na sua férmula a relacio com a tangente
logaritmica.

Esta questao é retomada num importante trabalho de 1696 do matema-
tico e astrénomo Edmond Halley (1656-1742)['%). Reconhecendo a prioridade
da demonstracao de Gregory, ao pretender dar uma demonstracao facil da
“analogia das tangentes logaritmicas com a linha meridiana ou soma de se-
cantes”, utiliza de um modo direto a nova “regra de Newton” do recém
inventado Célculo Infinitesimal. Obteve o incremento rigoroso das latitudes
da carta de marear e provou que a projecao estereografica da loxodrémia
¢é a espiral logaritmica, concluindo que “a soma total de todas as secantes
infinitas sobre o arco ¢” € a “tangente logaritmica, na forma neperiana, para
o arco 45° + %gp ” a qual obtém na forma de uma sériel!4,

61 277
50407 " 725767

©
/0 secqﬁdgb:cp%—écp?’—i-igf—i— 7—1—7 9 4 &e.

Como Cajori observoul'%l, Halley determinou ainda a diferenca das lon-
gitudes entre duas latitudes (1 e 2 sobre uma loxodrémia também sob a
forma de uma série numérica, o que corresponde na notagdo moderna ao
integral definido entre ¢ e w9, podendo ser ambos os valores diferentes de
zero, algo que é inédito até 1696. Halley neste pequeno tratado discute nao
s6 varios aspetos teéricos como os numéricos dos cilculos das loxodromias e,
com isso, considera mesmo completa a “doutrina destes rumos espiraliformes

que sao de grande importancia na Arte da Navegacao”.

Figura 8: (a) Manuscrito de Harriot — De longitudine Helicis 45° (Leconfield
MS 240, f 221)116. (b) A espiral logaritmica (“proportional spiral”) de Halley de
1696114, (c) A projecdo estereografica da loxodrémia com azimute de 76°, obtida
com o programa interativo LOXO™**.

**http://formas-formulas.fc.ul.pt/interactive/loxo/pt/POINSOT2_pt.html
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14 A MATEMATICA E O PLANETA TERRA

No entanto, os manuscritos de Thomas Harriot (1560-1621), matemaético
inglés contemporaneo de Wright e Neper, revelaram que os seus célculos nu-
méricos completos de 1614 das “partes meridionais”, ou latitudes crescentes
das linhas de rumo, se basearam na conformidade da proje¢ao estereografica
da loxodrémia, na propriedade equiangular da espiral logaritmica e em fér-
mulas de interpolacao, que conheceria, em parte, desde 1594 quando obteve
uma resolucdo aproximada do problema de Nunes-Mercator para a carta
de marear!’). Apesar de ndo haver referéncias aos manuscritos de Harriot
na segunda metade do século XVII, estes resultados foram conhecidos por
alguns matemadticos ingleses, nomeadamente Collins e Newton, antes da pu-
blicagdo de Halley, cuja figura é particularmente semelhante a de um dos
manuscritos (Figuras 8 (a) e 8 (b)).

As linhas de rumo, através da sua histéria e das suas profundas relacoes
com a cartografia e navegacdo, constituem um importante exemplo de um
problema pratico, que foi instrumental na histéria da expansdo europeia e
foi relevante na evolucao do calculo infinitesimal e na fundamentagdao do
estudo do planeta Terra pelas ciéncias matemaéticas.

3 Fronteiras livres — dos ventos ao aquecimento da
Terra.

A acumulacdo, durante o século XVII, de métodos particulares para o
calculo de tabelas, quadraturas, tangentes, centros de gravidade e extremos,
nomeadamente por Kepler, Galileu, Cavalieri, Torricelli, Pascal, Fermat,
Descartes, Wallis e Barrow, entre outros, preparou o salto qualitativo, dado
por Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Leibniz (1646-1716) no ultimo
quartel desse século, com o estabelecimento da relagao geral e da reversibili-
dade reciproca entre o calculo diferencial e integral e as multiplas aplica¢oes
aos problemas da Mecénica e da Geometria, que ocorreram nos séculos se-
guintes.

Se podemos datar num manuscrito de Newton de 1671, apenas publicado
num tratado péstumo em 1736[17}, o inicio de um tratamento de uma equacao
diferencial no seu “Problema II. Dada a rela¢io das fluxdes, encontrar a
relagdo das quantidades fluentes”, apesar da extensa tabela de integrais e de
exemplos de curvas, expostos no Problema IX, e de referir ai que para tratar
as curvas mecanicas se “devem primeiro transformar-se nas suas equivalentes
geométricas”, Newton ndo conhecia nem desenvolveu um método geral para
o tratamento das equagoes diferenciais.

No final do primeiro artigo!*® de Célculo Diferencial, publicado em 1684,
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Leibniz resolve o célebre problema de De Beaune, colocado por este a Des-
cartes em 1638, que consiste em determinar a curva cuja subtangente é dada
por uma constante a. Como a subtangente é o segmento entre a intersecgao
da tangente, a um ponto de ordenada w(z) na curva, com o eixo das abcissas
e a projecao x desse ponto neste eixo, Leibniz observa a proporcao “w estd
para a assim como o acréscimo dw esta para dz”, que se traduz na equagao
diferencial

dw 1 w (equagao de Leibniz).
der  a

Na forma dx = a dw/w, com as varidveis separadas, a sua quadratura
foi obtida por Leibniz apenas como a curva “logarithmica” na forma “se os
x formam uma progressao aritmética, entdo os w formam uma progressao
geométrica”, ou seja, através da expressdo x = alog(w). Mais tarde, com
Euler (1707-1783), a equacao de Leibniz veio a identificar-se com a equagao
da funcdo exponencial e a aplicar-se a uma multiplicidade de modelos.

Este exemplo de um problema inverso das tangentes resolvido pelos no-
vos métodos do célculo infinitesimal, tal como muitos outros de carater
geométrico, como a cicloide ou as espirais, ou de cardter mecanico, como o
da linha de rumo ou o da érbita dos planetas, estd na génese de um enorme
desenvolvimento cientifico que se ira aprofundar no século XVIII com as
necessidades da revolucao industrial e a formacao de um mercado mundial,
nomeadamente com os progressos da navegacdo, da construcao naval, da
técnica militar, das fontes de energia térmica e hidraulica, pelo lado pratico,
e com os problemas fisico-matematicos da Mecéanica, da Astronomia e da
Termodinamica, pelo lado tedrico.

Mas a modelagao matematica dos varios subsistemas do planeta Terra, a
atmosfera, os oceanos, as superficies geladas, a estrutura interna, a biosfera,
etc., requer sistemas de equagoes mais complexos. Por exemplo, os sismos
requerem a teoria das equacdes com derivadas parciais, em particular da
equacao das ondas, que teve origem nos anos 1740’s com os trabalhos de
Jean D’Alembert (1717-1783). Uma primeira equagao das ondas apareceu
no seu Traité de dynamique, em 1743, para tratar o problema da vibracgao de
uma corda, e as primeiras solucoes desse tipo de equagoes de segunda ordem,
as “férmulas de d’Alembert”, foram publicadas em 1747, na monografia
Réflexions sur la cause générale des vents, que venceu o prémio de 1746 da
Academia de Ciéncias de Berlim!9).

Nesse tratado, d’Alembert visou estudar os ventos como vibragoes da
atmosfera sob o efeito da rotacdo da Terra e das atracdes lunares e solares,
algo que se verificou nao ser fisicamente realista, mas desenvolveu a condigao
necessaria das formas diferenciais exatas, utilizada por Euler e Clairaut,

Boletim da SPM 76, Dezembro 2018, pp. 1-32
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na integracao de equagoes diferenciais de primeira ordem, introduzindo as
mudancas de varidveis que conduziram ao método das caracteristicas. Sem
nunca ter escrito nesse tratado a equacao de segunda ordem com diferenciais
parciais, formulou os problemas com duas expressoes diferenciais para a
determinagao de duas fungoesa = a(u, s) e b = b(u, s), com a condigao de
cada uma delas ser um diferencial total, o que é equivalente a formular o
problema, em notac6es modernas, na forma de um sistema de duas equagoes
com derivadas parciais de primeira ordem

da  0b ob da

w95 ¢ Vou 29%4‘]1(“73),
onde h é uma funcao dada de duas varidveis, v e g sdo constantes positivas.
Destas equacdes retiramos a equacdo das ondas, que, para 72 = /v, se
resolve explicitamente ao longo das caracteristicas s+~yu = Cy e s—yu = (o,
com solugoes da forma a = f(s + yu) + g(s — yu), em fungdo das duas
condigoes iniciais.
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Figura 9: Frontespicio da memoéria de 1747 de d’Alembert (a), com a respetiva
introducdo a reflexdo sobre a causa geral dos ventos (b) e a Proposicio XVI, na
pagina 164, onde desenvolve o método da resolucio da equacao das ondas (c).

Este novo ramo da Analise Matematica foi rapidamente desenvolvido
pelos matemaéticos contemporianeos, nomeadamente Euler e Lagrange, e
tornou-se instrumental nos desenvolvimentos da Fisica-Matematica dos sé-
culos seguintes. No entanto, a famosa controvérsia sobre a natureza das con-
di¢oes iniciais admissiveis para a equacgao das ondas que opos d’Alembert,
que s6 aceitava cordas iniciais com formas regulares, a Euler, que a admitia
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inicialmente com cantos, s6 obteve uma solugdo satisfatéria no século XX
com a introducdo da nog¢ao de solucbes generalizadas por Sergey Sobolev
(1908-1989) em 1934, quando trabalhava no Instituto de Sismologia da Aca-
demia das Ciéncias da URSS em Leningrado, atual S. Petersburgo. Essa
noc¢ao foi introduzida independentemente por Jean Leray, também em 1934,
ao construir solugoes irregulares do sistema de Navier-Stokes, que nomeou
“solugoes turbulentas”, numa evocacao ao escoamento das dguas do rio Sena
sob as pontes de Paris.

Uma outra questao célebre, conjeturada por Newton e Huygens, consistia
na forma da Terra, enquanto planeta em rotagao, ser um esferoide achatado
nos polos pelo efeito da forca centrifuga, o que sé foi confirmado em meados
de 1730, com uma expedi¢ao a Lapdnia em que participou Clairaut. No seu
livro Théorie de la figure de la terre, tirée des principes de I’hydrostatique,
publicado em 1743, Clairaut introduziu integrais curvilineos para estabelecer
a equacao da superficie livre de um fluido em rotagéo em torno do eixo dos
x, com velocidade angular w, e direcao radial y, na forma

1
§w2y2 + /Pdw + Q dy = constante

sujeito a forgas P e @ verificando a condigdo OP/dy = 0Q/0x. Este pro-
blema, nomeadamente a estabilidade das figuras de equilibrio de um liquido
rodando uniformemente como um corpo rigido em torno de um eixo fixo
tornou-se classico e foi objeto de intimeros trabalhos de fisica e de matema-
tica.

Recentemente, estudando as equagdes de Navier-Stokes com tensao su-
perficial e condicGes de fronteira livre cinematicas, Vsevolod Solonnikov
mostrou?? que a positividade da segunda variacdo do funcional da energia
num adequado espaco funcional é uma condicdo suficiente para a estabili-
dade de certas figuras de equilibrio de fluidos viscosos em rotagdo, mesmo
sem simetria, confirmando uma velha conjetura de Poincaré e Lyapunov do
final do século XIX.

O interesse dos matematicos pelos problemas planetarios nao se limitava
aos problemas da Mecanica, como se verifica pelo testemunho de Fourier,
autor do célebre tratado fisico-matematico Théorie Analytique de la Cha-
leur, de 1822, que reconheceu ter tido a questao das temperaturas terrestres
como “um assunto maior dos estudos cosmolégicos”, que teve em vista no
estabelecimento da teoria matematica do calor desde os seus primeiros ma-
nuscritos de 1807121, Também nos anos 1820’s, Fourier analisou o problema
do arrefecimento do globo terrestre, concluindo que a Terra deveria ser mais
fria se o seu aquecimento dependesse apenas do calor irradiado pelo Sol,
considerando a possibilidade de outras fontes, nomeadamente aquela que
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hoje identificamos como o efeito estufa, e foi precursor ao assinalar o possi-
vel efeito de fatores antropogénicos nas altera¢bes climéticas ao referir que
o “estabelecimento e o progresso da sociedade humana, a a¢do das forcas
naturais podem mudar significativamente, e em grande parte, o estado da
superficie do solo, a distribuicdo de dguas e os grandes movimentos do ar”,
poderiam ser causas possiveis da variacdo das temperaturas médias ao longo
de varios séculos.

EXTRAIT D'UN MEMOIRE
REFROIDISSEMENT SECULAIRE DU GLOBE TERRESTRE.

Bulletin des Sciences par la Soc iéte philomathique de Pards, p- 38 a yo:avril 1820,

avons déji définies. Cela posé, les équations differentielles qui expri-
ment le mouvement de la chaleur dans cette sphere sont
(=) Jdo _ K ("02\/ 2 Je
/ Jt. b \oxr T & ().1.')
et
S o
(8) K25 o ho=o.
dw ‘

Ces deux équations et intégrale (9) que nous allons rapporter ont
été données, pour la premiere fois, dans un Mémoive remis a I'lInstitut
2 oy n - BOO o 30~ E S O 1
de France, le 21 décembre 1807 (p. 143, 144 et 150). Il est nécessaire

Figura 10: Extrato da memdria de 1820 (a), de Joseph Fourier (1768-1830), sobre
o arrefecimento secular do globo terrestre com a equagao do calor em coordenadas
polares e a condicdo da troca de calor a superficie da Terra com a lei de Newton,
estabelecendo que o fluxo de calor é proporcional & temperatura e que se traduz
pela equagdo de Leibniz de 1684. Gravura do jovem Fourier (b) antes da sua
participacao na expedicao de Napoledao ao Egito em 1798.

Problemas com fronteiras livres modelam interfaces, por exemplo curvas
ou superficies como a da gota, fixa ou em rotacao, que sdo a priori desco-
nhecidas e que separam diferentes regides no espaco ou no tempo e aparecem
normalmente em problemas com mudangas de fase ou com descontinuida-
des. No planeta Terra existe um grande niimero de problemas com fronteiras
22] como por exemplo a fronteira da sua superficie gelada que é essen-
cial para os modelos climaticos a varias escalas. Estes conduziram a varias
teorias, como a dos ciclos de Milankovich, de 1920, sobre o efeito da radia-
¢ao solar em diferentes latitudes e sobre o albedo, motivaram visdes sobre o

livres|
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controlo do clima, como a de J. von Neumann em 1955, projetos ambiciosos
dos anos 1990’s de Jacques-Louis Lions com base em modelos matematicos
e simulacbes computacionais da dindmica da atmosfera, dos oceanos e dos
seus efeitos de acoplamento, e continuam a ser estudados no século XXI
lancando novos desafios face a “crescente maré de dados cientificos” e os
avangos matematicos e computacionais[%].

O primeiro problema deste tipo foi exatamente motivado por uma apli-
cacdo da teoria de Fourier ao arrefecimento do globo terrestre por Lamé e
Clapeyron em 1830 e é, hoje em dia, conhecido como a resolucao classica do
problema de Stefan a uma fase numa dimensao espacial: a profundidade da
frente de solidificacdo da Terra, suposta homogénea e inicialmente liquida,
é dada por = B/t, i.e. a fronteira livre varia proporcionalmente a /%, e a
temperatura v(z,t) é solugao da equagao do calor na zona sélida variavel e
funcdo apenas de y = x/+/1.

[ 256 )

Si l'on veut que v=o, pour xr=o, ou y==0, quel

Ménorre sur la Solidification par refroidissement

d'un globe liquide. _ que soit ¢, il sullira de poser :
.-
Par MM. Lamé er CrarevroN, : : f -
Colonels du génie aa service de Russie. v=dy e Ay

- z . o2
? . Soitz=By¢, ou’——l:{‘a, { étant une quantité con-
(Lu par M. Laug a I'Académie des Sciences, séance du 4

10 mai 1830.)

. dz dv
stante; les deux équations : e =/(z, ¢), -——=ld— 5 exi-
x

de

Figura 11: A Memdria de Lamé e Clapeyron (a), com a resolucdo explicita do
modelo unidimensional para a solidificacdo de um globo liquido (b), constituiu
a primeira aplicagdo da teoria analitica do calor de Fourier a um problema com
fronteira livre e foi apresentada na sessdo da Academia das Ciéncias de Paris na
semana anterior ao seu falecimento.

Esta classe de problemas com transicdo de fase, do tipo agua-gelo com
uma ou duas fases, ficou associado ao nome do fisico-matematico esloveno
Joseph Stefan, que publicou em 1889 uma série de quatro artigos, discutindo
um modelo para a formagado de gelo nos oceanos polares. Estes problemas
tiveram desenvolvimentos matematicos importantes no século XX, com a
introducao de solugbes generalizadas por S. Kamin e O. Oleinik, em 1958,
e as solucbes das inequacdes variacionais associadas a uma transformagao
(de Baiocchi), obtidas por G. Duvaut, em 1973 para o problema a uma fase,
e por M. Frémond, em 1974 para o de duas fases. Uma impressionante
bibliograﬁa[24], contendo perto de seis mil referéncias sé até ao ano 2000,
reflete o grande ntimero de variantes e aplicagGes dos problemas do tipo
Stefan e a importancia desses problemas matematicos.
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Utilizando os métodos das inequagbes variacionais e um modelo com
uma aproximagao do tipo gelo-raso (shallow-ice), foi possivel mostrar que a
diferenca de escalas entre a direcdo do movimento de um glaciar conduz a
problemas bem-postos ultraparabélicos do tipo Stefan[?’, a uma fase para
a descricao cinematica da superficie do glaciar e a duas fases para a descri-
¢do da temperatura. Mais recentemente, um modelo mais complexo num
outro contexto da glaciologia, envolvendo as equacoes de Stokes para o es-
coamento secular de um manto de gelo em que a linha de contacto com a
terra é a fronteira livre, permitiu mostrar que existem solugdes matematicas
cujo movimento das linhas de assentamento na terra, correspondendo a um
angulo nulo de contato, podem ser obtidas de forma rigorosa e caraterizadas
assintoticamentel20.

Uma modelacdo matemaética e simulacdo numérica do glaciar do Reno
nos alpes suicos, permitiu reconstruir, com notavel precisdo, o recuo da
massa gelada de gelo entre 1874 e 2007, através da resolucao aproximada de
um problema tridimensional, envolvendo uma variante ndo linear das equa-
¢oes de Stokes para um fluido viscoso com uma condicdo de deslizamento
na base do glaciar, e da comparagdo com os registos histéricos. Utilizando
medicoes aéreas da geometria do glaciar em 2007 e utilizando trés possiveis
cenarios na evolucao das temperaturas, os calculos computacionais deste
modelo permitiram simular as posi¢oes do glaciar até 2010. Estas previsoes,
baseadas em hipoteses realistas para as mudangas climéaticas futuras, pre-
veem um significativo recuo do glaciar do Reno para as proximas décadas.

[27),

Vol.=1,92 km? Vol.=1,38 km? Vol.=0,62 km? Vol.=0,10 km?

Figura 12: Visualizagoes graficas das simulag¢oes do recuo do Rhonegletscher para
os anos 2025, 2050, 2075 e 2100 num cendrio intermédio da simulacao de Jouvet et
al.l?”l, mostrando a reducéo do volume do gelo com a evolucio do clima. Um cenério
mais severo do aquecimento do clima na Terra prevé o desaparecimento do glaciar
no final do século XXI. O interessante filme de 5 minutos The future of the galciers
mostra o didlogo entre uma glacidloga e um matemético na construgao deste modelo
e na analise das simulagoes, e pode ser visto em https://vimeo.com/58023768.
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Institutos e Sociedades de Matemaética em todo o mundo propuseram
uma iniciativa global em 2013 sobre a Matemdtica do Planeta Terra. Na
sequéncia de uma proposta de Christiane Rousseau?®!, foram sugeridos vé-
rios temas para a divulgacdo matematica a varios niveis, desde os modelos
matematicos associados & descoberta geofisica do planeta, aos aspetos da
vida na Terra, passando pela organizacao das sociedades humanas e os ba-
langos planetarios, como as epidemias ou as mudancas climaticas. Com o
patrocinio da UNESCO, a 5 de marco de 2013 foram apresentados em Paris
cerca de uma dezena de médulos que iniciaram uma exposicao virtual que
continua em construcdo. Entre esses, os primeiros prémios foram atribuidos,
respetivamente, a uma aplicagdo interativa sobre as deformacoes geométricas
das projecoes cartograficas e a dois médulos com problemas com fronteiras
livres, uma simulacao interativa da dispersao sobre a Europa de uma nuvem
de cinzas provocada por um vulcao islandés e um filme sobre o futuro dos
glaciares(28.

4 Simetrias — dos cristais a calgada portuguesa.

A primeira descri¢cdo dos cinco solidos regulares aparece no classico dia-
logo de Timeu de Platdo, cerca 360 AC, associada a teoria da composi¢do
do mundo pelos quatro elementos, o fogo, a terra, o ar e a agua, sendo o
dodecaedro associado ao cosmos. Os poliedros platénicos (Figura 13) sdo
os primeiros exemplos de simetria tridimensional e sdo os Unicos regulares,
ou seja, os Unicos invariantes por uma transformacao espacial do respetivo
grupo de simetria. O tetraedro (4,6,4) tem 24 simetrias, o cubo (6,12,8) tem
48, tal como o seu dual, o octaedro (8,12,6), e o dodecaedro (12,30,20) e
o icosaedro (20,30,12) ambos tém 120 simetrias. Em particular, todos ve-
rificam trivialmente a férmula que Euler estabeleceu nos anos 1750’s para
todos os poliedros convexos:

F-A+V =2 (F=Faces, A=Arestas, V=vértices).

O matemético Johannes Kepler (1571-1630) no seu Mysterium Cosmo-
graphicum, de 1596, a partir das observacoes astronémicas de Tycho Brahe,
concluiu experimentalmente que “a razao que existe entre os tempos [T de
revolucdo de dois planetas quaisquer estd em proporcdo precisamente sesqui-
altera com a razao das suas distancias médias [d], isto é, das suas orbes”, o
que se traduz na relacio T ~ d3/2 e é a terceira lei das érbitas dos planetas.
Também nessa obra, o0 astronomo germanico especulando sobre “a admirdvel
propor¢do entre os corpos celestes” e a simetria do cosmo, comparando as
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razoes das esferas inscritas e circunscritas nos cinco sélidos platénicos com
as razoes das oOrbitas dos seis planetas entdo conhecidos, e associando-as
aos cinco intervalos das respetivas orbes, julgou ter encontrado a chave do
universo, Figura 14 (a).

LA

Figura 13: (a) A calcopirite (CuFeS3) é o mineral de cobre mais frequente na
natureza e cristaliza no sistema tetragonal originando cristais muito préximos do
tetraedro e do octaedro. (b) A pirite (FeS2) é um dissulfeto de ferro cujos cristais
apresentam formas ctibicas, octaédricas e ainda (pseudo)dodecaédricas, que nao
tem a simetria pentagonal completa, pois as 30 arestas dividem-se em dois grupos
de 24 e 6 com o mesmo comprimento — o piritoedro. (¢) O diamante é o carbono
cristalino (C), que pode aparecer em formas octaédricas como neste cristal origi-
néario do Cabo, Africa do Sul, e existente no MNHN de Paris. (d) O docecaedro
é uma forma ideal, podendo ser sugerida pela forma de varios cristais, como a
lazurite, que aparece associada & calcite e pirite no lapis-lazuli. (e) O icosaedro
é uma forma rara na natureza que estd associada a simetria dos quasicristais, ou
cristais quasiperiédicos, como a icosaedrite (Alg3Cus4Fe13) e o quasicristal natural
Al71 NiggFes (na imagem), ambos existentes num meteorito descoberto em 2009
na Sibéria orientall].

A teoria classica reduz os cristais a reticulados de pontos com simetrias
de grupos, tendo por ordem de rotagao apenas 2, 3, 4 ou 6 o que impede o
icosaedro e o dodecaedro de representarem formas cristalinas com simetria
periddica. No entanto, a difracdo de raios-X numa liga de aluminio-magnésio
permitiu ao cientista Daniel Shechtman descobrir experimentalmente, em
1982, uma simetria aperiddica, do tipo da pavimentacao de Penrose e in-
ventada vinte anos antes por matematicos, que deu lugar a uma nova classe
de materiais, os quasicristais, e lhe valeu o prémio Nobel da Quimica de
2011 por ter “revelado um novo principio para o empilhamento de dtomos
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e moléculas”. Em 1992, a Unido Internacional de Cristalografia alterou a
definicao de cristal para incluir os quasicristais.

O problema do empilhamento otimal de esferas e o do seu ntimero mé-
ximo num certo espago, seja a solucao piramidal das laranjas no mercado
ou das bolas de canhdo num compartimento, foi objeto de tratamento por
Thomas Harriot nos finais do século XVI. Na sequéncia da correspondéncia
entre Harriot e Kepler sobre 6tica, que suscitaram questoes e interpretagoes
atomistas sobre a estrutura da matéria, o matematico germanico publicou
em 1611 um pequeno livro Strena Seu de Nive Sexangula, no qual descreveu
a simetria hexagonal dos flocos de neve e, seguindo a hipdtese atomistica,
formulou o que ficou conhecido como a conjetura de Kepler sobre o empi-
lhamento das esferas.

A conjetura de Kepler estabeleceu a nao existéncia de um empilhamento
ou empacotamento espacial de esferas com densidade superior ao empilha-
mento cibico de faces centradas. Mas existem outros arranjos étimos de
esferas, i.e., com a maior fracdo possivel de espago ocupado pelas esferas,
como o hexagonal, que também atinge a densidade maxima 7/3v/2 ~ 74%,
o que s6 foi provado por Gauss, em 1831. Este matematico também de-
monstrou que o acondicionamento hexagonal de discos, na forma de favos
de mel, com densidade 7/ 2/3 ~ 90, 7%, é o mais denso entre os reticulados
em grelha, mas apenas em 1910 Axel Thue demonstrou que esse é, de
facto, o mais denso entre todos os empilhamentos planos possiveis. Apos
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Figura 14: (a) Frontespicio de Mysterium Cosmographicum (1596), de
J. Kepler (b), com os encaixes nas esferas do cubo (Saturno-Jupiter), tetraedro
(Jupiter-Marte), dodecaedro (Marte-Terra), icosaedro (Terra-Vénus) e octaedro
(Vénus-Merctrio). (c¢) Frontespicio de Strena seu de nive sexdngula (1611), o
livro sobre o “floco de neve de seis pontas”, onde Kepler estabelece a sua conjetura
de empilhamento otimal das esferas (d), que s6 foi demonstrada em 19981291
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quatro séculos de tentativas, uma demonstracao da conjetura de Kepler, por
exaustao de casos e envolvendo célculos computacionais para resolucdo de
um gigantesco numero de problemas de programacao linear, foi anunciada
pelo mateméatico norte-americano Thomas Hales2?) em 1998 e s6 publicada
em 2005, apés um longo e dificil processo de revisdo e arbitragem por a
demonstracgao requerer a utilizagdo do computador.

A maximizagdo do empacotamento de esferas foi a terceira questao
geométrica do 18.° problema, entre os 23 apresentados por David Hilbert
(1862-1943) no Congresso Internacional de Mateméaticos de 1900, em Paris,
sobre o tema genérico da “construgdo de um espaco euclidiano com poli-
edros congruentes”Y. A primeira parte do problema questionou se, no
espaco euclidiano n-dimensional, apenas existiria um nimero finito de gru-
pos de movimentos essencialmente diferentes com uma regido fundamental
compacta, questao que foi respondida afirmativamente por Bieberbach em
1910. Para a segunda questao, sobre a existéncia de poliedros que nado sao
regioes fundamentais de grupos de movimentos, mas que por justaposicao
preenchem todo o espaco euclidiano, foram apresentados contraexemplos
por Karl Reinhardt em 1928, para o espaco tridimensional, e por Heinrich
Heesch em 1935 para o plano.

Estas questoes aparentemente distintas, como a simetria da estrutura he-
xagonal dos flocos de neve, descoberta por Kepler, ou a sua conjetura sobre
o problema do empilhamento de esferas, estimularam o desenvolvimento de
modelos fisico-matematicos que permitiram compreender e simular a estru-
tura da matéria, em particular o alinhamento dos seus atomos e moléculas
e os seus correspondentes estados fisicos. Apesar dos progressos da Fisica
contemporanea, a misteriosa formagao dos flocos de neve e a sua multiplici-
dade de formas nao esta ainda completamente compreendida. No entanto,
simulagGes computacionais recentes, baseadas em modelos matematicos re-
alistas, permitiram recriar os intrincados e complexos padroes da formacao
do gelo.

A evolucdo do crescimento de um cristal de neve pode ser simulada
como uma variante complexa do tipo “problema de Stefan”, tendo em conta
a curvatura e as singularidades da superficie do gelo através das equagdes
que descrevem as leis fisicas da solidificagdo da agua por arrefecimento.
Numa série de trabalhos recentes utilizando modelos do fluxo geométrico
com funcionais de energia envolvendo a curvatura das superficies dos cris-
tais e condicdes cinéticas®!l, uma equipa de matematicos conseguiu simular
os dois principais tipos de crescimento dos flocos de neve: o crescimento
facetado, determinado por formas simples como tridngulos e hexagonos, e o
crescimento dendritico, com formas ramificadas que se subdividem de forma
anisotrépica (Figura 15).
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(31]

Figura 15: As simulag¢oes numéricas de Barrett-Garcke-Niirnbergl®t| resolvendo
problemas evolutivos com fronteira livre, a duas e a trés dimensoes, recriaram de
modo notével configuracoes andlogas a fotografias de cristais de neve reais’". Os
métodos matemadaticos atuais permitem obter as formas dos cristais de gelo que
haviam sido classificados pelo fisico japonés Ukichiro Nakaya, que também criou os
primeiros flocos de neve artificiais em meados do século XX.

Se os cristais comecaram a ser estudados no fim da Renascenca e
tém, hoje em dia, intmeras aplicagoes na ciéncia dos materiais, na nano-
tecnologia, na biologia, na medicina e nas ciéncias farmacéuticas, foi durante
o século XIX que os cientistas introduziram o conceito de simetria e usaram
matematica para formalizarem a sua classificacdo. A utilizacdo da nogao
de grupo em Geometria, por Camille Jordan em 1869, foi motivada e teve
impacto na cristalografia, em particular nos trabalhos do matematico Artur
Schonflies, em Gottingen, que conduziram a identificacdo dos 230 grupos de
simetria espacial, concluida em 1891 em colaboracdo com o mineralogista
russo Evgraf Fedorov que, em S. Petersburgo, havia iniciado de forma inde-
pendente a catalogacao completa destas simetrias, antecipando algumas das
ideias equivalentes as do matemadtico alemao.

A primeira identificagdo dos grupos cristalograficos no plano, conduzindo
aos 17 padroes, também foi efetuada por Fedorov em 1891, tendo o matema-
tico hingaro George Polya redescoberto este resultado em 1924, como uma
consequéncia de as isometrias do plano euclidiano se limitarem as transla-

http://snowcrystals.com
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¢oes, rotacoes, reflexoes e reflexdes deslizantes. A estas simetrias, que na
linguagem topoldgica das orbivariedades (orbifolds) se representam, respeti-
vamente, por O, n (n = 2,3,4,6), * e X, somam-se as 7 simetrias dos frisos,
que resultam dos grupos lineares bidimensionais e também envolvem o sim-
bolo oo, completando o total das 24 possiveis simetrias do plano euclidiano
(Figura 16).

% | <o B e

= 3 ; ; =. : | BRSNS - N
17 TIPOS DE PADROES 7 TIPOS DE FRISOS
[menus que nao envolvem o simbolo co] [menus que envolvem o simbolo co]

Figura 16: O quadro dos 17 padrdes e 7 frisos planos, na notagdo matemadtica,
com as correspondentes imagens dos pavimentos da cidade de Lisboa cujas calgadas
exibem as respetivas simetrias, segundo um baralho de cartas, publicado em 2014
pela associacao portuguesa Ludus, onde se reconhecem 5 dos padroes entao ainda
inexistentes e substituidos pelas cartas com os sélidos platénicos. Na calgada do
Mosteiro dos Jerénimos aparece o padrao X X, que pode ser também interpretado
como repeti¢cdes do friso coX através de uma leitura linear. O padrao 4%2 foi
identificado por Ana C. Silva no jardim Amélia Rodrigues em Lisboal?%].

O quadro abstrato da topologia algébrica das orbivariedades permitiu,
nos anos 1980’s, dar uma explicagdo geométrica para a existéncia do niimero
24 como maximo das simetrias de grupo a duas dimensoes, sendo apenas
17 os grupos cristalograficos, os quais tém as limitagées de 230, de 4895
e 222097 grupos, respetivamente, para as dimensoes 3, 4 e 5. O conceito
de orbivariedade, um espago topoldgico que generaliza o conceito de varie-
dade (curvas e superficies em varias dimensoes) foi utilizado pelo matema-
tico norte-americano William Thurston, medalhado Fields em 1982, na sua
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célebre conjetura da geometrizacao, que estabeleceu que o conjunto das va-
riedades tridimensionais admitem uma espécie de decomposicao envolvendo
apenas oito geometrias, generalizando o facto, conhecido desde o século XIX,
da existéncia de trés possiveis a duas dimensoes (Figura 17 (b)), a geometria
elitica, a parabdlica (ou euclidiana) e a hiperbélica. A conjetura de Thurston
foi demonstrada em 2003 pelo matematico russo Grigori Perelman, junta-
mente com a centendria conjetura de Poincaré, o que lhe mereceu a nao aceite
medalha Fields em 2006, atribuida pela Unido Internacional de Matematica.

Figura 17: (a) Inspirada nas orbivariedades, a associagdo Atractor realizou em
2009 uma interpretagdo dindmica e interativa dos 17 padrdes e 7 frisos planos uti-

lizando carimbos de simetrial??l, (b) Representacao, com impressoes 3-d, das trés

geometrias classicas das variedades bidimensionais e das oito geometrias tridimen-
sionais de Thurston da exposicdo Formas & Férmulas'*, realizada no Museu da
Universidade de Lisboa em 2012.

A simetria ndo é importante s6 nas ciéncias e nas engenharias, pois
esteve presente na civilizagdo humana desde os seus primordios, seja nas
formas primitivas de arte de todos os povos, seja nas variadas culturas atra-
vés da arquitetura e das artes decorativas, como por exemplo a arquitetura
grega ou 0s mosaicos romanos da civilizagdo classica. Na Idade Média, a
cultura islamica criou formas geométricas com simetrias elaboradas, tendo
os caleidoscopios e os mosaicos da Alhambra, em Granada, atingido uma
criatividade sem precedentes nos séculos XIII e XIV. S6 em 1987, o mate-
matico espanhol José Maria Montesinos integrou a identificacdo completa
dos 17 padroes cristalograficos dos ornamentos da Alhambra na literatura
matemadtical®®l, o que desencadeou alguma controvérsia, sobretudo respei-
tante ao padrdo mais raro *333 (p3ml na notagao cristalografica), o qual,
no entanto, existe abstraindo do estuque em causa os ornamentos florais.

Hhttp://formas-formulas.fc.ul.pt/
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Uma outra utilizagdo notavel da simetria estd patente na calgada por-
tuguesa. Esta forma de arte publica decorativa é uma original sintese oito-
centista dos antigos mosaicos e calcadas dos romanos, que teve origem em
Lisboa, quando esta cidade aceitou, em 1848, o projeto de empedramento
da praca do Rossio do tenente-general de engenharia Eusébio Furtadol®¥,
com o padrao artistico que se chamou Mar Largo (Figura 18 (a)). A calcada
do Mar Largo, que voltou a decorar aquela praga lisboeta em 1976, é uma
homenagem a partida das naus da Lisboa renascentista, no arranque da ex-
pansdo europeia que iniciou a globalizacao evocada por Camoes na epopeia
maritima dos portugueses a proposito do rei

Manuel, que a Joane sucedeu

No Reino e nos altivos pensamentos,

Logo como tomou do Reino cargo,

Tomou mais a conquista do mar largo. (IV.66)

Esse motivo é uma das 20 simetrias, no total das 24 possiveis (Figura 16),
que existem hoje em dia nas ruas e pracas da capital portuguesa[?’g’}. O
Mar Largo esteve presente na Exposi¢do Universal de Paris em 1900 e foi
introduzido no Brasil no inicio do século XX, primeiro em Manaus, no Largo
de S. Sebastido, e em seguida no Rio de Janeiro, integrando posteriormente o
icénico calgaddo de Copacabana e, hoje em dia, esta reproduzido em muitos

outros sitios espalhados pelo mundo lus6fono e nao sé.

" CALCADAS E CRISTAIS

NCONTRO DE SIMETRIA
S5 T,

x-

Figura 18: (a) Gravura antiga do Rossio do século XIX, em Lisboa, com a calcada
“Mar Largo” inaugurada em 1849. (b) O conceito de um projeto de exposicio que
explora o encontro da simetria plana, através da calcada portuguesa, com a simetria
espacial dos cristais, exemplificado com a associacao do topazio ao padrao do “Mar
Largo”, cuja simetria tem uma assinatura 22x%, ou p2mg na notagao cristalografica,
por ter duas rotagoes de 180° e uma reflexdo de espelho.
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Resumo: Nesta nota obtém-se o melhor par aproximante de duas vari-
edades lineares enviesadas apds determinar a projecdo de um ponto sobre
uma variedade linear. Concretamente, calculam-se por duas vezes os vetores
de norma minima, adequados em cada caso, pertencentes a duas variedades
lineares paralelas. Obtém-se ainda expressoes para as referidas projecoes en-
volvendo a inversa de Moore-Penrose de cada uma das matrizes associadas
as variedades lineares consideradas (na sua formula¢do matricial).
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time, parallel linear varieties. In addition, we obtain expressions for the
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1 Introducao

A presente nota aborda dois problemas cldssicos de Geometria Analitica Eu-
clidiana n-dimensional — determinar a projecao ortogonal de um ponto sobre
uma dada variedade linear e obter uma expressao para a distancia entre duas
variedades lineares enviesadas — de um modo que justifica revisita-los. Com
efeito, no primeiro resultado principal desta nota, recorremos aos vetores de
norma minima pertencentes a duas variedades lineares paralelas. O segundo
problema principal diz respeito & obtengdo do melhor par aproximante de
pontos pertencentes a duas variedades lineares enviesadas, mediante a re-
solucao de um sistema de equacoes lineares, construido por aplicagdo do
primeiro resultado. Ao obtermos o melhor par aproximante, vamos mais
longe do que o habitual, pois em [2], [4] e [7] apenas se focou o problema
da distancia entre duas variedade lineares. De facto, a julgar por estas re-
feréncias, os pontos que materializam tal distdncia ndo parecem ter sido
considerados.

O problema da determinacao da (minima) distdncia euclidiana entre
duas variedades lineares foi também recentemente tratado em [6] e [5], apli-
cando, respetivamente, a Teoria de Gram e a inversa de Moore-Penrose de
uma matriz particionada. Ainda que nestas referéncias se exiba o melhor
par aproximante de pontos, as abordagens ai utilizadas sdo distintas da que
se aplica na presente nota. Além disso, os resultados agora apresentados
situam-se no contexto dos problemas de projecoes sobre certos conjuntos
convexos, baseados portanto em resultados sobre existéncia, unicidade e ca-
racterizacao de solugdes para problemas de melhor aproximacado. Também
no presente trabalho se recorre a inversa de Moore-Penrose, a qual consti-
tui um excelente instrumento teérico (veja-se, e.g., [I] e [I1]). Contudo, é
justo referir que, do ponto de vista numérico, tal ferramenta contém algumas
fragilidades: a inversa de Moore-Penrose ndo é continua e ndo é computaci-
onalmente estavel [10, pp. 423-424].

O presente trabalho esta organizado do seguinte modo. Comegamos por
enunciar algumas defini¢oes, notagoes e resultados, coligidos na sec¢ao[2l Na
secgao [3] apresentamos os resultados sobre a projegdo de um ponto sobre
uma variedade linear. Na sec¢ao[d] recorrendo aos resultados da anterior sec-
¢ao, apresentamos um método original para obter o melhor par aproximante
de duas variedades lineares enviesadas.
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2 Preliminares

Ao longo da presente nota, IR™ designa o espaco vetorial real n-dimensional
euclidiano usual. O produto interno serd denotado por e e define-se, como

T
habitualmente, do seguinte modo: dados p' = [ P11 P2 Pn } eq=

T
[ a 92 - Gn } e R™ !, onde T designa a transposta, tem-se

n
peqd=> pig
i=1
Recorde-se também que a norma euclidiana de p é dada por
1p] = Ve p.

Além disso, considerando o espaco afim associado a IR", a extremidade
de cada vetor posicional (relativamente & origem das coordenadas) serd iden-
tificada com o préprio vetor.

Dados um ponto @ de IR™ e um subespago N de IR", de dimensdo m, o

conjunto o
Ve=d+ N

diz-se uma variedade linear, [9]. Uma variedade linear pode entdo ser en-
tendida como o resultado da translacdo de um subespaco.

De entre as varias maneiras de representar uma variedade linear (ver [3],
[8] e [9]), recorreremos ainda & versio matricial, a qual possibilita a utilizacao
do método cartesiano. Assim, dada uma variedade linear Vz = @ + N, para
alguma matriz A € IRP*™, com caracteristica completa por linhas, e para
algum ¢ € RP com p € {1,...,n}, tem-se

Va={Ze€R": A¥ =c}.
Relativamente a representacio dada na defini¢do, é importante reter que
N = N(A) (i.e., o nicleo de A)
e que p é a codimensdao de N (p < n). Tendo isto em conta, doravante
iremos identificar uma variedade linear £ dos seguintes dois modos:
L={feR": Li=2 =+ N(L),

apenas optando por uma delas se a outra se verificar desnecesséaria.

Sejam dados pontos lB, mg € IR™ e consideremos duas variedade lineares

L= lh+N(@L)e M= mg+N(M).
Seguindo [4], as variedades £ e M dizem-se paralelas se N'(L) = N (M).
Por outro lado, admitamos que as variedades £ e M séo tais que

dim N(L) + dim N(M) < n.
Nesse caso, tais variedades dizem-se enviesadas se LN M = () e N(L) N

N (M) = {0}, [A.
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A inversa de M. oore—Penroseﬂ de uma matriz M € IR™*" é a {inica matriz
Mt e R™™ gatisfazendo

MMM =M, MIMM" = M, (MM)T = MM e (MMNT = MM,

Em particular, se M é uma matriz com caracteristica completa por linhas,
entao )
Mt =M" (MMT)
No que se segue, assumiremos que todas as matrizes envolvidas tém carac-
teristica completa por linhas.
No final desta nota, exibiremos o melhor par aproximante (:U_:",yj‘) €

L x M de duas variedades lineares enviesadas £ e M, querendo isto dizer
que

onde d (£, M) designa a distancia euclidiana entre as variedades £ e M.

x*—y*

=d(L, M),

3 Projecaodeum Pontosobre uma Variedade Linear

Considere uma variedade linear
L=ly+N(L)={fecR": L =3},

onde lB é um ponto fixo de R". Procura-se determinar P (), a projecao
(ortogonal) de um dado ponto externo m € IR™ sobre L, isto é, pretende-se
determinar o ponto el que minimize a distancia d (l_: T?L)

Para atingir o referido objetivo, propde-se um método original que re-
corre duas vezes a um resultado que fornece o vetor de norma minima de
uma variedade linear com codimensao finita. Tal resultado pode ser consul-
tado, e.g., em [3, Theorem 9.26, p. 215], [8, Théoreme 2.2.5, p. 45] e [9,
Theorem 2, p. 51], assumindo a seguinte forma.

Teorema 3.1. Considere uma variedade linear £ = Z_E)—i—./\f(L) de R". Uma
condigcdo necessdria e suficiente para que | € L seja a melhor aproximagdo
dem & L em L é que l —m seja ortogonal a N(L).

Considerando esta caracterizagdao do ponto que constitui a melhor apro-
ximagao de uma variedade linear, temos entao o principal resultado desta
seccao.

2 Na referéncia [I] ¢ detalhada a teoria das inversas generalizadas de matrizes.
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Teorema 3.2. Sejam L = Iy + N'(L) uma variedade linear e i ¢ £ um
dado ponto fizxo. A projecao P, (m) € dada por

= - - 7
Py (m) = Zo +m — x, (1)
- 7. . .. .
onde Toy e x sdo, respetivamente, os vetores de norma minima das varieda-
. / —
des lineares paralelas L e L =m + N (L).

Demonstragio. Tendo em conta o Teorema temos de provar que m —
IP. (m) é ortogonal ao subespago N(L).
De facto, tem-se

1

o'~

P, () — 1 = &g — @

Mas Ty — :L‘_/(; é ortogonal a N'(L) em virtude do facto de Ty e m_i) serem ambos
ortogonais a N (L) (ver [9, Theorem 1, p. 64]). O

Teorema 3.3. Considere uma variedade linear
L={ZeR": L¥=7c}.
1. O vetor de norma minima de L é dado por Ty = LTé;
2. Py (@) = (I - L1L) 5;
5. Pr(f) = (1- LIL) g+ Lie

Demonstragio. Relativamente a 1. e 2., consulte [I0, pp. 423 e 434-435].
No que diz respeito a 3., seja &y o vetor de norma minima de £. Por
defini¢do de projecdo ortogonal, temos

P, (§) = Zo + IPpr(r) (§ — To) ,
de onde resulta
Pr () = (I = Pur)) o+ Py (3 (2)
Por 1. e 2. e pela definicdo de LT tem-se:
(1 =Py @o = |1 - (1-LfL)] 7o = LLa, = LiLLfe = Lie

A expressao em 3. obtém-se apds substituicio em e aplicagao de 2. [
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Tendo em conta o resultado anterior, podemos agora exprimir o Teorema
[B-2]a custa da inversa de Moore-Penrose aplicada & representacao dos vetores
de norma minima das variedades lineares paralelas ali consideradas.

Corolario 3.4. Nas condigées do Teorema[3.3, sendo L = {Z € R" : LT =
¢} a representag¢do matricial da variedade L, tem-se:

P () = (I - L'L) i + LIz (3)

Demonstragdo. De modo a exprimir os vetores de norma minima em ,
\ ~ .« . . / .
vamos recorrer a notacdo matricial das variedades £ e £ . Assim, dado
que tais variedades sdo paralelas, e tendo em conta a representacdo de L,
podemos assumir que
/ — — A
L ={FfeR": L¥=d},

para determinados d € RP. Uma vez que £ passa por i, tem-se Lt = d.
Deste modo, por aplicacdo de 1. do Teorema [3.3] tem-se:
fo=L'¢ e ay=Lld=LtLm.

A expressao obtém-se apds substituicio de Ty e 336 em , seguida de
simplificacdo. O

4 Melhor Par Aproximante

Nesta ultima secgdo, procuramos obter o mais curto segmento de reta
7]
ligando duas variedades lineares enviesadas £ e M.
Para tal, aplicamos duas vezes o Teorema levando em conta que,

no presente caso, os pontos externos a considerar sao pontos genéricos das
variedades lineares £ e M, respetivamente.

Teorema 4.1. Considere duas variedades lineares enviesadas, L = lg +

N(L) e M = g+ N(M). Entao, o melhor par aproximante (:B_:k, y*) €
L x M das variedades lineares L e M é a soluciao do sistema de equagies

lineares
Pr(Gm) = gc
P v (§2) = Gm

onde Gr e gam sGo pontos genéricos pertencentes as variedades lineares L e
M, respetivamente.
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Demonstra¢do. Comece-se por aplicar duas vezes o Teorema uma vez
que o ponto genérico gr é externo a M e que o ponto genérico grq é externo

a L. Depois, basta ter em conta que o vetor z*y* — cujas extremidades séo
x* € L e y* € M — é simultaneamente ortogonal aos subespagos NV (L) e

N(M). O

Para terminar, vamos exibir o melhor par aproximante obtido no teorema
anterior em que os pontos se exprimem & custa da inversa de Moore-Penrose.

Corolario 4.2. Nas condigoes do Teorema [{.1], admita que as variedades
lineares L e M sdo dadas na forma matricial do sequinte modo:

L={ZeR":Li=¢} e M={FecR": MZ = d}.
Entao o melhor par aprorimante (x_;k, y_g‘) € Lx M € a solugido do sistema

7= I—LTL)gj+ Lte
7= I—MTM)f+MTJf

Demonstra¢do. Sendo & € L e if € M tais que

resulta de imediato por aplicagdo do Corolario que

7= I—LTL)37+ Lte
7= I—MTM):E+MTCZ
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Resumo: Dadauma equacao as diferencas linear e homogénea, de coeficientes
constantes, comegamos por construir uma fungao continua interpolatéria da res-
pectiva solugao. Tal fungio é posteriormente usada para definir uma fungéo pa-
ramétrica, com valores em R?, que designamos por ‘retrato de fase’. Embora
com algum abuso de linguagem, a definicdo que propomos para retrato de
fase de uma equacdo as diferencas revela-se interessante para efeitos de es-
tudo da dindmica das solugoes de equagoes as diferencas, tal como acontece
com sistemas de equagoes diferenciais onde os denominados retratos de fase
constituem uma técnica bem conhecida. Como ilustragdo, apresentam-se
alguns exemplos de construcao da referida funcao interpolatéria bem como
de retratos de fase associados a certas equacdes as diferencas de segunda
ordem, em particular equagoes ligadas a sucessoes do tipo Fibonacci.

Abstract: Given a linear and homogeneous difference equation, with cons-
tant coefficients, we begin by constructing a continuous function which is
interpolatory of the difference equation solution. This function leads to a
R? valued parametric function which we call, with some language abuse,
‘phase portrait’ of the difference equation. The ‘phase portrait’ proves to
be an interesting tool in order to understand the dynamics of the soluti-
ons of a difference equation, similarly to the so called phase portrait in the
context of systems of ordinary differential equations. As an illustration we
present some examples where the referred interpolatory function is consi-
dered as well as phase portraits of certain second order difference equations
connected to some Fibonacci type sequences.

Palavras-chave: Equacio as diferengas, interpolacao, retrato de fase, su-
cessoes de Fibonacci.

1 Introducao

Dados k valores iniciais xg, x1,...,Zr_1, equagoes as diferengas (de ordem
k > 1, lineares, homogéneas e de coeficientes constantes),
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Ttk = Ok—1 Ty (k—1) T Qk—2 Tpt(k—2) T - -+ A1 Tpp1 + A0 T, (1)

onde ag # 0, ay,a9,...,ar_1 € R, ocorrem como modelos evolutivos em
inimeras aplicacoes, em particular como versao discreta de certas equa-
¢oOes diferenciais ordindrias com designagdo analoga. Uma vez que as so-
lugoes destas ultimas sdo geralmente fungdes continuas num certo dominio
real, é nosso objectivo inicial construir uma funcdo (pelo menos) continua
g : Rg — R, que interpole os dados, isto é, tal que g seja interpoladora
do conjunto infinito de pontos do plano (0, z¢), (1, 1), (2,x2),... . A abor-
dagem que propomos, embora elementar, constitui porventura uma ponte
com o chamado ‘método das func¢bes geradoras’ envolvendo fungGes e séries
complexas ([3], Ch. 7.4).

O ponto de vista interpolatorio (Secgéo oferece vantagens, quer do ponto
de vista tedrico como computacional, sugerindo conexdes entre temas tao
diversos como sucessdes recorrentes, sistemas lineares sobredeterminados,
equacgoes diferenciais, equacoes diofantinas, etc. Nomeadamente, ao asso-
ciarmos a uma equagao as diferengas uma funcio continua ¢ ‘contendo’ a
solucao do problema , somos naturalmente levados a considerar o respec-
tivo ‘retrato de fase’, no sentido descrito adiante na Seccao O retrato
de fase da sucessao (zn)n>0, obtém-se simplesmente considerando a fungao
paramétrica H(t) = (g(t),g(t + 1) — g(t)), para t > 0 (Defini¢ao [3.1)).

Em particular, o retrato de fase de sucessoes do tipo Fibonacci (ver em [I]
uma perspectiva histérica a respeito deste famoso matemédtico) evidencia
geometricamente uma propriedade fundamental destas sucessoes ligada a
ocorréncia do célebre ‘ntimero de ouro’ (ver Proposicao .

Como é bem sabido, para se resolver a equagio , isto é, para se determi-
nar uma férmula explicita da sucessao (2, )n>0, 0s modelos possiveis dessa
solucdo dependem de as k raizes do polinémio caracteristico associado a
equacao serem, respectivamente, simples ou multiplas. Embora aqui apenas
consideremos equacoes de segunda ordem, isto é, para k = 2 a abordagem
que propomos é generalizdvel para equacoes as diferencas de ordem superior.
Tanto no caso de raizes simples como no caso de raizes multiplas do referido
polinémio caracteristico, mostramos por indu¢ao matemaética (Sec¢ao|2)) que
o sistema linear, traduzindo as condic¢bes interpolatérias, ¢ um sistema de
solucdo unica (ver Proposigoes e e Exemplo e .

Na Secgéo [3] apresentamos um pequeno nimero de exemplos de construgao
do ‘retrato de fase’ de equagoes as diferencas de segunda ordem do tipo
, em particular de um certo conjunto de sucessoes de Fibonacci. O leitor
podera ensaiar outros exemplos & sua escolha modificando convenientemente
o programa Mathematica [4] dado em Anexo.
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2 Equacodes as diferencas de segunda ordem
A equagao as diferencas de segunda ordem
Tpio = A1 Tpi1 + aoXpn, ag#0, n>0, (2)
com valores iniciais zg = «, x1 = 3, tem para equacao caracteristica
p(A) =X —a;\—ap=0. (3)

Mostramos a seguir, respectivamente nos paragrafos @ e @ que o facto
do polinémio p possuir ou nao raizes distintas é a informacao crucial que
interessa na consideragao dos dois tipos de solugdes possiveis para a equagao
as diferencas . No caso das raizes serem distintas e positivas, a solugao
interpolatéria g que obtemos é uma combinacdo linear de exponenciais de
variavel real. No caso de alguma das raizes ser negativa ou complexa (sendo,
portanto, neste segundo caso, a outra raiz conjugada da primeira) a funcao
g € igualmente combinacao linear de func¢des exponenciais. No entanto, tais
exponenciais tomam valores em C e iremos considerar apenas a parte real
desses valores. Em ambos os casos, para efeitos computacionais, a solugao
real pretendida pode ser facilmente calculada recorrendo a funcado Rel ],
disponivel no sistema Mathematica [4].

Quanto as solucdes da equacio temos o seguinte resultado ([2], Ch. 2.2):

Teorema 2.1. Considere-se a equagdo ads diferencas e a equagdo ca-
racteristica associada . Sejam A\ e Ay as raizes do polinémicﬂp €T, a
solugao geral de (2)). Entdo:

1. Se A\ e Ay sdo raizes reais e distintas,

a:n:cl)\?+cz)\g, c1,c0 €ER.
2. Se A1 =Xy = A,
Tp=c1 A" +can ", c1,¢0 €R .
3. Se M\ e Ao sdo raizes compleras, \1 = ret? e Ny = re*w,
T, = (rez ) + o (re‘l ) , c1,c0 € C,

™ ((c1 + c2) cos(n ) +i(c1 — c2) sin(nh))
=r" (Cy cos(nf) + Cy sin(n@))

onde C1 =c1+ ¢y e Cy =1i(c1 — ca).

! Note-se que, dado que ao # 0, o polinémio p ndo tem raizes nulas.
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Do Teorema [2.1] concluimos que, sendo A1 e Ao duas raizes distintas do
polinémio p em , a funcgdo interpolatéria real g serd uma combinagao
linear de fungoes reais do seguinte tipo:

(i) caso A1, A2 > 0, funcdes et ¢ gn(A2)t,

(ii) caso A; < 0 e Ay > 0, fungdes cos(mt) e(MDt ¢ eln(A2)t,

(iil) caso A1, Ay < 0, funcdes cos(mt) (MDY e cos(rt) e(A2Dt;

(iv) caso A € C (\g raiz conjugada), funcdes cos(n ) (Mt e sin(n §) et
onde r = [A\]| e § = Arg(A\1).

Sendo A\ uma raiz dupla do polinémio p, a funcdo interpolatéria real g é
combinacdo linear das funcdes "Mt e t Nt 1o caso em que A > 0, e das
funcoes cos(mt) e e ¢ cos(mt) e™IAE 1o caso em que A < 0.

Os Exemplos 2.7] 2.2] e 2:3] adiante ilustram o cdlculo de funcdes interpola-
térias g para algumas equagoes as diferencas de segunda ordem.

2.1 Raizes distintas

Para A = a? + 4a¢ > 0, o polinémio p em tem duas raizes distintas
(reais ou complexas conjugadas), A1, Ay # 0, tais que
a1 + VA ap — VA

5 A== )

Atendendo a as raizes Aq, Ao satisfazem as relagdoes fundamentais

A =

)\%:al)\l—l—ao
)\%:al)\g—l—ao .

()

No caso em que A1, Ay > 0, mostramos adiante (ver Proposicao [2.1) que a
seguinte funcao continuaEl g:R— R,

g(t) =1 Xi + ¢ X;, (6)

onde ¢q, ¢o sdo constantes, é solugdo da equacao as diferengas ([2)), no sentido
de que existem constantes c; e co para as quais é satisfeita a infinidade de
condi¢bes interpolatérias, g(0) = o, g(1) = e g(j) = z;, para j = 2,3,.. .,
isto é, a funcdo ¢ considerada interpola a seguinte tabela com um ntmero
infinito de nods inteiros ndo negativos,

t; 10 1 2 3
;| g X1 X2 X3

2 Neste caso a funcdo g € C® (]Rar ). No entanto, para o efeito interpolatério basta-nos
que a funcéo seja continua e, posteriormente , quando se tratar de ‘retratos de fase’, basta
que a funcéo g seja pelo menos de classe C*.
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A solucdo explicita da equacao as diferencas ¢é dada por

Tn =g(n) =c1 AT + ca Ay, n=0,1,2,... (7)
onde ¢ e ¢y sdo constantes (unicas), solugdo das equagoes g(0) = zg e
g(1) = 1.

Os casos em A1 ou Ay é um nimero negativo, ou quando A e Ag sdo com-
plexos sdo também contemplados.

Observacdo : No caso particular de ay, ag e zg, z1 serem inteiros, a sucessao
(k)k>0 € constituida por nimeros inteiros e, por conseguinte, o grafico da
funcdo continua g dada por @, possui uma infinidade de pontos P, =
(k,g(k)), de coordenadas inteiras (‘latice’), isto é, P € Z2.

2.1.1 Solucdo na forma exponencial

Quando A1, Ao sdo nimeros reais positivos, a funcao real g dada em @ pode
ser escrita na forma de combinacdo linear de fungbes exponenciais

g(t) =1 et 4y ln(2)t t e Ry, (8)

Para contemplar os casos em que A1 ou Ao sdo nimeros negativos, a fungao
g devera ser definida como

g(t) = Relc )t 4 ¢y eln(;\2)t], te RS,
i ) ‘ (9)
onde A; = \;, se \; >0, Ai = |il €7, se Ay <0 .
(Re designa a parte real de um ntimero complexo). Repare-se que

(e’ ™)t _ J(n(IXi)+im)t _ (Nt gimt _ JIn([Ai])t (cos(mt) + i sin(nt))

e assim, Re[eln(p‘i‘e”)t] = cos (mt) eln(lAi)t

Um caso em que Ay =1 > 0e Ay = —1 < 0 é ilustrado no Exemplo [2.1]
Para os dados iniciais considerados neste exemplo, a funcio

A(t) = =24 = 2 (1),

interpola os dados para t = j, com j = 0,1,2,..., mas a funcdo h néo
estd definida quando ¢ nao é inteiro. A correspondente funcdo continua é
obtida considerando a expressao @ Assim, sem quebra de generalidade,
nas Proposigoes 2.1 e 2:2] a seguir, assume-se que os nimeros reais Ay, Ay sdo
distintos, ndo nulos, e positivos. Caso algum desses ntimeros seja negativo
a funcdo g a considerar devera ter a forma da expressao @D
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Proposicao 2.1. Dada a equacio as diferencas , cujo polinémio carac-
teristico possui duas raizes reais distintas e ndo nulas, A1, a, A1 # Ao, a
fungdo continua g dada em @ (ou a sua versdo @D) satisfaz as condicoes
interpolatorias

9(j)==zj, j=0,1,2,... . (10)
Demonstragdo. As constantes ¢ e co podem calcular-se univocamente, por-
quanto as condigoes g(0) = zg e g(1) = z1 equivalem a existéncia de solugao
do sistema linear

1+ c2 =X
Acl+Xcy =x1 .
A solugéo do sistema existe e é tinica ja que A1 # Mg,
To Ay — X1 T1 — To M
=2 oA 11
S W 2= T (11)

Vamos mostrar por inducdo que g satisfaz um ntmero infinito de condigoes
interpolatérias nos inteiros nao negativos, isto é, que g(x;) = x;, qualquer
que seja j > 1. Fixado j, tome-se para hipdteses de inducao as igualdades

9gj—-1) =a A{_l + cz')\%_l =z (12)
9(J) =c1 N + o\ =xj .
Prove-se que g(j + 1) = z11. Dado que

gi+1) =aXT +eaXt
=c1 M} )\{_1 +c2 A3 )\%_1 ,

atendendo as relagoes fundamentais , obtém-se

g(j + 1) =C (a1 /\1 + ao) )\]1_1 + co (a1 Ao —|— a()) )\%_1
= ag (01 /\]1_1 + ¢ )\j2_1) + a1 (Cl )\]1 + ¢y )\‘%) .

Levando em conta as hipoteses de indugao e a defini¢ao recursiva da equagao
a diferencas considerada, resulta

gj+1)=a1xzj+aoxj_1 =Tjq1 . O

Corolario 2.1. A solugdo explicita da equacdo as diferencas @ € a Sucessao
Ty = g(n), n=0,1,... (13)

O Corolério [2.1] resulta trivialmente de se substituir na func¢io g a variavel

real ¢t pela variavel inteira n > 0.
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Para o caso em que A1 e Ay sdo raizes complexas conjugadas, a funcio g
deverd ser definida na forma

g(t) = Re [cl et 4 6 eln(’\Q)t} , te Rf{ .

As constantes ¢y e ¢g sdo sempre complexas conjugadas e quando t = n,
para n = 0,1,..., temos que ¢ eVt 4 ¢y (A2t q55ume um valor real
(ver Teorema [2.1)) e, portanto,

In(A1)n n(A2)n

g(n)=cre +cgel = A+ Ny =z, .

2.2 Raizes multiplas

Dada a equacdo as diferencas , se z ¢ uma raiz dupla do seu polinémio
caracteristico, p(x) = 92 — a1 * — agp, tem-se

2 —ax—ag=(x—2)2=a>-2zx+2%.

Comparando os coeficientes, resulta

2= —ag, e z:%. (14)

Note-se que terd de ser aj # 0.

Proposicao 2.2. Dada uma equacao as diferencas , cujo polinémio ca-
racteristico possui uma raiz ndo nule z, de multiplicidade dois, a fungdo
continua

g(t) =12l +eatst = (a1 +cat) 2', teRT (15)

satisfaz as condicoes interpolatérias
9(j)==zj, j=0,1,2,.... (16)

Demonstracdo. As constantes ¢q e ¢o determinam-se univocamente conside-
rando as condi¢oes interpolatorios g(0) = zg e g(1) = 1. Obtém-se,

1 =X
1 —zmg w1 —ai/2mg 231 — a1 g (17)

c = =
2 z ay/2 a1

De modo semelhante ao que se fez na prova da Proposicao [2.1} para mostrar
que tal fungdo g satisfaz as condic¢Oes interpolatérias para qualquer inteiro
ndo negativo, considere-se agora para base de inducdo as igualdades

Q(J: —1) =(a+e(G-1)7" =z

9(4) =(c1+coj) 27 =z . (18)
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Prove-se que g(j + 1) = 11, isto é,
g+ =(a+e(+1) 2 =az;+awj .

Atendendo a que a; = 2z e ag = —22 (ver ), resulta da segunda expres-

sao em que

ai x; :2z(c1+62j)zj,

e da primeira expressao em
apzj_1=—22(c1 +ea(j—1)) 2271

Entao,
Tj+1 =a1%;+agT;j—1
=2 (c1+c2f) 7T = (a1 +ea(j 1)) ZH!
=(c1+2cj—caj+eg) 20T
=(a+e2(j+1)) 27T = g(zj41) - O

Corolario 2.2. A solugdo explicita da equacdo as diferencas @ € a sucessao
xn = g(n), n=0,1,... (19)
O Corolério 2.2 resulta de substituir a varidvel real ¢ pelo inteiro n > 0.

2.3 Exemplos

Exemplo 2.1. (Duas raizes reais de sinal contrario)
A equacéao as diferencas
Tpy2 =Tn, n=0,1,..., onde zo=-2, z;=2,
define recursivamente a sucessao periédica, de periodo dois,
~2,2,-2,2,... .
A equacao caracteristica associada é da forma
M —1=0, donde M\ =1)=—1.
Assim, a fun¢do modelo correspondente, para j =0,1,2,..., é da forma

g(t) = c1 + ca (—1),
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sendo que (c1, ¢2) satisfaz as condigdes interpolatérias ¢g(0) = —2, g(1) = 2,
isto é,

c1+ ¢ = -2

c—cp= =2
donde ¢; = 0 e co = —2. Por conseguinte, a fungao continua,

g(t) = —2 Re [eM(=101] = _3 Re[ei™!] = —2 cos(rt), te Ry

¢ interpolatéria dos dados ja que g(j) = z;, para j > 0. Na Figura
observa-se o grafico da funcao g e os pontos, (j, z;) que satisfazem a equacao
as diferencas dada, no intervalo 0 <t < 20.

o
1
Ll
@
~ 0
1
1]
5 -1
_27‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20
t
Fig. 1. zpyo=zn, n=0,1,2,... zg=-2,21=2.

Exemplo 2.2. (Duas raizes reais negativas)
Seja xpto=—"Tr,11—10x,, n>0, £o=0, x; =1. Interessa-nos saber se existe

lim Pkl — Tk (20)
k—ro0 T

O polinémio caracteristico associado a equacao as diferencas dada tem raizes
negativas \; = —2 e Ay = —5. Por conseguinte, a funcao interpoladora (com
valores complexos), seja h, é da forma

h(t) = e(In(2)+im)t + ¢y e(n(B)+im)t _ 1 eln(—2)t + ey eln(=5)¢
= 1 ™ (cos(mt) + i sin(mt)) + co O (cos(nt) + i sin(wt)) .

Assim, a funcéo interpoladora real escreve-se como

g(t) = ¢ cos(mt) @t 4 ¢y cos(mt) P >0 .
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Levando em consideracao as condigoes iniciais, g(0) =0 e g(1) = 1, obtém-
se cp = 1/3, ca = —1/3. Logo, a fungao interpoladora dos dados é definida
como

g(t) = % cos(rt) (2t —51), £>0.

Atendendo a que

g(t+1) — g(t) = cos(mt) % (—3.2t + 6.5t> ,

resulta (t41) ) 32 +2.5)
_9 —gt) ol— .
Q(t) - g(t) - ot _ 5t ’
Assim,
, o (=25 42
fim Q) =3 i 1 = 6

Por conseguinte, o limite em (20 existe e tem o valor de —6.
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Exemplo 2.3. (Duas raizes complexas conjugadas)
Para a equacéo

1 1
o _ =
2 n+1 2

o polinémio caracteristico possui duas raizes complexas conjugadas (logo
distintas)

Tpio = Tp, onde n>0, e xg=-2, 1 =—1, (21)

1 , 1 :
)\121(1‘}‘1\/?), )\2—1(1—7/\/?) .
Denotando por h a fungao de varidvel real com valores complexos h(t) =

c1 AL + 2 \S, as constantes ¢; e ¢y calculam-se como solugdo das equagoes
h(0) = xo e h(1) = z1. Obtém-se,
1

= % (—7—|—i\ﬁ), 2= (—7—i\ﬁ> .
Por conseguinte, a funcdo g(t) = Re (61 et 4y eln()‘2)t) , ondeteR,
interpola os pontos (j,x;), para j > 0, conforme é mostrado na Figura na
qual se considerou o intervalo t € [—3, 20].

e e T |

5
4
3
_ 2
5 4
o PN eeeeeooceeooos
Neo—o""
0 5 10 15 20
t
) 1
Fig. 2: xn+2:§xn+1—§xn, n=0,1,2,... x9g=-2,21=-—1.

Uma vez que [A;| < 1 e |A2] < 1, conclui-se imediatamente da expressao
calculada para a funcao g que

tlg(r)log(t) =0.

Dado que g(j) = z; para j > 0, podemos concluir igualmente que a sucessao
considerada é tal que
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lim z, =0,
n—oo

conforme sugere a observacao do grafico apresentado na Figura

3 Retratos de fase de equacdes as diferencas

glt)=-2 Re(.‘ " ’)

al HEE D
2 a
2| -4
-2 4
2 2 )
2 s
g 2 -4
B 2] a
N 2| -4
5 2 2
2 -y
-2 -2 4
2] -4
2 &
2| -4
-4 . ) R L [-2 4
-2 -1 0 1 2 2 -4

a(t)
Fig. 3: zpio=2n, n=0,1,2,... zg=-2,21 =2.

As funcgoes g anteriormente consideradas sao particularmente tteis para de-
senhar o ‘retrato de fase’ associado a solugdo de uma dada equacio as di-
ferencas. Tais retratos permitem-nos observar a evolucdo da sucessdao ao
longo do ‘tempo’ t, o seu comportamento assimptoético (isto é para n sufi-
cientemente grande) — em particular quando desejamos estudar a dindmica
de sucessoes recursivas em fungao dos valores iniciais zg = «, x1 = § consi-
derados, ou quando estamos interessados em observar o comportamento de
classes de sucessoes distintas em fun¢do dos parametros aj € ag.

Dado que para quaisquer valores iniciais xg e x1, a funcao interpolatéria g
é Unica, podemos definir a seguinte fungdo H, a qual serda designada por
‘retrato de fase’ associado a equagao as diferencas ([2)):

Definicao 3.1. Designamos por ‘retrato de fase’ associado a equagdo ds
diferencas , a funcao H : Rg — R?, definida por

H(t)=(g(t),g(t +1) —g(t)), teRy . (22)

Da mesma forma que a cada termo x,, da sucessao (x,,),>0 podemos associar
um ponto P,, = (2, Zn+1 — ) do plano, atendendo a que g é interpolatéria
de (xn)n>0 , a funcdo H satisfaz as igualdades

H(]):(xmxj-‘-l_x]):P] ]:0717727 (23)
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g(t)=Re|

-7

7

e

Ji

1.5 Xn  [Xns1= Xn

1.0

0.5

0.0 o\k

-0.5 11-Z| =

<[ |2 (2o
1

g(t+1)-g(t)

MR
Slslo|w
HiS M
M
]

-20 -15 -10 -05 00 05
qa(t)

1 1
Fig. 4: xn+2:§xn+1—§xn, n=0,1,2,... x9g=-2,x1=-—1.

Assim, do ponto de vista cinemadtico, os pontos P; do plano coordenado
representam a ‘posicao’ do termo x; da solucao da equacao as diferencas,
sendo a sua ‘velocidade’ representada pela segunda coordenada de P;. Estas
consideracoes de cardcter geométrico justificam a designacao aqui adoptada
para retrato de fase da solugdo de uma equacdo as diferengas, representado
pela funcao paramétrica .

Na Figura[3|mostra-se o retrato de fase da sucessao considerada no Exemplo
[2.1]e na Figura[4]é representado o retrato de fase correspondente ao Exemplo
Note-se que as abcissas e ordenadas figuradas neste caso sao pontos de
Q, como se evidencia na tabela que acompanha a Figura [4

O carécter periédico da solucao (z,)n>0 da equacao as diferencas do primeiro
exemplo é imediatamente aparente na Figura[3] enquanto a evolugao ‘espiral’
da sucessao (5 )n>0 do segundo exemplo é observéavel na Figura . O retrato
de fase permite-nos prever a ocorréncia do ponto (0,0) como estado limite
do processo evolutivo modelado pela equagao as diferencas do Exemplo
, confirmando o que se disse na parte final deste exemplo.

3.1 Sucessoes tipo Fibonacci

A classe de sucessbes de segunda ordem

Tpt2 =Ty +Tp—1, Top=0QE Z, x1= B € Z, (24)
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12

Xni1~ Xp

=
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g(t+1)-g(t)
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w

Fig. 5: Retrato de fase da sucessdo de Fibonacci.

goza de reputacao universal, uma vez que para o = 0, § = 1 a sucessdo
(xn)n>0 € a famosa sucessdo de Fibonacci [I]. Para qualquer elemento da
classe o polindmio caracteristico tem duas raizes reais distintas,

1++5 1-+5
2

AL = 5 ~1.618 >0, A=

A maior raiz é o famoso ‘ntimero de ouro’ ® = (1 4+ +/5)/2. Na Figura
¢é mostrado o retrato de fase da sucessdo de Fibonacci. A observacdo do
respectivo grafico, leva-nos a conjecturar que, assimptoticamente, o grafico
da fungao g(t+1)—g(t) devera conter pontos numa certa direc¢do invariante,
ou seja, que existe lim;_> oo (g(t+1) — g(t))/g(t) . Atendendo aos valores da
tabela da Figura tal limite devera ser aproximadamente 13/21 ~ 0.62. De
facto, para uma infinidade de equagdes as diferengas do tipo (24)) o referido
limite existe e toma o valor 1/®, conforme previsto na seguinte proposi¢ao:

~ —0.618 <0 .

Proposicao 3.1. Sejam o € Z, B € Z valores iniciais da classe de equagies
as diferencas . Se existir

i gt +1)—g(t)

t—o0 g(t) ’ (25)

tal limite é o nimero 1/®.

Demonstragio. Sabemos que g(t) = c1 A} + co A, Admitamos que ¢; # 0 e
c1+co (Ag/)\l)t 75 0. Entao,
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g(t+1)—g(t) _ 01/\’i+1 +co )\é+1 —c N =)

g(t) a1 N+ e A
_ AN (A —1)+eaXh (A2 —1) _ c1( A1 —1)+ea( X2 /A1) (Aa—1)
At (er+ea(A2/A1)h) c1tc2(Aa/Ar)!t ‘
Atendendo a que [A2/\1| < 1, resulta
t+1) —g(t c1 (A1 —1 1
HOog( +g()t) g9(t) _ 1(;1 )=/\1—1=5. B

g(t+1)-g(t)

Fig. 6: Retrato de fase de sucessées de Fibonacci com zg,x; assumindo
valores com passo 0.1 .

Considerando o conjunto de valores iniciais (de passo 0.1), zp = «a €
{-1.1,-1.0,...,09,1.0,11}, e 1 = B € {-1.1,-1.0,...,0.9,1.0,1.1},
mostra-se na Figura [0] o retrato de fase das correspondentes sucessoes
Tpi2 = Tpe1 + T,. A figura sugere a existéncia do limite do quociente
((gt+1) —g(t))/g(t), de valor 1/® ~ 0.618, correspondente ao declive de
aproximadamente 35.4°, que poderemos atribuir a um segmento de recta fa-
cilmente identificavel na figura, cujo declive estd de acordo com o enunciado
na Proposicao (3.1

4 Anexo

A fim de que o leitor possa desenhar o retrato de fase para equagoes as
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diferencas do tipo xp4+2 = a1 Tp41 + aoTpn, com valores iniciais xgp = «,
r1 = [, é incluido abaixo cdédigo Mathematica, cujos dados deverao ser
modificados em fun¢do do problema a tratar. A nomenclatura do cédigo
é andloga a utilizada ao longo do texto e, por isso, nao foram incluidos
comentarios adicionais.

ClearAll["Global «"];
SetOptions[ParametricPlot, BaseStyle » {Bold, 18},
Frame » True, ImageSize » 500];
tmin=0;
tmax = 10
cab = {"X,", "Xn.1- Xa"}; (* legenda para tabela x)
Manipulate[
al=1/2;a0=-1/2;
A=al”2+4a0;
Al = (al+Sqrt[al) /2;
A2 = (al-Sqrt[Aa]) /2;
x[0] :=aj; x[1] := B3
x[n ] :=alx[n-1] +a@x[n-2];
h[t ] :=clAlArt+c222/t;
{cl1, €22} = {c1, c2} /. Solve[{h[0] =a, h[1] =B}, {cl, c2}]1[[1]];
g[t ] :=Re[cllExp[Log[Al] t] +c22Exp[Log[A2] t1];
tab = Table[{x[n], x[n+1] -x[n]}, {n, O, tmax}];
{ParametricPlot[{g[t], g[t+1] -g[t]}, {t, tmin, tmax},
PlotStyle » {Black},
Frame - True,
AspectRatio -1,
PlotRange -» Automatic,

FrameLabel » {"g(t)", "g(t+1)-g(t)"},
PlotLabel » Style["g(t)= " <> ToString[g[t] // TraditionalForm], 12],
Epilog » {PointSize[0.02], Blue, Point[tab]}], " ",

Style[Grid[Prepend[tab, cab], Frame » Al1], Bold, 16],
Grid[{{" c1=", cl1, " c2=", c22},
{{"A1=", A1, N[A1]} // Column,
{"22=", X2, N[A2]} // Column,
{"x[n]= "<>ToString[al // TraditionalForm] <>" x[n-1]
" <> ToString[a® // TraditionalForm] <>" x[n-2]"} // Row
}}1} // Row,
{a;, {-2, -1, 0, 2}}, {B, {-1, 0, 1, 2}}]

Fig. 7: Co6digo para representagdo do retrato de fase H(t) =
(9(t), 9(t +1) = g(1)) -

Referéncias

[1] K. Devlin, Finding Fibonacci: The Quest to Rediscover The Forgotten Mathe-
matical Genius Who Changed the World, Princeton University Press, 2017.

[2] S. Elaydi, An Introduction to Difference Equations, Springer, third ed., 2005.

[3] P. Henrici, Applied and Computational Complex Analysis, Vol. 1, John Wiley
and Sons, New York, 1974.

[4] S. Wolfram, The Mathematica Book, Wolfram Media, fifth ed., 2003.

Boletim da SPM 76, Dezembro 2018, pp. 41



EM BUSCA DA UNIDADE:
CONEXOES DE G ALOIS E INVERSOES DE MOBIUS-ROTA[

Jorge Picado
CMUC, DMat
Universidade de Coimbra
e-mail: picado@mat.uc.pt

Pedro M. Silva
Dep. de Fisica
Universidade de Coimbra
e-mail: pmsilva@student.fisica.uc.pt

Resumo: Este artigo estda organizado em duas partes distintas, desenvol-
vidas em paralelo, onde ilustramos a utilidade das conexdes de Galois na
teoria dos niimeros (primeira parte) e das inversoes de Mobius-Rota na com-
binatéria (segunda parte). Estas ferramentas permitem abordar problemas
aparentemente dificeis, transformando-os, com um simples processo de in-
versdao, em problemas equivalentes mais simples. O fio condutor comum é a
visdo conceptual da teoria dos reticulados.

Abstract: This paper is organized in two distinct but parallel parts. Our
goal is to illustrate the parallel between the usefulness of Galois connecti-
ons (quasi-inversions) in number theory and of Mobius-Rota inversions in
enumerative combinatorics. These tools allow to address apparently hard
problems in an illuminating unifying way, by (quasi-)inverting them into
much simpler equivalent problems. The common setting is the conceptual
point of view of lattice theory.

palavras-chave: Sequéncias complementares, desencontros, principio da
inclusao-exclusao, conexao de Galois, inversao de Mobius, algebra de inci-
déncia de Rota.

keywords: Complementary sequences, derangements, inclusion-exclusion
principle, Galois connection, Mobius inversion, Rota incidence algebra.

«At a time when mathematical fashion despises generality (seen as gratuitous

“generalities”, i.e. vacuities) I affirm the principal force in all my work has

been the quest for the “general.” In truth I prefer to accent “unity” rather than

“generality” But for me these are two aspects of one quest. Unity represents
the profound aspect, and generality the superficial aspect.»

— ALEXANDRE GROTHENDIECK

(Récoltes et Semailles, 1986)

! Trabalho realizado no ambito do programa Nowos Talentos em Matemdtica da Fun-
dagdo Calouste Gulbenkian.
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1 Um problema elementar de nimeros

«Quem? O infinito?
Diz-lhe que entre.
Faz bem ao infinito
estar entre gente.»
— ALEXANDRE O’NEILL
(De Porta em Porta, 1960)

Denotemos por Ny o conjunto dos nimeros naturais (onde incluimos
o numero 0) e consideremos duas fun¢des bem conhecidas da teoria dos
ndimeros: seja f(n) o n-ésimo nimero primo e seja g(n) o nimero de nimeros
primos que ndo excedem n. Serd conveniente considerarmos a sucessao f
dos ntimeros primos a comegar em n = 0: assumimos que f(0) = 0. Claro
que g(0) = 0. Calculemos agora os primeiros valores das sucessoes definidas
pelas somas f(n) +negn)+n+1(neNy):

n 0123 4 5 6 7 8 9 10

fn 0 2 35 7 11 13 17 19 23 29
fm)+n 0 3 5 8 11 16 19 24 27 32 39
gm) 0 0 1 2 2 3 3 4 4 4 4
gm)+n+1 1 2 4 6 7 9 10 12 13 14 15

Observemos melhor os nimeros nessas duas linhas:
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15, ...

Surpreendente, ndo? Serd que o 17 e o 18 aparecerdao em seguida na linha
correspondente a g(n) +n+17 (o 16 e o 19 ja estdo na linha de f(n) 4+ n.)
Isto é, serd que estas sequéncias infinitas de naturais sdo complementares, ou
seja, nao tém elementos comuns e em conjunto esgotam todos os naturais?
Desafiamos o caro leitor a tentar demonstrar tal facto. Nao parece ser um
exercicio facil, pois nao? De facto, esta longe de ser 6bvio!

E mais: este facto ndo tem nada a ver com as propriedades dos nimeros
primos! Por exemplo, se f(n) for agora o n-ésimo quadrado perfeito (con-
vencionamos mais uma vez f(0) = 0) e g(n) for o nimero de quadrados
perfeitos que nao excedem n, obtemos a tabela
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n 0123 4 5 6 7 8 9 10

f(n 0 01 4 9 16 25 36 49 64 281
f(n)+n 0 1 3 7 13 21 31 43 57 73 91
g(n 122 2 3 3 3 3 3 4 4
gln)+n+1 2 4 5 6 8 9 10 11 12 14 15

E poderiamos continuar com outros exemplos. Mais geralmente, para
uma qualquer propriedade P, se f(n) é o n-ésimo nimero P, f: Ny — Ny
uma sucessao crescente, com f(0) = 0, tendendo para oo com n, e g(n) é o
nimero de numeros P que ndo excedem n, o problema resume-se a:

Problema 1. Serd verdade que as sequéncias
F={f(n)+n|neNy} e G={g(n)+n+1|necNy}
sdo complementares?

Este problema foi originalmente resolvido por J. Lambek e L. Moser em
1954 [10], tendo resposta positiva, como veremos mais adiante. O padrao
comum a este e outros problemas analogos, envolvendo fun¢des bem conhe-
cidas da aritmética e da teoria dos nimeros, sao as conezdes de Galois [9].
Isso mesmo, o tipo de conexao entre os corpos intermédios de uma extensao
de corpos e os subgrupos do correspondente grupo de automorfismos, base
da teoria de Galois moderna reformulada por E. Artin.

Este artigo é constituido por duas partes aparentemente distintas.

Na primeira parte, abrangendo as primeiras cinco secgdes, veremos como
as conexoes de Galois [0 [§], combinando grande clareza estrutural e facili-
dade computacional, resolvem o Problema 1 de uma maneira surpreenden-
temente simples e elegante. Observaremos como, olhadas como uma gene-
ralizacdo de pares de bijecgdes mutuamente inversas (mais especificamente,
pares de fungbes quase inversas), permitem transferir informagao do lado
onde esta é mais completa para o lado oposto. Aproveitaremos ainda para
mostrar a sua utilidade no ensino dos fundamentos da teoria dos conjuntos
na possivel unificagdo e sistematizacdo de muitas propriedades .

Na segunda parte do artigo (secgdes 6-10) passamos dos nimeros para
a combinatéria. O objectivo é apresentar, numa abordagem em tudo pa-
ralela a primeira parte, uma ferramenta da combinatéria enumerativa que
desempenha um papel andlogo ao das quase-inversdes de Galois descrito na
primeira parte: as inversoes de Mdébius-Rota [16].
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2 Conexoes de Galois

«Adjunctions arise everywhere»

— SAUNDERS MAC LANE

(Categories for the Working Mathematician, 1971)
A famosa solugao do problema da resolubilidade algébrica de uma equa-
¢ao polinomial baseia-se na correspondéncia, descoberta por Galois (1811-
1832) em 1830, para uma dada extensdo de corpos K C K, entre a colecgio
F dos subcorpos de K contendo K e a coleccao G de todos os subgrupos do
grupo de automorfismos de K que deixam K invariante (o chamado grupo

de Galois dessa extensao):

(?: KCFiCK)
(9: GQGi_G>

A moderna teoria de Galois baseia-se nesta correspondéncia e no facto es-
sencial de que as fungbes f e g s@o, em geral, quase inversas uma da outra:

U

VG eG, VFeT (F(G)CF & G2 g(F)).

Esta correspondéncia é um exemplo daquilo a que hoje se chama uma co-
nexao de Galois (dual ou contravariante): Birkhoff, em 1940, associou uma
conexdao deste tipo a qualquer relagdo binaria (a que chamou polaridade [2])
e, em 1944, Ore [14] generalizou o conceito a quaisquer conjuntos parcial-
mente ordenados. Invertendo a ordem num dos lados chegamos a definicao
(covariante) moderna de conexao de Galois [2, p. 124]:

Definicao 2.1. Sejam (A, <) e (B, <) dois conjuntos parcialmente ordena-
dos. Um par de fungoes
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diz-se uma conezdo (ou adjungd(ﬂ) de Galois quando
Vaec A, Vbe B (f(a)<b < a<gb)).

A funcao f chama-se o adjunto a esquerda enquanto g é o adjunto a direita.
Abrevia-se tudo escrevendo simplesmente f - g.

Note que, no caso em que as relagoes de ordem em A e B sdo a relagao de
igualdade, f - g significa simplesmente que f e g sdo um par de bijeccgdes
mutuamente inversas.

E agora claro que em todos os exemplos da secgdo anterior temos preci-
samente uma conexao de Galois f 4 ¢ em (Np, <).

Note que um adjunto a esquerda (resp. a direita) de uma dada funcao
monotona pode ndo existir, mas caso exista é necessariamente inico: se
fila) <b<sa<g(b),i=1,2, entdo, evidentemente, fi(a) < b < fa(a) <b.

Proposicao 2.2. Sejam f: A— B eg: B— A.
(1) Se f 4 g entao:

(i) f e g sao fungoes quase-inversas, isto é, fg <id e id < gf.
(ii

(iii

f eg sdo mono’tonasEl

fof=fegfg=g.

(iv) f e g definem bijeccoes entre f[A] e g|B], inversas uma da outra.

)
)
)
(v) f preserva supremoﬂ g preserva infimos,
fla)=inf{be Bla<g()} e g(b)=sup{ac Al f(a)<b}.
2) Reciprocamente, se f e g sGo mondtonas, entdo:
(

(i) Se, para cada b € B, existe o supremo de {a € A | f(a) < b} em A,
e f preserva estes supremos, entdo f possui um (dnico) adjunto @
direita dado por esta formula.

2 Terminologia influenciada pela teoria das categorias, uma vez que este conceito é um
exemplo do conceito mais geral de adjunc¢do entre duas categorias, aplicado a conjuntos
parcialmente ordenados (considerados como categorias magras, de modo standard). Se-
gundo este ponto de vista, toda a teoria de reticulados pode ser vista como teoria das
categorias em categorias magras, precisamente (0, 1)-categorias (ver [nLab HomePage,
ncatlab.org/nlab/show/partial+order]).

3 As condigbes (1:i) e (1:ii), em conjunto, caracterizam a adjuncdo f - g: se f(a) < b
entdo gf(a) < g(b) pelo que a < gf(a) < g(b); analogamente, se a < g(b), entdo f(a) <
fg(b) <b.

4 Dizemos que f preserva supremos quando preserva todos os supremos que existem em
Aj; analogamente para os infimos.
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(ii) Se, para cada a € A, existe o infimo de {b € B | a < g(b)} em
B, e g preserva estes infimos, entio g possui um (unico) adjunto
a esquerda dado por esta formula.

Demonstragao. (1) (i) Como f(a) < f(a), entdo a < gf(a) para qualquer
a € A. Analogamente, fg(b) < b para qualquer b € B.

(ii) Se a < @’ em A, entdo a < gf(a’), isto é, f(a) < f(a’). Analogamente
para g.

(iii) A desigualdade fgf < f decorre imediatamente da desigualdade fg <
id, enquanto id < ¢gf e o facto de f ser mondtona implicam f < fgf. De
modo andlogo, gfg = g.

(iv) E consequéncia imediata da alinea anterior.

(v) Sejam S C A, x = sup S. Temos que mostrar que f(z) é o supremo de
{f(s)|s€ S} em B:

e f(z) > f(s) para qualquer s € S pois f é monétona.

e Se algum b € B satisfaz b > f(s) para todo o s € S entdo, pela
adjuncao, g(b) > s para todo o s € S e, portanto, g(b) > x. Pela
adjuncao, isto significa que b > f(x).

De modo anélogo, pode provar-se que g preserva infimos.
Finalmente, mostremos que g(b) = sup{a € A | f(a) < b} (o resultado
dual para f segue de modo semelhante):

e Denotemos o conjunto {a € A | f(a) < b} por S. Claramente g(b) € S
pois fg(b) <b.

e Por outro lado, g(b) > s para qualquer s € S, uma vez que, por
definicao de S, b > f(s) para qualquer s € S.

(2) (i) Consideremos a fungao h: B — A definida por
h(b) = sup{a € A | f(a) < b}.

Trata-se de um adjunto a direita de f: se f(a) < b, evidentemente a < h(b);
reciprocamente, se a < h(b), entdo, como f é mondtona e preserva supremos,

fla) <sup{f(d) | a' € A, f(d') < b} <b.
(ii) Por dualidade. O

Corolario 2.3. Sejam f: A— B e g: B — A fung¢des mondtonas.

(1) f é um adjunto da esquerda se e sé se preserva supremos e para cada
b € B existe o supremo de {a € A| f(a) < b} em A.
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(2) g € um adjunto a direita se e s6 se preserva infimos e para cada a € A
existe o infimo de {b € B|a < g(b)} em B. O
Portanto, quando A e B séo reticulados completos,

(1) f é um adjunto a esquerda se e s6 se preserva supremos, e

(2) g é um adjunto a direita se e s6 se preserva infimos.
3 Resolvendo o Problema com conexées de Galois

«The structural contribution of Galois was not so much
to do with fields and groups but with their relationship.»
— @QYSTEIN ORE

(Galois connexions, 1944)

Analisemos agora a situacdo que nos interessa, do Problema 1:
A =B = (Np, <), com a ordem usual <.

Trata-se de um conjunto totalmente ordenado, onde todo o subconjunto nao
vazio tem um infimo — o seu minimo —, mas sé os subconjuntos finitos tém
supremo — o maximo do conjunto —; em particular, o maximo do conjunto
vazio é o zero.

Lema 3.1. Seja f: Ng — Ng. Entdo:

(1) f[No] é um conjunto infinito se e sé se {m € Ny | f(m) > n} # 0 para
qualquer n € Ny.

(2) Se f é mondtona entdo as sequintes afirmagéoes também sdio equivalentes:

(i) f[No] é um conjunto infinito.
(ii) f(n) — oo quando n — oo (isto €, Vm € Ng AN € Ng: f(n) > m
para qualquer n > N).
(iii) {n € No | f(n) < m} € finito para qualquer m € Ny.
Demonstragio. (1) Suponhamos que f[Np] é infinito. O caso n = 0 é 6bvio:
{m € Ny | f(m) > 0} = Ny. Os restantes casos (n € N) também sao

evidentes: se {m € Ng | f(m) > n} fosse vazio, teriamos f[Ng] C [0, — 1],
um absurdo.
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Reciprocamente, se f[Np] fosse finito, igual a, digamos, {y1 < y2 <

- < yr} € Ny, para n = yi + 1 existiria, por hipétese, m € Ny tal que
f(m) >n > yg, pelo que f(m) ndo pertenceria a f[Np], um absurdo.
(2) (i)=(ii): Para cada m € Ny, como f[Np] é infinito existe N tal que
f(N) > m. Pela monotonia de f, f(n) > f(N) > m para qualquer n > N.
A implicacao reciproca (ii)=(i) é ébvia.
(ii)=-(iii) Seja m € Ny. Se {n € Ny | f(n) < m} fosse infinito, terfamos uma
sucessao

np<ng<---<ng<--- (keN)

tal que f(n;) < m. Como f é mondtona, isto implicaria f(n) < m para todo
o n € Ng, o que contraria a hipdtese.

(iii)=-(ii) Seja m € Ny. Como A,, := {n € Ny | f(n) < m} é finito entdo
existe N € Ny tal que N ¢ A,,,, ou seja, f(IN) > m. O

O Corolario 2.3 reduz-se agora a:
Corolario 3.2. Sejam f,g: Ng — Ny fungdes mondtonas.

(1) f € um adjunto da esquerda se e sé se f(0) =0 e f[Ng] € infinito. Nesse
caso, o seu adjunto direito é dado pela férmula g(m) = max{n € Ny |

f(n) <mj}.

(2) g €é um adjunto a direita se e sé se g|[Ng| é infinito. Nesse caso, o seu
adjunto direito é dado pela formula f(n) = min{m € Ny | n < g(m)}.

Demonstragao. (1) Como (Np, <) é totalmente ordenado, qualquer fungao
monétona f: Ny — Ny preserva supremos binarios. Portanto, preserva todos
os supremos que existem em Ny, isto é, os supremos finitos, se e s6 se f(0) =
0. Por outro lado, para cada m € Ny, o conjunto {n € Ny | f(n) < m} tem
supremo se e so se é finito. Pelo Lema 2), a finitude daquele conjunto é
equivalente a condicao ‘f[Ny] é infinito”

(2) Em primeiro lugar, qualquer fungdo monétona g: Ny — Ny preserva
infimos de subconjuntos ndo vazios e, portanto, preserva todos os infimos
que existem em Ng. Além disso, para cada n € Ny, o conjunto {m € Ny |
n < g(m)} tem infimo se e s6 se ndo é vazio, ou seja, se e s6 se a imagem

g[Np] ¢é infinita (Lema 1)). O

Daqui decorre, sem dificuldade, o resultado de Lambek-Moser [0, [9]
que confirma que o Problema 1 (pag. 3) tem, de facto, resposta positiva. O
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Teorema de Lambek—MoserElé universal, no sentido em que descreve qualquer
particdo dos naturais em dois subconjuntos infinitos, em termos de conexoes
de Galois em (Ny, <):

Teorema 3.3. (1) Sejam F e G subconjuntos infinitos complementares de
No com 0 € F. Sendo F(n) o (n+ 1)-ésimo elemento de F' e G(m) o
(m + 1)-ésimo elemento de G, as fungoes f,g: Ng — Ny definidas por

fn)=F(n)—n, g(m)=G(m)—m-—1
determinam uma conexdo de Galois f - g.

(2) Seja f - g uma conexdo de Galois entre (No,<) e ele proprio. Os
conjuntos

F={f(n)+n|neNy} e G={g(n)+n+1|necNy}
sao infinitos e formam uma partigio de Ny (com 0 € F).

Demonstragio. (1) Teremos que mostrar que f(n) < m se e sé se n < g(m),
isto é,

Fn)<n+m < n+m+1<G(m).
‘=": Por absurdo: Se F\(n) <n+me G(m) <n+m, entao F(0),...,F(n)
e G(0),...,G(m) seriam m + n + 2 ntimeros naturais distintos < m + n.
‘<’ Por absurdo: Se G(m) £ n+m e F(n) £ n+ m, entdo F teria no
maximo n elementos < n+m e G teria no maximo m elementos < n+m, pelo
que a sua unido teria no maximo n + m elementos < n + m, contradizendo
a existéncia de n +m + 1 naturais < n + m.

(2) O Corolario garante que o subconjunto F' é infinito e contém o
ntimero 0. O complementar G’ = Ny \. F' também ¢ infinito: se nao fosse,
existiria ng € Ny tal que n € F para qualquer n > ng, pelo que teriamos
F(n) = F(ng) + (n — ng), isto é, f(n) +n = f(no) + no + n — ng, ou seja,

s

f(n) = f(no) para qualquer n > ng, contradizendo o facto de que f[Np] é
infinito (Corolario [3.2)).
Assim, por (1), f teria um adjunto & direita ¢’ definido por
g(m)=G(m)—m-—1
onde G'(m) é o (m + 1)-ésimo elemento de G'. Mas, como vimos na sec¢ao
anterior, os adjuntos sdo tnicos, logo ¢’ = g e, consequentemente,

G'(m) =g(m)+m+1=G(m).

Portanto, G é o complemento (infinito) de F' em Npy. O

5 O resultado andlogo a este para o conjunto parcialmente ordenado (Z, <) encontra-se
em [9].
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4 llustrando as potencialidades do método

«In their most general sense, adjunctions and/or Galois connections

make it possible to relate two “worlds” of (more or less mathematical)

objects with each other in order to gain information about one world
by passing to the other, perhaps better known world.»

— MARCEL ERNE

(Capitulo 1 de [6], 2004)

Exemplos 4.1. (1) A vantagem que podemos tirar de uma conexao de
Galoisﬁ, tal como o préprio Galois fez, é concluir factos novos num dos lados
da correspondéncia (no problema de Galois, no lado das extensées de corpos)
a partir de factos mais facilmente provaveis no lado oposto. Por exemplo, a
férmula de célculo para o n-ésimo termo da sucessdao em Ny dos quadrados
perfeitos é 6bvia: (n — 1)2. Mas j4 ndo parece tdo facil determinar uma
férmula geral para o n-ésimo niimero que nao é quadrado perfeito. Vejamos
como com uma simples conexdo de Galois podemos descobrir esta formula
a partir da primeira.

Seja F' a sucessao dos quadrados perfeitos em Ny e G o respectivo com-
plemento:

n 0123 4 5 6 7 8 9 10
F:fm)+n 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
fn) 0 0 2 6 12 20 30 42 56 T2 90
G:ign)+n+1 2 3 5 6 7 8 10 11 12 13 14
gm) 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 3

O problema resume-se a determinacdo de uma férmula para G(n —1) =
g(n — 1) + n. Para isso basta aplicar o Teorema
Primeiro,

f(n)=n?>—n, g(n)=Gn)—n-—1.

Da adjuncao f 4 g sabemos entdo que

g(n) = max{m € Ny | f(m) <n} = max{m € Ny | m? —m < n}

8 Para mais informacéo sobre conexdes de Galois consulte, por exemplo, [6] [8, [15].
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e, como

1
m2—m§n@m2—m+1<n+1

1\?2 1
entdo g(n) = |[v/n+ 1+ 3| = [\/n+1], onde |z| denota a parte inteira do
real = (mais adiante usaremos também a notagao [z] para referir o menor
inteiro que ndo é menor que z) e [zr] designa o inteiro mais préximo de
x (onde, no caso de z ser a metade de um inteiro impar y, escolhemos

[x] = ygl). Concluindo,

Gn—1) =n+ V7]

¢ 0 n-ésimo nimero em Ny que ndo é quadrado perfeito.

(2) Sejam p e ¢ nimeros irracionais positivos tais que % + % = 1. A funcéo
f definida por f(n) = |(p—1)n] é um adjunto a esquerda da fungao g dada

por g(m) = [(¢ —1)(m + 1)]. Portanto,
F(n)=f(n)+n=|pn|] e G(m)=g(m)+m+1=|g(m+1)], n,m € Ny,

enumeram uma particdo de Ny em subconjuntos infinitos. Esquecendo
F(0) = 0, temos entdao que as sequéncias

A={lpl,20),13p),---} e B=A{ld],[2q], 34}, }

constituem uma partigio de N. Trata-se de um resultado de Beatty [I]
com 90 anos; por isso, as sequéncias em A e B sdo chamadas sequéncias de
Beatty. Por exemplo, p = /2 gera a sequéncia de Beatty

A={1,2,4,5,7,8,9,11,12,14,15,16,18,19,21,...}.

A grande surpresa que o resultado de Beatty nos proporciona é que o com-
plemento de A em N,

N\ A4 = {3,6,10,13,17, 20, 23,27, 30, 34, 37, 40, 44, . . .},

¢ também uma sequéncia de Beatty, gerada por ¢ = -2

p—1

e |
e | 22 el

Para mais exemplos elementares em N (ordenado pela relagao de divisi-
bilidade) e em Z (com a ordem usual) consulte [9].
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5 Mais sobre conexoes de Galois

«Since the beginning of the century, computational procedures have
become so complicated that any progress by those means has become
impossible, without the elegance which modern mathematicians have
brought to bear on their research, and by means of which the spirit
comprehends quickly and in one step a great many computations.»

— EVARISTE GALOIS
(Do prefécio do seu ultimo manuscrito, 1832)

Talvez valha a pena atentarmos em mais alguns exemplos elementares
de conexoes de Galois [8, 9 5] que revelam algum do seu potencial o ensino
dos fundamentos da teoria dos conjuntos.

Exemplos 5.1. (1) Suponhamos que uma fungdo f: N — N pode ser es-
tendida a uma funcao real crescente f no intervalo (1,400) e seja ¢ a sua
inversa. E evidente que [¢(—)] é um adjunto & esquerda de f e [¢(—)] é
um adjunto & direita de f (consequéncia do facto 6bvio de que [¢p(m)] < n
sse o(m) < n, e [¢(m)] > n sse ¢(m) > n).

Logo, por exemplo, [logs| e |logy]| s@o os adjuntos a esquerda e a direita
da exponencial n — 2",

(2) Sejam X e Y conjuntos arbitrarios e f: X — Y uma fungao arbitraria.
Uma vez que, para quaisquer AC X e BCY,

fI[A] € Bseesése AC f1B], (5.1.1)
as funcoes
=] P(X) = P(Y) e [ P(Y) = P(X)

sdo adjuntas, f[—] & esquerda e f~1[—] & direita. Isto significa que f[—] pre-
serva supremos enquanto f~![—] preserva infimos. Dai as férmulas basicas
da teoria dos conjuntos

f@AAZUfMA e fNB]=Nf B

i % %

Compare agora a Proposicdo [2.2] com as férmulas standard da teoria dos
conjuntos

fIf YUBICB e ACfYfA],
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Mas f~![~] também tem um adjunto & direita:
fUB]C A seesése BCY N fIX ~ Al (5.1.2)

(De facto, se b € B e, por absurdo, b pertencesse a f[X ~\ A], teriamos
b= f(a') para algum @’ € X \ A, donde o’ € f~1[B] C A, uma contradicio;
reciprocamente, se x € f~![B] entdo f(z) € B C Y ~\ f[X \ A], isto é,
f(x) ¢ fIX ~ A], pelo que z € A.)

Daqui decorrem as propriedades bem conhecidas da teoria dos conjuntos

FUUBI=US B, BCY~ fIX~ fYBI
FUY N FIX N A C A, ete.

Em geral, no entanto, a fun¢do imagem f[—| ndo tem nenhum adjunto a
esquerda, uma vez que, ao contrario das pré-imagens, as imagens nao pre-
servam infimos.

De facto, se f[—] preserva infimos, f é necessariamente uma bijecgdo:
se nao fosse injectiva, existiriam a # b em X tais que f(a) = f(b) =y, o
que implicaria f[A N B] = f[0] = 0, para A := {a} e B := {b}, enquanto
y € f[A]Nf[B]; por outro lado, a sobrejectividade de f decorre simplesmente
da preservacao de infimos para familias vazias: em P(X) (resp. P(Y)) esse
infimo é precisamente X (resp. Y), pelo que f[X] =Y.

Claro que no caso em que f é uma bijeccao, com funcao inversa g: Y —
X, a equivaléncia aplicada & inversa g diz-nos que g[B] C A se e 86
se B C g '[A], isto é, f~'[B] C A se e sé se B C f[A], ou seja, neste caso
especial tem-se mesmo f~1[—] 4 f[-].

(3) Sejam X, Y espacos topoldgicos e f: X — Y uma fungao continua. A
adjuncao pode ser modificada numa adjungao entre as duas topolo-
gias:

fHB] C A seesése BCint(Y N f[X~ A (5.1.3)
para quaisquer abertos A e B de X e Y, respectivamente. Contudo, a
adjuncao nao tem correspondente neste contexto, uma vez que, como
é facil de verificar, para funcdes continuas e conjuntos abertos, a fungao
imagem nao preserva unides enquanto a pré-imagem preserva unioes mas, em
geral, ndo preserva infimos (note que, no caso infinito, estes nao coincidem,
em geral, com as intersecgdes mas sim com o interior das intersecgoes).

6 Um problema elementar de combinatéria

«God created infinity, and man, unable to understand infinity, had to
invent finite sets.»
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— GIAN-CARLO RoTA
(‘Combinatorics’, em: Discrete Thoughts, 1969)

«A vida é a arte do encontro

Embora haja tanto desencontro pela vida»
— Vinicius DE MORAES
(Samba da bengéo, 1967)

Como qualquer estudante rapidamente se apercebe, o estudo da combi-
natoria enumerativa torna-se um desafio mais sério a partir do momento em
que comecamos a impor restrigdes nalgumas posi¢oes das configuragoes em
andlise. Por exemplo, no chamado ‘jogo dos pares’ (de casino):

Problema 2. As 52 cartas de um baralho sao dispostas sequencialmente,
com o seu valor a vista. O ‘croupier’ dispde entdo as cartas de um sequndo
baralho, uma a uma, por cima das primeiras. Ganha-se o jogo caso nenhuma
carta do sequndo baralho coincida com a carta do primeiro baralho com quem
emparelha. Qual é a probabilidade de vitéria?

Uma das férmulas mais teis na resolugao destes problemas é o chamado
Principio da Inclusao-Exclusao, também conhecido por formula do crivo ou
formula de da Silva-Sylvesteﬂ Este principio estende a conjuntos arbitrarios
o principio ébvio, habitualmente apelidado de Principio da Adicdao, de que o
cardinal da unido de conjuntos disjuntos (dois a dois) é a soma dos cardinais
de cada um desses conjuntos.

Por exemplo, no caso de trés conjuntos A, B e C' ndo necessariamente
disjuntos, se somarmos os elementos em A, B e C' (Fig. 1)

7 O Principio da Inclusdo-Excluséo foi publicado pela primeira vez em 1854, num artigo
de Daniel da Silva, e redescoberto mais tarde, em 1883, por Sylvester. Por isso, a férmula
do crivo e suas similares sdo, por vezes, apelidadas de férmulas de da Silva ou de Sylves-
ter. Realgamos o facto de Daniel da Silva, na opinido de Gomes Teixeira o mais notéavel
mateméatico portugués do séc. XIX, ter sido estudante da Universidade de Coimbra; trans-
crevemos de [J. Silva Oliveira, Daniel Augusto da Silva, Boletim da SPM 2 (1979) 3-15]:
«Daniel da Silva (1814-1878) foi, além de matemético eminente do seu tempo, oficial da
Armada e professor da Escola Naval. Como estudante frequentou primeiro a Academia
Real de Marinha e prosseguiu depois os seus estudos na Universidade de Coimbra onde se
licenciou em Matematica e acabou por se doutorar.»
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(AN

C
Figura 1: |A| + |B| +|C|.

estaremos a contar, uma vez cada um, os elementos de A ~\ (B U C), os de
B~ (AUC) e os de C~ (AU B), mas estaremos a contar por duas vezes
os elementos de (AN B) N C, (ANC) N~ Be (BNC)\ A, e, pior ainda,
estaremos a contar por trés vezes os elementos da intersec¢go AN BN C.
Podemos comegar por descontar os primeiros, subtraindo |[ANB|, [ANC| e
|BNCl:

(NN

C
Figura 2: |A|+ |B|+|C|—(|ANnB|+|[ANnC|+ |BNCY).

Mas agora acabamos por descontar os elementos da interseccdo AN BN C
mais do que deviamos (o zero na Fig. 2 indica que os elementos dessa regiao
ainda nao foram considerados para a contagem dos elementos de AUBUC),
tendo que os repor novamente, para que a contagem fique finalmente certa:
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(NN

C
Figura 3: |[A|+ |B|+ |C| - (|JANB|+|ANC|+|BNC|)+|AnBNC|.

No caso geral de n conjuntos Aj, As, ..., A,, esta férmula estende-se
facilmente a (ver, por exemplo, [3] para uma demostragao):

Proposicao 6.1. [Principio da Inclusao-Exclusio] Para cada I C
{1,2,...,n} seja n(I) = | Nijer Ai|. O cardinal da unido A1 U Ay U---U A,
€ dado pela formula

S @) - S n)+ 3 n() =+ (=)™ S (D).

[]=1 []=2 [1=3 [|=n

O problema do jogo dos pares é um caso particular do bem conhecido
problema dos desencontros:

Problema 2B. Uma permutagdo aj, aj, . . .a;, de S = {ai,as,...,a,} diz-se
um desencontro de S caso ji # k para qualquer k € {1,2,...,n}. Quantas
das n! permutacoes de S sdo desencontros?

De facto, denotando por D,, o nimero de desencontros de um conjunto
com n elementos, a probabilidade de vitoria no jogo dos pares é evidente-

mente igual a
Dso

52!
Deixamos agora ao cuidado do leitor o exercicio (recorrente em qualquer
curso de Mateméatica Discreta) de verificar, com a ajuda do Principio da
Inclusao-Exclusao, que, para cada n € N,

Dy =3 (=1 (:)r! =l (21' _ % I (_1)n1) . (6.11)

r=0
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n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
D, 1 2 9 44 265 1854 14833 133496 1334961 14684570

Aqui, o segredo de aplicagdo do principio de da Silva reside na cons-
tatacdo de que, nao sendo facil determinar directamente o ntmero D,,, é,
por outro lado, imediato o cdlculo, para cada k, do nimero de permutagoes
aj aj, ...a;, de S tais que jp = k (portanto aquelas em que aj, estd na sua
posicao original), bem como o célculo para cada par k, [, do nimero de per-
mutagoes nas quais os elementos ay e a; estdo nas suas posi¢oes primitivas
kel etc.:

(n — 1)! no primeiro caso, (n — 2)! no segundo caso, etc.

7 Inversoes de Maobius

«The apex of mathematical achievement occurs when two or more fields

which were thought to be entirely unrelated turn out to be closely

intertwined. Mathematicians have never decided whether they should
feel excited or upset by such events.»

— GIAN-CARLO RoTA

(‘A Mathematician’s Gossip’, em: Indiscrete Thoughts, 1997)

Como veremos mais adiante, o Principio da Inclusdo-Exclusao pode
obter-se como exemplo de aplicagdo do processo de inversao de Mobius num
conjunto parcialmente ordenado. A inversdo de Mobius [13], introduzida
originalmente em 1832 por August Ferdinand Mobius (1790-1868) no con-
texto da teoria dos ntimeros, pode ser descrita, nos seus aspectos basicos, do
seguinte modo. Uma funcdo aritmética é uma funcdo N — R (ou, mais ge-
ralmente, N — C, mas aqui consideraremos apenas fungoes reais). Qualquer
par de fungoes aritméticas f, g tem um produto de convolugao (de Dirichlet)
f * g, definido por

(Frm) = X fRgm) =3 F(5)g(d).

k,m: km=n d: d|n

Este produto tem uma identidade: a fung¢do unidade § definida por §(1) =1
e 6(n) = 0 para n > 2. A funcdo constante ¢ = (1,1,...) tem um inverso:
a funcdao de Mébius p, muito usada em teoria dos 1(11’1nf1e1rosE|7 definida para

8 A funcio u aparece ja implicitamente nos trabalhos de Euler (em 1748) mas foi Mobius
o primeiro a investigar de modo sistemédtico as suas propriedades (em 1832).
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cada natural n, com factorizagao prima py*p3? ---pp* (n; > 1), por

1 sen=1
u(n) = (—1)’“ seny=ng=---=n, =1
0 se n; > 2 para algum 1.
p(n)
l1te [ ] [ ] L X ] o0 [ ] [ XN ] L X ] [ ]
0 1 n
1 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
-1+ e®e o @ e o e o [ ] [ XN ] [ ] [ XN ] [ ]
Note que
1 sen=1,
S pld) = 0o (7.0.1)
ddn senao.
De facto, para qualquer natural n > 1 com factorizacdo prima py*py? - - - p*

(n; € N), tem-se

k
Soould) =p@)+ > pp)+ D wpapi) + -+ vz )
1

d: dn i= 1<i1<ia<k

E este facto que torna p tdo relevante na teoria das fung¢oes aritméticas
e estd na base da féormula seguinte da inversdo de Mobius:

Teorema 7.1. Se f,g: N — R sdo fungoes aritméticas tais que

fln) = Z g(d)  para qualquer n € N, (7.1.1)
d: d|n

entdo podemos recuperar g com a identidade

g(n) = Z f(%) u(d)  para qualquer n € N. (7.1.2)
d: d|n
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Demonstragdo. Este resultado é trivial quando formulado na linguagem do
anel de Dirichlet (o conjunto das fungdes aritméticas com a soma de fungoes
usual, ponto a ponto, e o produto de Dirichlet): a identidade significa
simplesmente f = g *( pelo que, imediatamente, g = f * (™' = f * p, isto é,
(7.1.2). O

Exemplos 7.2. (1) Seja ¢ a fungdo tociente de Euler, definida por
o(n) =[{k€{1,2,...,n}: mde(k,n) = 1}|.
A férmula da inversao de Mobius ([7.1.2)), aplicada & identidade bem conhe-

cida de Gauss
n= Y ¢
d: dn

dé imediatamente

o) =3 g,u(d):n e (7.2.1)

(2) Vejamos agora um exemplo um pouco mais complicado: determinemos
o numero de elementos do conjunto C'(n) de sequéncias circulares de zeros
e uns de comprimento n (ou seja, sequéncias ajag...a, € {0,1}" onde
quaisquer duas sequéncias, uma das quais se obtém da outra por rotagao,
sdo consideradas iguais). Para isso, seja P(n) o conjunto de sequéncias
circulares de comprimento n que ndo siao peridédicas (por exemplo, 010011
nao é periédica, enquanto 010010 o é). Dada uma sequéncia arbitraria
S € C(n), das duas uma: ou S nio é periddica, isto é, S € P(n), ou S é
periddica, de periodo d | n. No segundo caso,

S =a1az...a404102...04 Q1G9 . ..0aq,
pelo que podemos supor S = ajas ...aq € P(d). Portanto,

[Cn)] = > [P(d)].

d: d|n
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O problema resume-se entdo a determinagao do nimero |P(d)|. Mas como
cada sequéncia em P(d) é igual as suas d permutagoes ciclicas (obtidas por
rotagao), tem-se

> d[P(d)] =2".

d: dn
Logo, pelo Teorema [7.1],

nP()| = 3 20 pd)= Y 2'n(5)

d: dn d: dn

e, consequentemente,

Ol = Y P@I =Y 5 3 %)

d: dn d:dn = k: kld
2k d 2k u(l)
Sy y 2y By
d:d\nk:kz|dk’E k k: kln k g ’
Finalmente, por (7.2.1)),
1 n
o)== Y e(f)2 (7.2.2)

k: kln

8 Resolvendo o Problema 2 com inversdes de Mobius-Rota

«We often hear that mathematics consists mainly of ‘proving theorems’.
Is a writer’s job mainly that of ‘writing sentences’?»

— GIAN-CARLO ROTA

(Prefécio a [P. Davis e R. Hersh, The Mathematical Ezperience], 1981)

Em 1964, num artigo revolucionario [I6], Gian-Carlo Rota (1932-1999)
generalizou a inversao de Mobius a quaisquer conjuntos parcialmente orde-
nados localmente finitos, com o intuito de a tornar util também na com-
binatdria (e na teoria dos grupos). Estes conjuntos localmente finitos sdo
aqueles (P, <) nos quais qualquer intervalo

[,y ={z€P|x<z<y}

é finito.

O par (Np, <) é um exemplo de conjunto parcialmente ordenado local-
mente finito; outro é o par (N,|) dos inteiros positivos com a relacao de
divisibilidade.
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Definigao 8.1. Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado localmente
finito e denotemos por int(P) o respectivo conjunto de intervalos. A dlgebra
de incidéncia [16, [7], I(P), é o conjunto das fungdes

f:int(P) — R.

Abreviaremos f([z,y]) por f(z,y). Se convencionarmos que f(x,y) = 0
sempre que x £ y, podemos considerar cada f € J(P) como uma fungio
PxP—R

Qualquer algebra de incidéncia J(P) é um espago vectorial real com as
operagoes de adi¢do e multiplicacio escalar definidas ponto a ponto. Com o
produto de convolugao

(fx9)(zy)= > flx,2)9(zy)

z€[z,y]

torna-se uma algebra associativa. A identidade de J(P) é a funcao de Kro-

necker

1 sex=y
0 caso contrario

op(x,y) = {

e f € J(P) é invertivel se e s6 se f(z,x) # 0 para qualquer x. A funcao de
Mbobius up é definida recursivamente sobre o comprimento dos intervalos:

(M1) pp(z,z) =1 para qualquer x € P.

(M2) Se z £ y, entdo pup(z,y) = 0.
(M3) Se z <y, entdo pp(z,y)=— >  pp(,2).
z: x<lz<y

.

E surpreendente o dom da ubiquidade, na combinatéria, da funcao de
Mobius de um conjunto parcialmente ordenado.

Exemplos 8.2. (1) Calculemos alguns valores particulares de up(1,n), no
caso
(P, <) = (N,]),

enumerados nos circulos da figura seguinte:
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Estes valores correspondem precisamente a fungao de Mdbius classica:
up(1,n) = p(n) para qualquer n € N.

De facto, up(1,1) = 1 = pu(1); paran > 1, supondo, por hipé6tese de indugao,
que pp(1l,d) = p(d) para qualquer d < n obtemos, usando (M3) e (7.0.1)):

pp(ln)=— Y pp(ld)=— Y uld

d: 1<d<n dln,d#n

Observe também como a funcdo de Kronecker corresponde a fungao §
classica: dp(1,n) = §(n) para qualquer natural n.

(2) No caso da algebra de Boole
(P,<) = (P(X,), C)
sobre X,, = {1,2,...,n}, para cada par S C T de elementos de P,
up(S,T) = (—1)IT1=181, (8.2.1)

A figura seguinte enumera os diferentes valores de pp(0,T) no caso n = 3:
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A prova de (8.2.1)) segue por indugé(ﬂ sobre |T'| — |S|:
Se S =T entéo, por (M1), up(S,T) =1 e (8.2.1) confirma-se; se S # T
ep=|T~S|=|T|—|S|, por (M3) e pela hip6tese de inducao obtemos

_ p! P
up(S.T) =~ Y ppSR)=- > (-1 |S|:_Z(_1)k<k>‘

R: SCRCT R: SCRCT k=0

Como 0= (1—1)P =3F_ (-1)*(}), entdo, finalmente,

pp(S,T) = (=1)" @ = (-1)P = (=1)ITI=15,

Rota mostrou que a fungao zetﬂ definida por (p(z,y) = 1 para quais-
quer x < y é a inversa de up. Portanto, mais uma vez,

f=g9xp = g=[f*up,

9 Outra maneira de concluir isto é observar que: (1) P é isomorfo a P({1})" = 2";
(2) 2 pode ser visto como o intervalo [0,1] C (N, <); (3) portanto, a fungdo de Mobius
de 2 é precisamente (—1)", n € {0,1}; (4) a fungdo de Mobius do produto directo de
dois conjuntos parcialmente ordenados Pi, P> é o produto das fungoes de Mdobius de Pi
e P, ou seja, é dada por up, xp,((z,y), (z',y')) = wup (z,2")up,(y,y") para quaisquer
(z,y) < (z',y') em P1 x P> (regra do produto, uma das ferramentas mais tteis para
calcular fungbes de Mobius em conjuntos parcialmente ordenados [16]).

10°.9im, ¢ como na funcéo de Riemann, e nio é por acaso!

Para mais informacio ver as primeiras postagens em [The n-Category Café,
golem.ph.utexas.edu/category/2011/05/mbius_inversion_for_categories.html].

Sobre a motivagdo e desenvolvimentos das ideias de Rota na transferéncia de conceitos
da teoria dos niimeros para a combinatéria, ver [4].
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ou seja:

Teorema 8.3 (Inversdo de Mobius-Rota). Sejam f,g € I(P). Se f(x,y) =
Zze[x,y} Q(CC, Z)’ entao g(ﬁ,y) = Zzé[a},y] f(x’ Z) #P(Zvy)' O

Quando P possui primeiro elemento 0, a restricdo de f: P x P — R
a {0} x P, que continuaremos a designar por f, pode ser vista como uma
fungao f: P — R, f(y) = f(0,y). O Teorema anterior, no caso particular
z = 0, garante entao o seguinte:

Corolério 8.4. Sejam f,g: P — R. Se f(y) = 3°.<, 9(2), entdo g(y) =
Zzgy f(Z) MP(Z7y)' U

De modo perfeitamente andlogo ao que fizemos com as quase-inversoes
de Galois no Problema 1, a inversao de Mobius-Rota (Corolario re-
solve o problema dos desencontros (Problema 2) de modo trivial a partir da
correspondente identidade inversa, que é ébvia. Com efeito, denotemos por
Per(X,,) o conjunto das n! permutagoes dos elementos de X,, = {1,2,...,n}.
Basta entdo tomar para P a algebra de Boole (P(X,,), C) do Exemplo[8.2/(2).
Se considerarmos, para cada S € P, o conjunto Des(S) das permutagoes
(p1,p2,--.,pn) de X,, nas quais p; # i para todo o i € S, é evidente que

Per(X,,) = U Des(S) (unido disjunta)
SCX,

pelo que

|Per(X,,)| = Z |Des(5)] .

SCXn

Logo, pela inversdo de Mobius-Rota, tomando para f,g: P — R as fungdes
S — |Per(S)| e S — |Des(S)|, respectivamente, obtemos

Des(X,)| = 3 [Per($)] (S, X)) = 3 (1) 19 [Per(S)|

SCX,, SCXn

n n
=l — —1)! — ) — e (1) 0!
- >+<n_2)(n )= (=1)"0
n! n nl o 1!
BT R TR AL

precisamente a férmula (6.1.1)).

O paralelismo com as conexdes de Galois é evidente: resolver proble-
mas complicados, por inversao, a partir de identidades mais ébvias no lado
oposto.
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Para terminar esta seccdo, vejamos como se pode obter o Principio da
Inclusao-Exclusao como caso particular de aplicacdo da inversao de Mobius-

Rota. Sejam Aj, As, ..., A, subconjuntos de um conjunto finito X. Desig-
naremos por A;, i = 1,2,...,n, o complementar de 4; em X. Consideremos
mais uma vez P = (P(X,),C), e a fungdo f: P — R definida por

f(I):’{$€X|xézissei€I}’:

ﬂKim ﬂ A;

iel 1€Xp N1

Claro que f(X,) = ’EOTQOQE‘ Além disso, seja g: P — R a
funcdo definida por g(I) = > ;c; f(J). Nao é dificil provar que

g =1 () Al
i€EX NI

Aplicando a inversdo de Mobius-Rota, podemos entdo concluir que

FI) =3 9y up(J. 1) = (=) Hlg ().

JCI JCI

Em particular,

ANy 00| = f(Xa) = > (<))
JCXn

=3 o A= > N Al

JCXn JEXnNJ ICX, iel

Concluindo, |[A; U Ay U---U A,| é igual a

| X| - )Eﬂ%ﬁﬂfn‘ =|X| - (Z (—1)|1\ | ﬂAJ)

ICX, el

= |X| - <|X| + Y M rw)

SAICXn iel
= > DI Al
PAIC X, icl

que é precisamente a férmula do Principio da Inclusao-Exclusdo em
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9 llustrando as potencialidades do método

«Mathematics is the study of analogies between analogies. All
science is. Scientists want to show that things that don’t look
alike are really the same. That is one of their innermost Freudian
motivations. In fact, that is what we mean by understanding.»
— GIAN-CARLO RoTA

(‘A Mathematician’s Gossip’, em: Indiscrete Thoughts, 1997)

Exemplos 9.1. (1) De modo andlogo, o nimero de fungdes sobrejectivas
de um conjunto X num conjunto Y pode ser calculado observando primeiro
que
Func(X,Y) = U Sobrej(X,S)  (unido disjunta)
laY
(uma vez que cada fungdo f: X — Y pode ser identificada pela funcio
sobrejectiva f: X — f[X]). Portanto,

[Func(X,Y)| = Y [Sobrej(X, 5)|.
SCY

Pela inversdao de Mobius-Rota, considerando f,g: P(Y) — R dadas respec-
tivamente por S — |Func(X, S)| e S — |Sobrej(X, S)|, obtemos

|Sobrej(X, V)| = Y (-8 [Func(X, 9))|
SCY

pelo que, se X tem m elementos e Y tem n elementos (m > n), entao

Sobrej(X,Y)| = f:(—nw (”)m (9.1.1)

r=0

(2) Apliquemos agora a inversao de Mobius-Rota ao problema, mais com-
plicado, do cédlculo do nimero de maneiras de dispor n torres num tabuleiro
de xadrez n x n com posicoes proibidas, de modo a nao se atacarem mu-
tuamente (isto é, de modo a que nenhum par de torres esteja numa linha
ou coluna comuns). Por exemplo, no caso n = 6, com posigdes proibidas
marcadas com X, uma dessas configuracoes é a seguinte:
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x[x|x|E X
X X

X X

X

X
e
X
X

g x X

Representemos o tabuleiro com posi¢oes proibidas pela matriz binaria (0:
posigao proibida)

000110
11010 1
110110

T = [ti) 1 1110 1
1 01010
101 10 1]

E claro que colocar seis torres no tabuleiro, sem se atacarem, corresponde
a uma colec¢do de seis 1’s em T (marcados a carregado na matriz) com
a seguinte propriedade: cada linha e cada coluna contém exactamente um
desses 1’s. Podemos ainda representar esta colec¢do pela sequéncia (permu-
tagdo) dos numeros das colunas onde estao esses 1’s (comegando de cima
para baixo, a partir da linha 1): (4,6,5,2,3,1). Em geral, n torres colo-
cadas num tabuleiro n x n correspondem a uma permutagado ¢ (no grupo
simétrico Sy, de todas as permutagdes de X,,) com t;,; =1 (i =1,2,...,n)

e, portanto,
n

H tia(i) =1 a(l)t20(2) T tna(n) =L

i=1
Como este produto sé poderé ser, além de 1, igual a 0 (precisamente quando
pelo menos uma das torres for colocada numa posigdo proibida), torna-se
evidente que o nimero que queremos calcular é precisamente o chamado
permanente da matriz T, ou seja, a soma

S I tiow)- (9.1.2)
€Sy i=1

Consideremos novamente P = (P(X,,), C). Cada subconjunto S de car-
dinalidade k de X, corresponde a uma escolha de k colunas de T. Seja
Func(X,, S) o conjunto de todas as fungées o: X,, — S e seja Sobrej(X,, S)
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o respectivo subconjunto de fungdes sobrejectivas. Como ja observiamos no
exemplo anterior, Func(X,, S) é a unido disjunta g g Sobrej(X,, R).
Consideremos agora a fungao f: P(X,) — R definida por

f(8) = Z th’g(i)-

o€Sobrej(Xy,S) i=1

Note que f(@) = 0 e que f(X,,) é a soma (9.1.2]), uma vez que qualquer
funcdo sobrejectiva o: X,, — X, é uma bijeccao.
Finalmente, definindo

9(8) = D f(R) (S €P(Xy)),

RCS

a inversao de Mobius-Rota diz-nos que

F(Xa) = Y2 (=) Flg(s).

SCXy

Mas, contrariamente a f(X,,) (mais geralmente f(S)), ndo é dificil calcular
o valor de ¢(S) directamente, pelo que conseguiremos ter assim uma forma
de calculo para f(X,). De facto, ndo é dificil concluir que

g(S) = > tiga) t202) *  thom) (S € P(Xy))
0€Func(Xy,S)

é igual a
() - () -+ ().
JES JES JES
Logo

n
FX) = 3 0P ). (9.1.3)
SCX, i=1 jes

Temos assim uma féormula de cdlculo do nimero de maneiras de dispor n
torres num tabuleiro de xadrez n x n com posi¢des proibidas, de modo a nao
se atacarem mutuamente, de facil implementacdo computacional: escolher
um conjunto S de colunas, calcular a soma dos elementos de cada linha nes-
sas colunas, multiplicar estas somas todas, justapor-lhe o sinal apropriado,
e somar os resultados sobre todas as escolhas de S (o nimero de parcelas é
igual a 2™ mas algumas sdo nulas, precisamente as correspondentes a con-
juntos S para os quais a matriz tem uma linha que s6 tem zeros nas colunas
de S). Deixamos a cargo do leitor o célculo (um pouco fastidioso...) desse
nimero no tabuleiro do exemplo inicial com matriz associada T
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10 Mais sobre funcées de Mdobius-Rota

«We tend to think of generating functions as related to combinato-
rics, and Dirichlet series as related to number theory. But this is be-
cause combinatorists prefer adding finite sets, while number theorists
get more excited about multiplying them. (Primes and all that.)»

— JoHnN BAEz
(The n-Category Café, Maio de 2011)

Terminamos o artigo com o retorno as conexoes de Galois num resultado
de Rota [16] que mostra como se relacionam as fungdes de Mobius disponiveis
em cada um dos lados da conexao.

Teorema 10.1. Sejam P e Q) conjuntos parcialmente ordenados finitos, P
com primeiro e ultimo elementos 0 e 1 (diferentes) e @ com 4ltimo elemento
1. Sejam pp e pg as respectivas funcoes de Mobius. Se f: P — @ e
g: Q@ — P constituirem uma conexdo de Galois f - g tal que

(G1) f(a)=1seesésea=1,
(G2) ¢(1) =1,

entao

pp(0,1) => gy, 1)<(9(y),0) = > ey, 1).

y<1 y: g(y)=0

Demonstragao. Como f(a) < b se e s6 se a < g(b), entdo, para cada b € @,

> 0(f(a)y) = Cola, g (b)) (10.1.1)

y: y<b

Aplicando a (|10.1.1]) a inversao de M&bius-Rota relativamente a Q obtemos

5(f(a),1) = puqy,1)¢(a, g(y)). (10.1.2)

y<1

d(f(a),1) toma o valor 1 se e s6 se f(a) =1, isto é, a = 1, por (G1). Para os
restantes valores de a, 6(f(a),1) = 0. Assim, §(f(a),1) =1—-((a,1)+d(a,1).
Denotando a fungao de incidéncia ¢ — § por n, temos 6(f(a),1) =1—n(a,1)
e a identidade pode entdo ser reescrita como

1 —n(a,1) =<((a,g(1)) + Z 1Q(y,1)¢(a, g(y)).

y<l1
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Mas a condi¢ao (G2) implica ((a,g(1)) = ((a,1) = 1 para qualquer a € P.
Portanto,

—n(a,1) = > gy, 1) ¢(a, 9(y)).

y<l1

Agora, como ( =d+n, temos 0 —p*xn=0—pu*x((—0) =—0+pu*xd = u.
Logo

MP(Oul):_ Z /’LP(07a)n(a71): Z ZMQ(ya1)MP(07a)C(a>9<Z/))~

0<a<1 0<a<1y<l

Finalmente, trocando a ordem dos somatérios,

up(0,1) =Y poy,1) D> wp(0,a)¢(a,g(y))

y<l1 0<a<1

e o somatério mais a direita é igual a (up * ()(0,9(y)) = 0(0,9(y)) =
¢(9(y),0). O

Com este resultado, fixando um dos conjuntos parcialmente ordenados,
e variando o outro entre ordens parciais nos quais a funcao de Mobius é bem
conhecida, podemos obter informagao sobre a funcao de Moébius no conjunto
previamente fixado.

Comentarios finais. Do mesmo modo que uma conexdao de Galois é um
exemplo muito particular de um conceito fundamental da moderna teoria das
categorias — o conceito de adjuncao —, base de muitos teoremas importantes
que relacionam areas distintas da matematica, as inversdes de Mobius tam-
bém podem ser formuladas categorialmente em contextos mais gerais que os
classicos (o conjunto parcialmente ordenado dos inteiros positivos, ordenado
pela relacao de divisibilidade, no caso de Mobius, e qualquer conjunto parci-
almente ordenado localmente finito, na generalizagdo de Rota). As ideias de
Rota criaram as condigoes para essas recentes extensoes (a categorias com
alguma condigao de finitude). Isto foi feito essencialmente de dois modos dis-
tintos, por Content, Lemay e Leroux [0] e, mais recentemente, de um modo
mais geral, por Leinster [IT], [12]. A segunda abordagem faz parte da teoria
da caracteristica de Euler de uma categoria [I1], que coincide com a carac-
teristica de Euler topoldgica quando esta existe (mas é também valida em
situagdes diversas nas quais esta nao existe). Curiosamente, neste contexto
categorial é possivel generalizar ainda mais o principio da inclusdo-exclusao
a formulas sobre cardinais de colimites de conjuntos!
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«Go to the roots, of these calculations! Group the operations.

Classify them according to their complexities rather than their

appearances! This, I believe, is the mission of future mathemati-
cians. This is the road on which I am embarking in this work.»

— EVARISTE GALOIS

(Do prefécio do seu dltimo manuscrito, 1832)
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Abstract Inclusion-Exclusion identities and inequalities are obtained for
valuations. Applications to cardinality, probability, max/min and least com-
mon multiples are presented.

keywords: Inclusion-Exclusion principle; Boole’s inequality; Bonferroni in-
equality.

1 Introduction

In this treatise we shall examine the identities and inequalities associated
with a valuation on a set (5,4, -). For finite sets these give the “inclusion-
exclusion” (InEx) formulae and inequalities, while for probability the former
yields the Poincaré’s formula.

The basic valuation formula can directly be applied to such non-negative
functions as content or measure (volume, area, length, weight, size, proba-
bility), as well as dimension, min/max and gecd/lem. In the former case it is
also possible to use indicator functions followed by the taking of a suitable
linear functional, such as expected value, which will get us back to proba-
bility. When f is multiplicative, an easier and non-inductive way of proving
the valuation formula is by using the symmetric functions of the roots f(a;)
of a suitable polynomial.

Throughout the paper, (S,+,-) is a set S with two binary operations
“4+”and “-”, which are commutative and associative, and we further assume
multiplicative idempontency a - a = a for all a € S and the distributive law
a-(b+c)=a-b+a-c, forall a,b,ceS. The target space is a set (T, D, ®)
with binary operations @& and ®.

In general, we do not assume idempotency for addition, but when we
do, we will clearly state that a +a = a for all @ € S as well. For instance,
(S,4+,-) can be a commutative distributive complemented lattice with a-b =
aNb=glb(a,b) and a +b=aV b= lub(a,b). The most important of these
is the power set (P(X),U,N).
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Definition 1.1. A function f:(S,+, ) — (T, ®, ®) is called an a-valuation if

fla+b)@la®f(a-b)] = fla)®f(b), (1)
where a € T and a,b € S.

We shall examine the interplay between an a-valuation f and the oper-
ations of + and (-) defined on S, and @ and ® defined on T. When there
is no risk of ambiguity we shall as always write this as f(a + b) + af(ab) =
f(a) + f(b), in which the “multiplicative dot” has been dropped.

When T admits an additive inverse, we may rewrite this as f(a + b) =
f(a) + f(b) — af(ab). Needless to say when « is absent or o = 1, we have
a more symmetric unit-valuation. When this is the case, we do not need to
define multiplication on T

We shall primarily be interested in the case where (T,®,®) is RT, and
a=1+4+¢e>1 (see [2]).

We shall examine additive as well as multiplicative results for a-
valuations. Non-zero values of € are used for example in the exclusive-or
case (addition on a powerset), where @« = 2 and f(a + a) = f(0) = 0.
It should be noted that f(a + a) = (2 — a)f(a) and hence we have
fla+a)= f(a)iff a =1.

2 Additive Results for a-valuations

We shall first need several definitions and notations dealing with triangular
“slices”.

For a given set S C N, with #(S) = M, we introduce the associated
collection of lists.

Definition 2.1. For k < M,

VS ={(i1,... ip);i1 <ig < -+ <ip,ip €8, Vr=1,... k}

We may alternatively think of this as the collection of all (Alf ) combi-

nations of the M objects in S, taken k at a time. For example ‘/22’3’4 =
{(2,3),(2,4),(3,4)}. Initially we shall focus on S = {1,2,...,n}, and
shorten Vkl’Q’”"” to U,in). In particular, Ui = {(1,2,...,n)} is made of
a single string.

Now let A = {x1,...,2,} be a collection of symbols. Then for a € A
and V C A* we define (V,a) = {(x1,...,2x,a); (z1,...,2x) € V}. We now
have
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Lemma 2.1. U™ =yl u (™ n+1)
Proof. This is nothing but a partitioning of U, én+1) into terms that do or do
not contain the highest index n + 1. O

Next, we introduce a collection of functions g : A* — (T,®), k =
1,...,n, where T is a suitable set with addition ¢. For each kK =1,2,...,n
we now define

Definition 2.2. @ gi(zi,,...,2,) = ) 9i(Tiy s Tigy -+ Tiy )
U}gn) 1< <t << <n

where the addition is in T.
We may now state:

Corollary 2.1.

(i) @ 9e(Tiys o, Tiy) = @gk(xil,...,a:ik) &) @ 9k (Tiy, .. @i, n+1).

vy vy Uiy
n+1
k=1 (n+1)
k
n n+1
= @ @ i (Tiys - ,a:,;k)@@ @ 9i(Tiyy ooy @iy ,m+ 1),
k=170 k=10

Note that in the second summation the term with £ = n + 1 is absent
as Ugjr)l =0.

As a special case, we choose g(ay,...,ar) = (—a)*f(ay - - - ay), where f
is an a-valuation from (S, +,-) to T = RT evaluated at the product of a;.
We further let a = (aj,as,...) be a sequence of elements from S and for
any b € S we set ba= (bay, baa,...).

For convenience we now also define the following “symmetric functions”

Ul(cn) (aa f) - Z f(ahalé s aik)'

1< <ig << <n

Note that o (a, f) = f(a1---an). When there is no risk of confusion
we shall drop the brackets in the superscript and use o} instead of U](Cn).

Again, if f is an a-valuation from (S,+,-) to RT then we may recast
Corollary ([2.1)) in terms of f as
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Corollary 2.2.

(Z) Z+1( >f) :O-l?(a'af)"{'o-.Z—l(baaf)a
where k =1,2,...,.n4+1 and b = ant1.

ntl n n+1
(i) Y (=)ot Z ) lof(a, f)+) ()" to_i(ba, f).
k=1 k=1 k=1

For consistency, we let o/ (ba, f) = f(b) for k = 1 in part (i) of Corollary
(2.1) and also note that o7} (a, f) is undefined for k& > n.
We shall primarily be interested in the special sums,

n

Sn=Sn(a, f) = f(z ai),

i=1
where a = (a1, az,...). Using , we observe that

Lemma 2.2. If b = a1, then
Snt1(@) + aSy(ba) = Sn(a) + f(b) (2)

a;)b] = f(

=1 7

M:
M:

Proof. f(ZaHrb)Jraf[( a;) + f(b). =

1

Our aim is to solve the recurrence for S,,. When T does not admit
an additive inverse, we have to separate the even and odd values of n. We
shall first introduce the following summations.

k .
Definition 2.3. (i) \} = Y o* 200, |, 2k—1<n,
i=1

(it) p = Z a?~lon 2k <.

In this we dropped the superscript braces for convenience. For example,
T=o, Ny =00+, i =0 +a’oh +atol
and
it =aol,  ud =acl + oo}, uh = ach +adol + ol
Here p is not defined, or it can be taken as the additive identity in 7',
if it exists. Before we can use induction we need the following identities.

Lemma 2.3. Let b = ap41, then the following identities among {\}'} and
{u} hold.

Boletim da SPM 76, Dezembro 2018, pp. 89



R.E. HArRTWIG, MIN KANG 93

(i) \pTH(a) = XH(a) + apy_y(ba) + f(b).

(1) A (@) = A (a) + auit(ba) + £(b) + ™o, 1 (a).
(iii) py+'(a) = pit(a) + a}(ba).
(i) ppt(a) +a**of (ba) = uyt(a) + ad}y (ba).

Proof. Note that b = a,41 throughout.
r r—1
() XF @)ty () +f () = 0?20 (a)+a{ S oo b))+

r r—1
F0) = fot(@) + 1)) + £ a2, (@) + % %o (m) = of*i(a) +
r—1 r—1 r—1
;::1 ool (a) + 1;::1 a** ol (ba) = o7t (a) + 1;1 a? [0, (a) + ob(ba)] =

r—1 r
% a*oyfii(@) = ¥ a®Poilh (a) = At (a).

(i) Ay (a) + apy (b )+ f(b) + 0% 0b, 1 (a) = A (a) + appty (ba) + f(b) +
aof,,(a) +a? of, (ba) = A\t (a) + 0 of, (ba) +a?0f,y (a) = AP (a) +

a¥oltl (a) = )\f_ﬁ( ), which proves (ii).

(iii) The right hand side equals zrj a?=1on (a)+a kil a?k=257  (ba) =

> 0?1 (o5 (a) + of;, (ba)] = Za%l”“() (@),

,
(iv) From the right hand side, we have kg:l a?=1gn (a) +

o Zlazk 2021: (ba) = 2 %71[‘77211@(3) + og,_q(ba)] + oo 0,1(ba),

which is the left hand side. O

It should be noted that when 2r > n, then o3, ,; is absent. Moreover by
part (iii) and (iv) in Lemma [2.3} we also have

Corollary 2.3. (i) u2™*2(a) = 2™+ (a) + a2+ (ba)
(ii) pip 2 (a) + o*™ o3 (ba) = it (@) + @A (ba).
We are now ready for the following identities on S, (a).

Theorem 2.1.
(i) Som(a) + p2™(a) = N2™(a) for allmeN, (3)
(i) Som+1(a@) + p2t(a) = A2 (@) forallm e NU{0}.  (4)
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Proof. (a) Both results are clearly true for initial values of m (in other words,
m =1 for part (i) and m = 0 for part (ii)). So let us assume that the result
is true for n = 2m, and then show it for n = 2m + 1. Consider with
n = 2m and add p2™(a) and au?™(ba) to both sides. This gives

Som-11(2)+[Som (b2)+ 17" (0) | 4177 (@) = Som (@) 411" (2)+ (b)+ayiy” (ba)
which by induction hypothesis reduces to
Sam+1(a) + AR (ba) + p(a) = A2 (@) + f(b) + apy (ba).
This in turn can be reduced by part (ii) and (iii) in Lemma (2.3)) to
Sami1(a) + iy (a) = AN (a) — @®Mod (a) = A (a).

(b) Next we assume that the result holds for n = 2m + 1 and we will show
it holds for n = 2m + 2. Consider with n = 2m + 1 and b = agnmt2, and
add p2m*1(a) and ap2™t1(ba) to both sides. This gives

Samt2(@) + Sz (ba) + 27 (ba)] + 2 () =
= Sami1(a) + " (@) + £ (b) + g (ba)
which by induction hypothesis reduces to
Sam+2(a) +Oé>\3n”f11(ba) + g (@) = N (@) + au%m“(ba) + f(b).
On account of Lemma ([2.3)) part (iv) and Corollary , we see that
Sam+2(a) + 2 (@) + ¥ ogi (ba) = AT (a).

Lastly, note that o311 (ba) = oamt3(a) with b = asm+2, and so we reach

Som+2(a) + ppyii? (@) = A2 (a). O
If T admits additive inverses, we have the following valuation formulae.
Corollary 2.4. (1) Sp(a)=f(> a;) = Z(— )k 10,?((; f) (5)

i=1 k=1
(ii) Sam(a) = A" (@) — 43" (a)

(ii7) Sam+1(a) = N1 (a) — " (a)

Proof. We may list the first few sums in which o} = o}(a):

SQ + OéU% = O%

S + (ao3) = (0} +a%d})

Sy + (acs+ac}) = (of + a20§)

S5 + (aod+a0}) = (0 + a0} +atod)
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Se + (ao§+adof+a’sd) = (0% + 20§ + atoh)
S; 4+ (a0l + o] +a%0f) = (0] + a0l +atol +ab0l).

More generally,

Som +(aoy™ +aloy™ 4+ ogh) = o™ ooy 4o +a oy
and
2 1 2 1 -1 _2 1
Somi1 + (o3 adedmt 4 g 2T lgdmt
_ O_%m—l—l + a2a§m+1 4ot Oé2m0'§:2::__% ) 0

Examples If an additive inverse exists, we may write
(i) fa+bte) = f(a)+f(b)+f(c) — alf(ab)+ f(ac)+ f(be)]+a? f(abe). (6)

(11) f(a + CL) = (2 - a)f(a) (7)
fla+b+b)=fla)+ (2—a)f(b) — (2 — a)af(ab).

3 The valuation inequalities

Throughout let f be an a-valuation from (S,+,-) to RT. We begin by
considering the matrices M = (m;;) and N = (n;;) with

mij:)\?m—,u?m, for 1<i,j<m
m'jZ)\?mH—u?mH, for 1<i<m+1,1<j<m.
Then
mij < Mmit1, Mijr1 <mij and Mg > N1, Nislj > Nij

In other words, the elements in the matrix M as well as N increase from
right to left and top to bottom. We shall next use induction to prove the
valuation inequalities. We first assume the validity for even n and prove it
for odd n, and then reverse the parity.

Theorem 3.1. (a) For n =2m with m € N and any k > 1,
(a1)Sam <0"(@) —a03™(a)++ - +a* o3 () = NFr—i™, if k+1<m, (8)

(a2) S > 077(@) — a03"(@) + - - — o O3 (@) = AP — 2", if k<m. (9)
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(b) For n =2m + 1 with m € NU{0} and any k > 1,

(bn%l?ﬂwmﬂm acy™ (@) + -+ o oglt (a) = N -
7 <m

()i 2 o7 (a) — a0 a) oMo @) =N -
if k <m.

Proof. (a) The inequalities clearly hold for the initial values of m (in other
words, m = 1 for part (a) and m = 0 for part (b)), so let us assume they
both hold for all values of r < n and that b = a,41. Recall that

Swer = £ as-+ ) = F(3 @) + £(b) - of [ (b))

i=1

By induction hypothesis, in the first summation on the right hand side,
we may apply the inequality from with 2k + 1 terms and sequence a,
while in the second summation we apply @D with 2k terms and sequence
ba, respectively. This gives

Somi1 < [0 (2) — aod(a) + oo+ @ odft, @] + F(8) — alo" (ba) -
acym(ba) + - - — a% 13 (ba)]
= [f(b) + 0¥™(a)] — alo3™(a) + oF™ (ba)] + - + aP[oZrL () + oF (ba)

= o™ (@) — a0y (a) + - + ooy (a)

On the other hand, if we apply @ in the first summation on the right hand
side, with 2k terms and sequence a, and apply with 2k — 1 terms and
sequence ba, then we obtain

Sami1 2 [G%m(a) — ao3™(a) + -+ — a*lofi(a)] + f(b) — aloi™(ba) —
ac3m(ba) + - + a?*2g2m | (ba))

= [f(b) + o™ (a)] — 04[0%’”( )+ ot (ba)] + - — o®* ol (a) + o3 (ba)]
— O,%m-‘rl(a) _ ao.gm-‘rl(a) 4= a2k—10.§2n+1(a).

Next, we assume that (bl) and (b2) hold for » < 2m + 1 and use (al) and
(a2) in the a-evaluation formula for 2m + 2,

Som+2(a) = Sam+1(a) + f(b) — aSam+1(ba)

to give

Som+2 < [0 (a ) aoy™ H(a)+- -+ oyt (@)] + f(b) —alol™ ! (ba) -
o2m+1 2k 1 2m+1 a)l — 2m+1 2m+1
27%+1 (ba) + 2k 2m+1 b )]2m+[1f(b) _ m+( 2l - [ 2m+2( a)+

01 (ba)] + -+« [02k+1 (a) + 05 (ba)] U (a) (a) +

2m+2
ot 0%‘722:3 (a).
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Likewise, noting that £k +1 < m + 1, we reach

Somia > [o7"Ha) — ao3™Ha) + - — oMot (a)] + f(b) -
alof™ " (ba) — aoy" T (ba) + - + ooy (ba)] = [f(b) + 07" (a)] —
aloy™ M (a) + of" M (a)] + - = P ofNa) + oy (ba)] =
o1 (a) — a0d™(a) 4 - - — @ lod R (a),

which completes the proof. ]

The InEx inequalities suggest that there should be inequalities relat-
ing the symmetric functions. We shall now show this, for the case where
af(ab) < f(a) and k+1 < n < 2k+1. We first need some basic facts about
the binomial sets. We shall denote the existence of an injective map from
Vk’ " into Vkl"'" by Vkljr“l"" — Vkl"”’".

Lemma 3.1. Ifk—l—l <n < 2k+1 then we can find an injection (one-to-one
n . 1,.n
map) from Vk’ " into V)

Proof. The proof follows by induction on n, and is very similar to that of
Theorem (3.1)) in that we have to separate even and odd values of n. When
n = 3, the only possible values for k are £k = 1 or 2. The result is now easily

seen for these cases because (g) = (?1’) and the injection is supplied by taking the

3

“complement” in {1, 2, 3}. On the other hand, because (;
{(1,2,3)}, to obtain a unique image in V

one of the 3 digits in V1’2’3
Let us now assume that Vklfl’ W2 Vk1 22 for all ksuch that k+1 < 2m <
2k + 1, in other words, K = m,m + 1,...,2m — 1. Now we wish to
show that Vklfl’ SAmAl V1 2.0 3mt1 again for all k such that k +1 <
2m + 1 < 2k + 1, in other words, kK = m,...,2m. We observe that
Vkl’Q’“"QmJrl can be written as a disjoint union, by separating the terms
that start with a digit 1 from those that start with a digit 2 etc. In-
deed, through this natural decomposition, we have a bijection between
1,...,2m+1 and Vn%,...,zm-s-l UVT:r’,L,...,zm-s-l U--- UVT';Ln+2,...,2m+1 where Vr(rlz+1""’b —
{la,21,...;xm)a+1 <21 < < T, b} C anl’jr"l’b. Obviously there is a
natural bijection between V@t1-t and Va+1-b by dropping the first coor-
dinate of the vectors. Hence we note that the number of list in VQ""’zm“
equals (2::), while the number in V3--2m+1 jg (2m 1) ete. By the hypothesis
we can find injections from each of the V,»r+l-2m+1 into Vnrlifl’ 2L for

all r = 2,...,m+ 2. That is, we have, by the induction hypothesis,

) =1, we can drop any
,2,3

2,3,...,2m-+1 2,3,....2m-+1
Ve — V.0

)

9

3,4,...,2m~+1 3.4,...,2m~+1
Vi e A
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V*m—l—27 S2mAl Vm+27 ,2m+1

Combining these and the natural bijections between V“H’ b and V,atleb)

we have an injection from Vl 2’ 22mH into V2 3’ 2me1 U V3 4’ 2m{ u---u
Srm4-2,...,2mA41
Vm—l

It similarly follows that V,

and the natural bijections between V,{’“"“*b and V,2+1-b the end result is

that Vk1+21’ 2mAl Vk1’2’”"2m+1 for kK = m,...,2m. Hence this shows that

if the result holds for even n then it also holds for the next odd n.

which is a subset of VL 22m+l,

172, ,2m+1 anl’i’l'”zm“ etc. Combining these

Let us now turn to the converse and assume that
VotttV P for k> m - 1.

We wish to show that

1,2,...,2 1,7 , 1,2,...,2 1’27 2m 1,2,....2m 125 72m
Vidoedm y yl2en2m oy l2adm L LV N e

We focus on the first term with k = m, and again write it as a disjoint union
of subsets, as

1a27 7 2, ,2m 3, ,2m 9 m+1,,2m
VL2 2e2m g 82m Ly

m

It again follows by the induction hypothesis that
Vn%,...,2m o Vn%?:lgm? Vrié,...ﬁm SN Vn?;’—fQ , and Vm—i—l, S2m oy Vm+1, 5
The end result is that V1 2’ Ay V,}L’Q""’Qm. It similarly follows for the
other pieces, giving the des1red injection

Vi o?m e pp 2 ?m

forall k=m,...,2m — 1, i.e. for all k£ such that k+1<2m <2k +1. O

We can now capitalize on the existence of the injection to derive the fol-
lowing inequalities for the “symmetric” functions. In the following Corollary,
we do not need to assume the existence of the additive inverse in 7T'.

Corollary 3.1. Suppose that af(ab) < f(a). Then for k+1<n <2k+1,

oi(a) > aopiq(a) (10)

Proof. We first observe that # (o} (a)) = (},) . Now because of the injection, we
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can associate to each term f(a; as,...a;,,) in o}, (a) a distinct term
f(aj, ---aj,) in o} (a) obtained from the former by deleting exactly one of
the a;,. Since af(ab) < f(a), we see that o f (a;, as, - -~ ai,,,) < flaj, -+ -aj,)
and hence that ao},(a) < o}l(a). O

Remark For the case where af(ab) < f(a), half of the valuation inequal-
ities follow from the local fact that o}l(a) > aojl, ().

4 Additive valuation formula for multiplicative
valuations with f(ab) = f(a)f(b).

(a) When f is "multiplicative” i.e. f(ab) = f(a)f(b), then the valuation
formula can be simplified. In this case the symmetric functions simplify to

op =ok(a, f) = Z f(all)f(azg)f(alk)

1< <t << <n

Then .
f(>X a;) =o01—aocs+ao3—...(-1)" a0,
=1 n (11)
= - f10 - arta))

A particularly important example is that of the indicator function x4(s)
of a set A. We shall examine these functions shortly in detail.

(b) On the other hand, if we have for each a in S a "complement” @’ in S
such that

(i) (a+b) = d'b and (ii) f(a') = 1—af(a), then we can obtain directly
via

F(Za) =41 fI(E a)] = 41— f11 o]
= 31— 1T f@)] = 2= [T - af(e)]

i=1 i=1

(12)

(¢) For the case when o = 1, it suffices to have a “complement” o’ such that

f(a) = f(ab') + f(ab).

4.1 Examples of Valuation equalities

Let us now turn to the various applications of the valuation formula.

Indeed, most of these deal with a collection of subsets of set X as the poset
(P(X), C) and thelattice (S,+,)=(P(X),U,N), wherein addition, f is some
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type of “content/size” such as volume, area, length or cardinality. We shall
denote the collection of all finite subsets of set X, by F/(X).

Example 4.1. Let (S,+, ) = (F(X),U,N) with f(A) = #(A), the cardi-
nality of A. Then

#(0 A= DD #(A N A0 N 4y).

= k=1 1<i1 <o < <ip<n

Example 4.2. Let I(R) be an algebra or o-algebra of intervals, with
Lebesgue measure as length. Suppose S is a the collection of unions
of intervals of R, and let f(A) be the length of €(A) of A, so that
(S,+,-) = (I(R),U,N). Then

(0 A) = S X Ay N0 ndy).

=1 k=1 1< <t << <n

Example 4.3. (S, +,:) = (F,U,N), where F C P(Q) is a o-field on Q and
(Q, F,P) is a probability triple. We set f(A) = P(A), the probability of A.
Then P is a valuation and hence we have the Poincare formula:

n n

P(U Ak): Z(—l)k_l > P(AilﬂAizﬂ”'ﬁAik).

k=1 k=1 1<y <ip<-<ip<n
Needless to say, no indicator functions, expected values or integrals were
needed to derive this.

Example 4.4. Let (S,+,-) = (RT, max, min) and let f be the identity map.
(This is not non-negative, so we have at first to restrict S to Rt.)

Now for two real numbers a and b, it is easily seen that max(a,b) = a +
b—min(a,b) and min{a, max(b, c¢)} = max{min(a,b), min(a,c)}, so that the
identity map is a valuation. This gives

max{ai,...,an} = (a1+---+ap)— Zmin{ai,aj} +
1<J
+ Z min{a;, a;j,ax} — -+ (—=1)" ' min{a1, ag, . .., an}.
1<j<k

Example 4.5. Let S be a collection of all the subsets of X with (S, +,-) =
(P(X),U,N). For any prime p, and any valuation f with o = 1, we have
the multiplicative formula,
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n
pr(A”. | H pf(AimAijk)m . H | pf(Ailm“'r‘Aim>.
pf(U?zlAi) _ i=1 1<i<j<k<n 1§11<l~><zm§n
H pf(AiﬂAj)m H pf(Ailﬂ“'mAiz) )

i<j 1<i]<--<ig<n
where m := max{k < n |k is odd} and ¢ := max{k < n|k is even}.

Example 4.6. S =N and a < b if and only if a | b.

Any positive integer can be expressed as a unique product of prime pow-
ers a = plflpgz...pff’“, with p1 < pa < .... If b is likewise erpanded
as b = pilp?...pff, then clearly a | b iff ki < t; for all i. Moreover
(a,b) = ged(a,b) = Hpénm{kii"} and [a,b] = lem(a,b) = Hp;mx{k“ti}. Since

min/mazx obey the InEx law on N, we may conclude that the ged and lem
satisfy the multiplicative version of the InEx law. In other words,

H a; - ) H ) (ailaaigaaig)”' ) H ) (aip"')aim)
[611 Gn] _ 1=1 1<y <ig<ig<n 1<i1 < <im<n
: )
’ ’ H (ai17ai2)... H (a’ila"'7aiz)
1<i1<i2<n 1<t << <n
(13)

where m := max{k < n|k is odd} and { := max{k < n|k is even}. For
example,

_abe(abo)
(06,6 = G Ratg @ (14)
[a7 b7 C7 d] — abcd(aabvc)(aabvd)(a7c7d)(b7c’d)

— (a,b)(a,c)(a,d)(b,c)(b,d)(c,d)(a,b,c,d)

This is a “multiplicative version” of the Inclusion Exclusion rule for an
evaluation map f with a = 1 such as

fla+b+c) = fla) + f(b) + f(c) = [f(ab) + f(ac) + f(be)] + f(abe).

Example 4.7. Let S be the collection of all subspaces of a vector space U,
with V. + W being the vector space direct sum and V - W =V NW. Then
f(V) =dim(V) is a valuation on S with o = 1, and
dim(3 Vi) = S (~DF1- Y dim(V, Vi, n--N )
k=1 k=1 1<y <ip<-++<ig<n

Example 4.8. S =725 = {z = (v1,...,z0) |2 € Z2,Yi = 1,...,n}
with coordinate-wise addition and scalar multiplication. These operations
are commutative, multiplication is idempotent and distributes over addition.
The Hamming metric h(a) counts the number of ones in the vector a. It is
a valuation that satisfies the “cosine rule”

h(a+ b) = h(a) + h(b) — 2h(a.b), (15)

which is the InFEx equation with o = 2.
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Example 4.9. S = B" = {x; (z1,...,zy) |zi € B,Vi = 1,...,n} with the
Boolean scalar operations v +y = zVy and x -y = x ANy. The vector
operations are again defined coordinate-wise. The Hamming metric is again
a valuation, but this satisfies In-Ex equation with o =1, i.e.

h(a+ b) = h(a) + h(b) — h(a.b) (16)

5 Examples of Valuation inequalities

Example 5.1. (S,+,-) = (F,U,N), where F C P(Q) is a o-field on Q and
(Q, F,P) is a probability triple such that f(A) = P(A), the probability of A.
We have

(i) P(U Ay) < 3 P(4;), (Boole’s law)
k=1 k=1
(ii) P(UA) > X P(A)~ T P4 nAy).
k=1 k=1 1<i1<i2<n

Example 5.2. Next let (S,+,-) = (R,max, min) and let f be the identity
map (extended from RY). We have

max{ai,...,an} < (a1 + -+ ayn),

max{ai,...,an} > (a1 +---+an) — > min{a;, a;},
1<j

max{a,...,an} < (a1 + - +ay,) — > min{a;,a;} + > min{a;, aj,a}.
i<j i<j<k

Example 5.3. Applying the above to prime powers we arrive at

[a, b, c,d]

<
[a.b.¢.d) 2 G aEd e -
<

where we actually attain equality in the last inequality above.

6 Indicator functions

Many of the applications of the “inclusion-exclusion” formula using sets can
be derived using the indicator functions (also called characteristic functions).
The main purpose of introducing these functions is to convert manipulations
involving sets into manipulations involving functions. i.e. turn a Boolean
algebra into a Boolean ring. Let us now recap some of its properties.
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Given a set S and a subset A C S, the indicator function of A, x4 : S —
{0,1} is defined by
] 1 ifseA
XA(S){ 0 ifs¢ A
Closely related is the function
B - 1 ifseA
¢A(5)—1_2XA(3)—{_1 2f8¢A

Again, for subsets A, B,C,... of S and U,N and ¢ stand for union,
intersection and the operation, “exclusive or (XOR)”, i.e. A®dB = (AN
B¢)U (BN A°) and ABA = (ANA)U (AN A°) = 0.

For real valued functions on S we define f < g iff f(s) < g(s) for all
s € S. We shall also abbreviate x4, to x;, when necessary. Some of the
valuation maps associated with indicator functions are demonstrated below.

1. XAauB = XA+ XB —X4nB ®AuB = $A + ¢B — danp (1-valuations)
2. XaeB = XA T XB — 2xaxB (2-valuation), daep) = ¢4-08

3. x provides a commutative valuation on (P(X),U,N) with @ = 1 and
as such the derivation of holds. It is traditional to derive this as

n

XUAi =1- XﬂAf =1- H(l - XAz) =01 —02 +---+ (_1)71—10_”7
=1

which rewrites as
n
XUA = D Xi — XX+ DO XaXgXe+ -+ (D" xaxz - xn
1 i<j i<j<k
(17)

4. Since x is a 2-valuation with a = 2 on (P(X),®,N) with & = XOR,
we have from

Xor A, = 01— 209 +403+ -+ (_1)n—12n—10n_
n n n n
5. X I —x) = X2 HXA; = EX(HA?) = EX(UAZ.)C =n—
k=1i#k k=11i#k k=1
n
22X\ A
k=1 %AZ

which parallels Lagrange interpolation.
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6. Since indicator functions are multiplicative and act on sets, the val-
uation inequalities can also be derived using combinatorics. This is
instructive in its own right. The valuation inequalities for indicator
functions take the following forms,

n

n
(ii) Xud; = Xi — 2 XiXj
1 1<j

n
(iii) Xua; < ;Xz > XiX; + > XiXj Xk

1<J 1<j<k
(iv) xoa, = Shoa (C1DF 1 Y XX, .-+ e, when 7 is even
1<iy < <ip<n
N
(V) xua, < X2 (—1)]“‘_1 . > Xi1 Xis - - - Xi, When r is odd.
k=1 1<ip<-<ig<n

To prove these using sets, it suffices to show the inequality at any point
s in the union. Now the union UA; is made up of 2" disjoint subsets
(called atoms or petals) of the form B; = A1NAs---NA;NAS, | ---NAS
etc. and it suffices to show that the inequalities hold for for some fixed
s € B;. For the remaining subsets the result follows by symmetry. As
an example we consider the case where r = 3.

If se By :AlﬂAQ"'ﬂAiﬂAf+1---ﬂA% then s € AyNAy---NA;
and the left hand side which equals x4, (s) yields the value 1. On the
other hand the right hand side gives the value: (i) - (;) + (;) The
result now follows from the binomial identity

SN AN -0 ifr=i
Z( 1) (k}) —{ (171)(_1)7~ if’l“<’i. (18)

k=0 r
This yields the desired inequalities
@ @) =) -G +- 1(") when r is even and
i) ) <=6 +-. )1 (1)) when r is odd.

7 Multiplicative Formulae for a-valuations

Let f be an a-valuation on (S, +,-). We begin by noting that if « =1+ ¢
where € > 0, then

fla+b)f(a-b) = f(a)f(b)~[f(a) ~ f(a-0)][f(b) — f(a-b)] —&[f(a-b)]* (19)
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and also
a.fa-+b)f(a-b) = [(@0) = (@) — af @ HIFE) - afa D). (20)
These immediately imply the following In-Ex inequalities.
Corollary 7.1. (1) If f(a-b) < f(a) then
fla+b)f(a-b) < f(a)f(b) —elf(a-b)]* < f(a)f(b). (21)
If a =1 then
fla+0)f(a-b) = f(a)f(b) iff f(a) = fla-b) = f(b).
If a > 1 then
Fla+0)f(a-b) = [(@)f(b) if (@) = fa-b) = F(b) = 0.
(II) If af (a - b) < f(a) with o > 1, then
af(a+0b)f(a-b) = f(a)fb) iff fa) = af(a-b) = f(b).
Corollary 7.2. (i) If f(a-b) < f(a), then
fla+b)fa-b) < fla)f(b) —el[f(a-D)* < f(a)f(b).  (22)
(i) If af(a-b) < f(a) then
flatb)f(a-b) < > f(a)f(b). (23)

Needless to say, when o > 1, the assumption that af(a-b) < f(a) is
much stronger than that of f(a-b) < f(a). In particular, for XOR operation,

this will generally NOT be true.
Examples with a =1 and ¢ =0

(i) If (S,+,-) = (F(X),U,N) and f(-) = #(:), then we have

#(AUB).#(ANB) = #(A).#(B) —#(ANB)#(ANB°) < #(A) #(B) (24)
(ii) If S = F, a o-field in P(X), (+,-) = (U,N) and f(-) = P(-) a probability

measure, then

P(AUB)P(ANB) = P(A)P(B) — P(A°NB)P(ANB°) < P(A)P(B) (25)
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(iii) If S =R, (+,-) = (max, min) and f = identity, then
max(a,b) - min(a, b)) = a-b — (a — min{a, b})(b — min{a,b}) = ab (26)

The latter follows from the fact that a —min{a, b} = max{a—b,0}, therefore
we get to [a — min{a,b}|[b — min{a,b}] =0.

(iv) Applying (iii) to integer prime powers we arrive at
[a,b](a,b) =a-b.

As such we actually have equality in the latter two “inequalities”.

(v) Let S be the collection of all subspaces of a vector space U, with V +W
being the vector space direct sum and V-W = VNW. Then f(V) = dim(V)
is a valuation on S, and

dim(‘/l—i-VQ)d’im(Vlﬁ‘/Q) = dzm(Vl)dzm(Vg) — [dim(Vl)—dim(Vl N Vz)]
«[dim(Vy) —dim(Vi A V3)]
< dim(Vy)dim(V3).

8 InEx equalities and inequalities for n < 3.

Consider InEx equation for three elements

fla+b+e) = fla)+ f(b) + fc) — a[f(ab) + f(ac) + f(be)] + o f(abc).

There are numerous equalities that follow from it, and some of these are non-
trivial. Also the difference between the cases where a = 2 (XOR operation)
and a # 2 becomes striking.

8.1 InEx equalities

We first present some of necessary equalities that must hold as a consequence
of InEx for an «a-valuation with a > 1.

L. flab+a) = f(a) = (@ —=1)f(ab) = f(a),

which we refer to as a “weak version” of InEx. This in turn implies

2. fa+a)=(2—a)f(a) and thus f(a+a) = f(a) iff a = 1.
For the XOR operation, this means that f(a +a) = 0.

3. fla+b+b)=f(a)+(2—a)f(b) — a(2 — «)f(ab).
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4. We also have

flab+ac) = f(ab+ ac+bc)+ a(2 — a)t — f(bc)
= f(ab+c) + f(ac) — f(c).

where t = f(abc). Now if af (ab) < f(b) for all a and b then at < f(ab)
as well as at < f(ac). We then have f(ab+ac) = f(ab)+ f(ac) —at >
at + at — at = at. In particular, for a > 1,

(27)

f(abe) < af(abe) < f(ab+ ac).

5. The following identities follow from InEx and can actually be used to
characterize it for an a-valuation.

fla) = flab+ac) = fla+c) = flab+c)+ (a—1)f(ac)

fa) + f(e) = f(ac) — f(ab+c). (28)

Lemma 8.1. The following are equivalent for o > 1 and n = 3:

(1) InEx identity
(i) f(a) — f(ab+ac) = f(a+¢) — f(ab+c) + (o — 1) f(ac) and
Flab+a) = (1— a)f(ab) + f(a) -
29

Proof. The necessity follows from the above equalities (28)). For suffi-
ciency, suppose holds, and set ¢ = b. Then we get f(a) — f(ab+
ab) = f(a+b) — f(ab+b) + (a — 1) f(ab) in which we substitute the
weak InEx identity f(ab+b) = (1 —«)f(ab) + f(b) to give the desired
result. O

8.2 InEx Inequalities

We next come to some of the inequalities spawned by InEx. First, we note
that f(a+b) — f(a) = f(b) — af(ab), with a > 1, ensures that

af(ab) < f(b) < f(a) < fla+b). (30)
A useful consequence is

Corollary 8.1.

t = f(abe) < af(abc) < f(ab) < f(ab+ ac). (31)
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We also have

Lemma 8.2. Let af(ab) < f(a) with « > 1. Then all the following state-
ments hold.

(i) f(ab) < f(a) for all a and b,

(ii) f(a(b+¢)) < f(a) for all a,b and c,

(7ii) f(ab+c) < f(b) + f(c) — f(bc) for all a,b and c,

(v) flab+c) < f(b+c)+ef(be) for all a,b and c,

(v) f(ab)—af(abe) < f(b)— f(bc) for all a,b and ¢ (monotonicity inequality)

Proof. (i) holds and also clearly (i) implies (ii). The equivalence of (ii), (iii)
and (iv) follows at once from the identity:

0< f(8)— flab+be) = F(b+e)— flab+e)+e f(be) = F(B)-+£(c)— f (be)— flabe).
The equivalence of (ii) and (v) follows from the identity
0 < f(b) = flab+bc) = f(b) — f(ab) = f(be) + af (abe).
O

For a = 1, we may combine Lemma (v) with the inequality . In
addition, the monotone inequality corresponds to ¢ < ¢+ r in the following
Venn diagram.

A
S— W
AN

C
Figure 1: Three sets
Furthermore, it is clear from that
0 < a*f(abe) < af(ab) < f(a)
and

3a’f(abe) < a[f(ab) + f(ac) + f(be)] < [f(a) + f(b) + f(e)].-
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8.3 Generalizations of the InEx Inequality to 3-d.

Let us now examine possible generalization of the 2-d InEx inequality

fla+1b)f(ab) < f(a)f(b), (32)

to the sum f(a + b+ ¢), assuming that o = 1 and f(ab) < f(a).

There are numerous “sharp” generalizations, that all reduce to ,
when two of the variables are set equal. We shall present three of these
under the assumption that the addition is also idempotent.

Our first method is to replace b by b + ¢ in the inequality . This
gives

fla+b+o)flalb+ )] < fa)f(b+ o), (33)

which we combine with
f(abe) < f(ab) < f(ab+ac) (34)
to arrive at
fla+b+o)f(abe) < fa+b+)flalb+o) < f@)fb+e).  (35)
Rotating the variables we may conclude that
Jla+b+c)f(abe) < min{f(a)f(b+ ), f(b)f(a+ ), f(e)flatb)}. (36)
This result is sharp, in the sense that if we set b = ¢, this reduces to
f(a+b)f(ab) < min{f(a)f(b), F(b) f(a+b), F() fa+b)} = F(a)f(b).

as f(a) < f(a+b).
Alternatively, we may multiply by f(bc) and use InEx identity for
n = 2, to arrive at

fla+b+c)f(abe)fbe) < f(a)f(b+c)f(be) < f(a)f(b)f(c).  (37)
Rotating the variables then yields

fla+b+c)f(abc) max{f(ab), f(ac), f(bc)} < f(a)f(b)f(c). (38)

Setting b = ¢, shows that f(a + b)f(ab)max{f(ab), f(ab), f(b)} <
f(a)f(b)f(b), which reduces to (32). Based on the inequalities that we
have seen for the additive case, it would be natural to expect that for a
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sub-multiplicative valuation, with f(ab) < f(a) and one may expect the
following to hold

fla+b+c)f(ab)f(ac)f(be) < f(a)f(b)f(c)f(abe). (39)

However, numerical tests prove that this is not true, even for probability
measures. In fact, the inequality

(t+p+qg+r+s+u+v)t+q)t+s)(t+u) <

40
<ttt prats)(ttqrrtu(ttstuto) (40)

is violated when weset p=q=r=s=u=v = 1—10 and t = ﬁ for instance.

However, a slight perturbation from this does hold as below.

(t+p+qg+r+s+ut+v)[t+q)(t+s)(t+u)—gsu] <

<tlt+p+q+s)t+qg+r+u)(t+s+u+v)+gsul (41)

We may re-express this as

fla+b+c)[f(ab)f(ac)f(be) — gsu] < f(abe)[f(a)f(D)f(c) + gsul, (42)

where g = f(ab) — f(abc),s = f(ac) — f(abc) and u = f(bc) — f(abc). If we
set b = ¢, then ¢ = 0, and we are back to n = 2 case.

Note that the outer layer of “petals” are p,r and v while the inner layer
is made up of ¢, s and u. The sum ab + ac + bc corresponds to the inner
“flower” of the Venn diagram, made up of the petals ¢, s, u and t. The proof
of the inequality will be given later when we actually clarify when the
equality holds.

Examples

(i) For a probability measure, we may state:

P(AUB)P(ANB) < P(A)P(B) (43)
with the equality holding if and only if P(A\ B) =0= P(B\ A). Also we

have

P(AUBUC)P(ANBNC) < min{P(A)P(BUC), P(B)P(AUB), P(C)P(AUB)}
(44)
as well as

P(AUBUC)P(ANBNC) max{P(ANB), P(ANC), P(BNC)} < P(A)P(B)P(C).
(45)
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(ii) For a probability measure, the inequality becomes

P(AUBUC)[P(ANB)P(ANC)P(BNC)
~[[P(AN B) = P(ANBNC)][[P(ANC) = P(AN BN O)] (46)
x[P(BNC)—~ P(ANBNC)]|| < P(ANBNC)[P(4)P(B)P(C)
+[P(ANB)— P(AUBUQ)|[P(ANC)—-P(ANBNC)
x[P(BNC)—P(ANBNC)],

which reduces to when B = C.
To see when we actually achieve equality in , we start by expressing
both sides as polynomials in t. We let

(t+p+qg+r+s+u+o)[(t+q)(t+s)(t+u)— gsul
=t festd +egt’ et +eg— fla+b+c) qsu

and set
t{(t+p+q+s)(t+q+r+u)(t+s+utv)+gsu] =t 4 fst3 + fot® + fit+t.qsu.
For the two sides to be equal we must have

(fzs—e3)t 4+ (fa—ea)t? + (fi —en)t +qsut + fla+b+c).qgsu—ey = 0. (47)

Now note that f3 = es while fo — ey = (pu+ qu + rs) + (pr + pv + rv),
eo = [f(a+b+c)—t](gsu) and f1 —e; = X\ — 2qsu, where

A = (pqu + pvu) + (prs + pru) + (rsv + rvg) + (q2v + u?p + s%r) + pro.
Substituting these gives

[(pu+ qu+rs)+ (pr+pv+ rv)]t2 + (A —2gsu)t + (gsu)t +
+fla+b+c)gsu —[fla+b+c)—tlgsu=0
and consequently
t[t(fo —e2) + Al = 0.

We can now conclude that the inequality must hold since the difference
between the two sides in is given by t[t(f2 —e2)+ A], in which each term
is non-negative.

We close by examining the equality case. Indeed, since all terms are
non-negative, they must vanish and we have the following two cases.
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Case (i) t = 0 or Case (ii) t # 0. In the latter case we must have fo = eo
and A = 0.
The equality fo = es ensures that

pu=0,qv=0,rs =0,pr =0,pv =0,rv =0. (48)

The first three contain “cross products” between inner and outer petals while
the latter three involve only the three outer petals. These conditions in turn
imply that A = 0.

Let us close with some relevant comments and open questions.

9

1.

Remarks and open Questions

We have seen a partial parallel between the additive and multiplicative
inequalities for valuations. It would be of interest to find more general
multiplicative inequalitiesfor valuations.

. In how far does convexity play a role? We have met the consequences

of composing an evaluation map with the exponential functions. If
would be interesting to explore the composition of an evaluation map
with other convex or concave functions.

Investigations into sub-valuation for which f(a +b) < f(a) + f(b) —
af(a-b) would be of interest. The catch, however, is that inequalities
cannot be lined up in this case.

Do analogous inequalities exist for multinomial coefficients?

. The derivation of the valuation inequalities may be done by replacing

the assumption that an additive inverse exists, by the assumption that
a partial order exists.
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CONSTRUCOES IMPOSSIVEIS COM REGUA E COMPASSO
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Resumo: Serd visto como lidar com problemas de construgdes com régua e
compasso que levem a equagOes algébricas de grau 4. Mais precisamente, é
dado um critério que permite decidir se um tal problema tem ou nio solugao.

Abstract: It will be seen how to deal with constructions that can be carried
out with compass and straightedge when they lead to quartic equations.
More precisely, it will be given a criterion that allows to determine whether
or not such a problem is solvable.

palavras-chave: Régua e compasso. Geometria euclidiana

keywords: Compass and straightedge. Euclidian Geometry.

1 Introducao

A maneira usual de demonstrar que certos problemas geométricos nao tém
solugdo usando somente régua e compasso baseia-se no facto, demonstrado
por Pierre-Laurent Wantzel (veja-se [13]), de que o uso daqueles instru-
mentos leva sempre a nimeros algébricos cujo grau é necessariamente uma
poténcia de 2. Este facto é empregue em [5, § 4.2] e em [12, ch. 7] a fim
de demonstrar que ha problemas geométricos que ndo podem ser resolvidos
usando somente a régua e compasso, pois dao origem ou a nimeros algébri-
cos cujo grau nao é uma poténcia de 2 (duplicagdo do cubo e trissecgao do
angulo; veja-se também [J] para este tltimo problema) ou a um niimero nao
algébrico (quadratura do circulo).

Esta abordagem as solugbes de problemas geométricos recorrendo so-
mente a régua e compasso leva naturalmente a seguinte questao: ha pro-
blemas geométricos que ndo possam ser resolvidos usando somente aqueles
instrumentos mas que, no entanto, déem origem a um ntimero algébrico cujo
grau € uma poténcia de 27 Posto de outro modo: havera niimeros algébricos
nao construtiveis cujo grau seja uma poténcia de 27 A resposta é afirmativa.
Neste artigo sera visto um critério que permite, dado um ntmero algébrico
de grau 4, determinar se é ou nao construtivel. Como ponto de partida,
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serd visto um problema que nao pode ser resolvido usando somente régua e
compasso, embora leve a um nimero algébrico de grau 4.

Em [§] podem ser vistos resultados semelhantes aqueles que sdo expostos
aqui, bem como alguns problemas adicionais.

2 O problema

Considere-se o seguinte problema: dados um rectdngulo r e um compri-
mento ¢, é possivel construir um rectangulo r’ inscrito no rectangulo r tal
que um dos seus lados tenha comprimento ¢ (veja-se a figura ? Como sera
visto, este problema nao pode, em geral, ser resolvido usando somente régua
e compasso, embora leve a um ntimero algébrico de grau 4. Serad também
visto como resolver este problema por meio de interseccdo de cénicas. Na-
turalmente, qualquer nimero algébrico de grau menor ou igual a 4 pode ser
obtido como a abcissa do ponto de instersec¢do de duas coOnicas mas, como
serd visto, a solucao do problema em questdo via cénicas é particularmente
simples.

2a C

2b

Figura 1: O problema

3 Solugao via cénicas

Podemos, sem perda de generalidade, supor que as coordenadas dos vértices
de r, relativamente a algum referencial ortonormado, sdo (+a,+b), para
dois numeros a e b tais que a > b > 0. Uma vez que ¢ é um comprimento,
¢ > 0 e, naturalmente, para que o problema tenha solugdo, c terd que ser
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menor do que a diagonal do rectangulo 7, ou seja, ¢ < 2v/a? + b%2. Vamos
procurar uma solu¢do com um vértice A no lado de baixo de r, um vértice B
no lado esquerdo de r e tal que AB = c. Entdo, para algum = € [—a,a] e
para algum y € [~b,b], A = (x,-b) e B = (—a,y). Afirmar que AB = ¢
equivale a afirmar que (z + a)? + (y + b)? = 2. Seja C' (respectivamente D)
a reflexdo de A (respectivamente B) no centro de r. Entdo [ABCD] ¢é um
paralelogramo e é entdo necessario determinar quando é que é um rectangulo.
Napo é dificil ver que isto ocorre quando e s6 quando A e B sdo equidistantes
do centro de r. Por outras palavras, [ABCD] é um rectangulo se e sé se
22 + b = y? + a?, o que é o mesmo que afirmar que z? — y? = a® — b
Assim sendo, afirmar que [ABCD] é um rectangulo tal que AB = c equivale
a afirmar que
(z4+a)?+y+b?*=c

x2—y2:a2—b2 "
—a<z<a
-b<y<b.

Geometricamente, afirmar que (xg,yg) é solugdo de ambas as equagoes do
sistema significa que o ponto (zg, %) estd na interseccao da hipérbole
2?2 —y? = a® — b (que, de facto, s6 é uma hipérbole quando a > b; quando
a = b é a reunido de duas rectas concorrentes) com a circunferéncia (z +
a)? 4 (y +b)? = 2. Trata-se da circunferéncia de raio ¢ centrada no vértice
do canto inferior esquerdo de r, enquanto que a hipérbole em questdo é
a unica hipérbole que passa pelos vértices de r e cujas assimptotas sdo as
rectas de declives 1 que passam pelo centro de r. Logo, se a hipérbole e a
circunferéncia se intersectam num ponto P e se

e A é o ponto do lado de baixo de r mais préximo de P;
e B é o ponto do lado esquerdo de r mais proximo de P;
e (' ¢ areflexdo de A no centro de r;
e D é areflexdo de B no centro de 7,

entdo [ABCD] é uma solugao do problema (veja-se a figura [2)) e qualquer
solucdo do problema pode ser obtida por este processo.

A segunda equacdo do sistema também pode ser obtida por outro
processo. O paralelogram [ABC D] é um rectangulo se e s6 se os segmentos

de recta [AB] and [AD)] forem perpendiculares e, uma vez que AB = (—x—
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9

A

Figura 2: Solugdo por meio de interseccdo de cdnicas

a,y—i—b)equezﬁ:(—x%—a,—y—kb),

AB 1 AD (—x—a,y+b).(—z+a,—y+b) =0
— z? —y? =a% b2

A demonstracdo anterior emprega coordenadas, mas a descricdo do mé-
todo em si envolve somente Geometria sintética. Seria interessante encontrar
uma demonstracao que também recorresse somente a Geometria sintética.

Observe-se que tanto as equagoes como as desigualdades do sistema (|1])
sao homogéneas (tanto relativamente as varidveis quanto aos pardmetros)
e que, portanto, se (xg,yo) for uma solugao do sistema e se A > 0, entdo
(Axo, A\yp) é uma solugdo do sistema obtido de (1)) ao substituir-se a, b e ¢
por Aa, Ab e Ac respectivamente.

4 Régua e compasso

Vamos agora provar que o problema anterior ndo pode ser resolvido usando
somente régua e compasso. De facto, vai ser demonstrado um critério para
determinar quando é que um numero algébrico de grau 4 é construtivel e
esse critério sera entdo aplicado a este problema, bem como a outros.

Preliminares

Seja p(z) = 2™ + ap_12" 1 + -+ + a12 + ap € Q[x] um polinémio ménico
de grau n. Se a,—1 = 0, diremos que p(z) é um polindmio reduzido. Ha
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somente um polinémio reduzido da forma p(z + \), que é aquele para o qual
A = —ap—1/n; o polinémio p(x — a,—1/n) designa-se por forma reduzida
de p(x).

Diz-se que um ntmero complexo o é um nimero algébrico se for raiz
de algum polinémio nao nulo com coeficientes racionais. O menor grau de
um tal polinémio designa-se por grau de a e existe um e um s6 polinémio
monico com coeficientes racionais cujo grau é o grau de « do qual « é raiz,
que é o polinémio minimal de «, o qual divide qualquer outro polinémio com
coeficientes racionais do qual « seja raiz (veja-se [5, § 2.11] ou [10] § 5.6.2]).

Dado um polinémio ménico de grau 4, P(z) = x* + pz3 + q2? + rz + s,
com raizes 11, ro, r3 € T4, ndo é complicado provar que o polinémio ménico
de grau 3 cujas raizes sao (r1+72)(rz+74), (ri+73)(ro+ra) e (ri+r4)(ro+rs)
é o polinémio x3 — 2qx? + (¢® + pr — 4s)x — pqr +r% + p?s, o qual se designa
por cubica resolvente de P(x). Se P(z) for reduzido (ou seja, se p = 0),
um célculo simples (veja-se [12, § 1.4]) mostra que, para qualquer niimero
complexo u, u é raiz da ctbica resolvente de P(x) se e s se

P(x):<x2+ —ux+g—g—m> <:c2— —um+g—z+m>(.2)

A fim de provar que certos polinémios P(z) = apz™ 4+ ap_12" 1 4 -+ +
a1z + ag com coeficientes inteiros sdo irredutiveis em Q[z], iremos recorrer
ao critério de Eisenstein: se existir um primo p tal que p | a; para cada
i €40,1,...,n—1} mas tal que p{ a, e que p* { ap, entdo P(x) é irredutivel
em Q[z] (veja-se [12, § 3.4]). Este critério sera aplicado somente a polind-
mios moénicos, caso em que a condi¢ao p 1 a, se verifica automaticamente.
Convém observar que o polinémio minimal de um ntimero algébrico é sempre
irredutivel.

Um nimero complexo z é construtivel caso possa ser construido a partir
de 0 e de 1 usando somente régua e compasso. Por exemplo, os nimeros %j:
@z’ sdo construtiveis, pois sdo os pontos de intersec¢ao das circunferéncias
de raio 1 centradas em 0 e em 1. Naturalmente, todos os niimeros racionais
sdo construtiveis.

Caso uy,ug,...,u, sejam nimeros complexos, seja Q(ui,ug,...,u,) 0
mais pequeno subcorpo de C ao qual pertencem.

Teorema 1 Um numero complexo z € construtivel se e sé se pertencer a
algum subcorpo de C da forma Q(uy,ua, ..., u,), onde u1? € Q e, para cada
: 2

7€1{2,3,...,n}, u;” € Q(ur,u2,...,uj—1).

Uma generalizacdo deste teorema pode ser vista em [5l § 4.2].
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Os ntmeros construtiveis formam um corpo, como pode ser visto em [5l
§ 4.2] ou em [I2| § 7.2]. De facto, sé iremos precisar de saber que a soma e
o produto de dois niimeros construtiveis também sdo niimeros construtiveis.

Critério de impossibilidade

Se (x0,yo) for solugdo do sistema , resulta da segunda equagao que xrg =
+v/yo? + a? — b2. Se isto for empregue para eliminar x da primeira equagao,
obtém-se que yo é raiz do polinémio

Ayt + 8by® 4 4(a® + b — A)y? + 420 — Ay + 42V — A) + L (3)

Suponha-se que @ = 4, b = 3 e ¢ = 2 (que sdo os valores empregues na
criagdo das figuras|l|e . Apés divisdo por 4, o polinémio fica

ply) = y* + 6y° +21y° + 84y + 84. (4)

Resulta do critério de Eisenstein (com p = 3) que p(y) é irredutivel em Q[y]
e que, portanto, as suas raizes sdo numeros algébricos de grau 4.

O critério atras mencionado que permite determinar se um ntmero al-
gébrico de grau 4 é ou nao construtivel é o seguinte:

Teorema 2 Seja a um nimero algébrico de grau 4 e seja p(x) € Q[z] o
polinémio minimal de . Entdo o é construtivel se e so se a cubica resolvente
de p(x) tiver alguma raiz racional.

Um célculo simples revela que a cubica resolvente do polinémio @) é
q(7) = 23 — 4222 + 6092 — 504. Resulta do critério de Eisenstein (com p = 7)
que este polinémio é irredutivel em Q[z], pelo que ndo tem raizes racionais.
Também se poderia chegar & mesma conclusao aplicando o teorema das
raizes racionais (veja-se [7, § 4.3] ou [10, § 4.4.1]). Com efeito, resulta
deste teorema que as raizes racionais de ¢(z) sd@o necessariamente nimeros
inteiros. Mas, uma vez que ¢(0) < 0, que ¢(1) > 0 e que (Vx € R) : ¢'(z) =
3(x — 14)2 4+ 21 > 0, a tnica raiz de q(z) est4 em )0, 1[ e, portanto, nio é
inteira.

Vejamos como demonstrar o teorema [2] Seja a um ndmero algébrico
de grau 4, seja p(x) o seu polinémio minimal e suponha-se que a cibica
resolvente ¢(x) de p(x) tem alguma raiz racional r; quer-se provar que « é
construtivel. Se 3, v e § forem as restantes raizes de p(x), esté-se a supor
que um dos nimeros (a+ 3)(y+9), (a+7)(B+9) e (a+6)(B+7) (ou seja,
uma das raizes de ¢(x)) é racional. Pode-se, sem perda de generalidade,
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supor que é o primeiro destes. Seja p*(x) a forma reduzida de p(x). Entao
p*(x) é da forma p(z + \), para algum niimero racional A, pelo que as raizes
de p*(z) saio a — A\, B— A, v — X e d — A. Mas entdo

(@—A+B Ny —A+d—N)

é uma raiz da cibica resolvente ¢*(z) de p*(x). Acontece que esta raiz é
igual a
(a4 B)(y+6) +4X% —2X(a + B+ +9),

que é um numero racional (a + 3+ v + § é racional por ser o simétrico do
coeficiente de 2 em p(x)). Sendo assim, resulta da relacio que oo — A é
raiz de um polinémio quadratico em que cada coeficiente é racional ou raiz
quadrada de um ntmero racional, pelo que a — A é construtivel e, portanto,
a € construtivel.

Suponha-se agora que « é construtivel e suponha-se também que 3, v e §
sdo construtiveis. Uma vez que a soma e o produto de niimeros construtiveis
sd@o novamente numeros construtiveis, as raizes de ¢(z) sdo construtiveis.
Mas entdao g(x) é redutivel, pois se assim nao fosse as suas raizes seriam
numeros algébricos de grau 3, que nao é uma poténcia de 2. Sendo redutivel
e de grau 3, ¢(r) tem necessariamente uma raiz racional.

Assim sendo, a fim de terminar a demonstragdo do teorema [2] basta
provar que se « for construtivel, entdo as restantes raizes de p(x) também
0 s@o. Provemos entdao que 8 é construtivel. Para tal, vamos comegar por
provar que existe um isomorfismo ¢ de Q(«) sobre Q(5) tal que ¢(a) = .
Cada elemento de Q(«) é da forma ¢(«), para algum polinémio ¢(z) € Qz].
Além disso, se r(z) € Q[z] for tal que ¢(a) = r(«), entdo « é raiz de
q(x) — r(z) e, portanto, p(x) | g(x) — r(z); em particular, 5 também é raiz
de q(z) — r(x), pelo que ¢(8) = r(5). Logo, faz sentido definir

v Q) = Q(B)
q(a) — q(B),

que ¢é um isomorfismo tal que ¢(a)) = .

Como « é construtivel, sabe-se, pelo teorema que «a €
Q(uq,uz,...,uy), onde u;2 € Q e onde, para cada j € {2,3,...,n},
u;? € Q(ur,ug,...,uj—1). Observe-se que Q(u1,ug,...,u,) O Q(a), uma
vez que Q(uy,ug,...,u,) DO Q e que a € Q(u1,us,...,u,). Assim sendo,
se se provar que é possivel prolongar ¢ a um homomorfismo de corpos (que
também serd representado por ¢) de dominio Q(uq,us,...,u,), poder-se-a
deduzir do teorema que 3 é construtivel pois, se se definir vy, = ¢(uy) para
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cada k € {1,2,...,n}, é claro que B € Q(v1,v2,...,v,), que v1? € Q e que,
para cada j € {2,3,...,n}, v;2 € Q(v1,v2,...,vj_1).

Comecemos por provar que ¢ se pode prolongar a Q(uq). Caso u; € Q(«),
entdo t(u1) ja se encontra definido e, portanto, o domino de ¢ ji con-
tém Q(up). Caso contrario, uma vez que u1?> € Q C Q(a), t(u1?) ja se
encontra definido e basta entao definir ¢(u;) como sendo uma das raizes qua-
dradas de ¢(u1?). Visto que ¢ ja estd definido em Q, isto permite prolongar ¢
a Q(u1). Pode-se agora prolongar ¢ a Q(u1,u2) pelo mesmo processo: caso
us € Q(a), ndo hé nada a fazer. Caso contrario, us? € Q(u1), onde ¢ ja se
encontra definido. Entao define-se ¢(u2) como sendo uma das raizes quadra-
das de t(u1?). Prosseguindo deste modo, prolonga-se ¢ a Q(uy,us, ..., uy),
como se pretendia. Isto conclui a demonstracdo do teorema

Em particular estd agora provado que o problema que consiste em ins-
crever um rectangulo de comprimento dado num rectangulo dado nao tem,
em geral, solucao com régua e compasso. Naturalmente, para certos valores
concretos de a, b e ¢ uma tal solucao existe. Por exemplo, quando a = b
(ou seja, quando o rectdngulo dado é um quadrado), o problema pode ser
resolvido usando apenas régua e compasso, seja qual for o comprimento c
(desde que seja menor do que a diagonal do quadrado, naturalmente), pois
neste caso, como ja foi referido, ndo temos uma hipérbole, mas sim uma
cénica degenerada, a qual consiste nas duas rectas definidas pelos dois pares
de vértices opostos do quadrado, ou seja, sdo as rectas suporte das diago-
nais do quadrado. E claro geometricamente que o problema tem uma e uma
s6 solugao (com, como atras, uma extremidade de um dos lados com com-
primento ¢ no lado de baixo do quadrado e a outra extremidade do lado
esquerdo) quando 0 < ¢ < v/2a e que hi exactamente trés soluces (nas
mesmas condicdes) quando v2a < ¢ < 2v/2a. A ﬁgura mostra duas des-
tras trés solugbes quando ¢ = ga; a terceira pode ser obtida a partir da
da direita por reflexao em qualquer das diagonais do quadrado. Qualquer
duas duas ultimas solu¢oes forma uma imagem que surge numa das mais
conhecidas demonstracées do teorema de Pitagoras.

Que o problema tem sempre solucdo quando a = b também resulta do
facto de, neste caso, a expressdo polinomial ser

4yt 4 8ay® + 4(2a° — A)y? + 4a(2a* — Ay + 4a*(a® — A) + ¢

Acontece que este polindémio é redutivel em Q[xz], sejam quais for os valores
de a e de ¢ (desde que sejam racionais), pois é igual a

<2y2 + day + 2a® — 02> (2y2 + 242 — 62> .
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Figura 3: Solugoes quando o rectangulo dado é um quadrado

Outra situacdo na qual o problema pode ser resolvido usando somente
régua e compasso é no caso em que ¢ = 2a ou que ¢ = 2b pois, em qualquer
dos casos, o rectangulo que se pretende construir coincide com o rectangulo
dado.

5 Numero de solucoes

Resulta imediatamente da figura [2] que o problema tem sempre solugao
quando 0 < ¢ < 2b, pois nesse caso a circunferéncia de raio r centrada no
canto inferior esquerdo do rectangulo dado intersecta o ramo da esquerda
da hipérbole. E também tem alguma solucdo quando ¢ for maior ou igual a
distancia d(a, b) do canto inferior esquerdo do rectangulo ao ramo da direita
da hipérbole (supondo, é claro que ¢ < 2v/a? + b?). Mas caso acontega que

2b < d(a,b), (5)

entdo o problema nao tem solugdo quando 2b < ¢ < d(a,b). A fim de
calcular o valor de d(a,b), o método dos multiplicadores de Lagrange pode
ser empregue para determinar o ponto (x,y) do ramo da direita da hipérbole
que fica mais proximo do vértice inferior esquerdo de r. Mas é mais simples
(embora leve essencialmente aos mesmos calculos) ver que o vector que vai
de (—a,—b) a (z,y) tem necessariamente que ser paralelo ao gradiente da
funcdo h: R? — R definida por h(z,y) = 22 — 3?; veja-se a ﬁgura
Esté-se entdo interessado em encontrar o ponto (x,y) € R? que pertence
ao ramo da direita da hipérbole 22 — 32 = a® — b? tal que (z + a,y + b) seja
multiplo de (2z, —2y)(= Vh(z,y)). Por outras palavras, quer-se resolver o
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Vh(z,y)

(70” 76)

Figura 4: Ponto mais préximo do canto inferior esquerdo

sistema
T +a=2\r
y+b=-2\y
22 —y2 — a2 _ 2
x> 0.

Uma vez que é claro que ndo existe nenhuma solugao do sistema para a
qual se tenha 2\ = +1, as duas primeiras equagoes podem ser substituidas
- __a _ __b : ~ . -
POr T = —175y € POr § = — 5% respectivamente. Entao a terceira equagao
passa a ser

4(a® — b*)A* — 3(a® — b*)A? — (a® + b*)\
(1 —20)2(1 +2))2

—4 =0.

Uma solugdo desta equagdo é A = 0, mas esta solugdo é irrelevante neste
contexto, pois significa tomar-se (z,y) = (—a, —b), o qual pertence ao ramo
da esquerda da hipérbole. A outra solugdo pode ser obtida resolvendo a
equacao

3 a? + b?

3_ 2y _ = 7
A T e

=0,

a qual pode ser resolvido recorrendo & férmula de Cardano. (E claro que
isto nao faz sentido quando a = b, mas ja se lidou com este caso.) A solugao

1 a—"b a+b 1 ¢ _1 ¢+1
)\:— 3 3 — _ 3/ b 3/ b
2 \/a+b+\/a—b 2(\/g+1+\/g—1 (6)
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e, portanto, o ponto do ramo da direita da hipérbole mais proximo de
(—a,=b) é (— 1%, —H%), com o valor de A dado por (6]). Assim sendo,

b
d(a,b) = distdncia de (—1_612)\, 1—|—2>\> a (—a, —b)

N 2A\/(1 —G2A>2+ (1+b2)\>2

e a desigualdade equivale a

a/b \? 1
= /\\/<12)\> HTETVE

O membro da direita desta desigualdade depende somente do quociente
a/p e um célculo numérico revela que a desigualdade tem lugar quando a/p
for menor que um ndmero p cujo valor é aproximadamente 1,18. Conse-
quentemente, o problema pode ter até trés solugdes quando a < pb. De
facto, se isto se verificar, o problema tem exactamente trés solugdes quando
d(a,b) < ¢ < 2b; para um exemplo desta situagdo (obtido com a =1,1 xbe
c=19xb), veja-se a figura[f

\

Figura 5: Existéncia de trés solugoes

Por outro lado, se a > ub, entdo, embora o problema tenha solucao
quando ¢ estd préximo de 0 ou de 2v/a? + b2, ndo tem solu¢ao quando 2b <
¢ < d(a,b). Se, por exemplo, a =4 e b = 3 (que, como j4 foi afirmado, sdo
os valores usados para o rectangulo dado no caso das figuras || e , entao
d(a,b) ~ 7% e, portanto, o problema nao tem solugao quando ¢ = 7, ou seja,
quando o comprimento ¢ for a média aritmética dos comprimentos de dois
lados adjacentes do rectangulo dado.
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E interessante observar que o problema aqui estudado de determinar a
distancia de um ponto a uma hipérbole também nao pode, em geral, ser
resolvido usando somente régua e compasso; veja-se [1J.

6 Outros problemas

Vejamos o resultado de aplicar o teorema [2] a dois problemas cléssicos.

Construgao do pentagono regular

O primeiro destes é o de construir um pentdgono regular. Mais precisamente,
quer-se construir o pentdgono de centro 0 do qual 1 é um dos vértices (aqui,
estao a encarar-se os nimeros 0 e 1 como sendo nimeros complexos). Entao
os restantes vértices do pentdgono sao as raizes do polinémio 2° — 1 distintas
de 1. Visto que 2° — 1 = (z — 1)(z* + 2% + 2% + 2 + 1), as raizes em questdo
sdo as raizes do polinémio q(z) = z* + 23 + 22 + = + 1, o qual é irredutivel
(basta aplicar o critério de Eisenstein a ¢(z + 1) com p = 5). Logo, as raizes
de ¢(x) sdo nimeros algébricos de grau 4 e ¢(z) é o polinémio minimal de
cada uma delas. A ctibica resolvente de q(z) é 23 — 222 — 22 + 1, da qual —1
é uma raiz. Logo, o pentdgono regular em questiao pode ser construido com
régua e compasso. Naturalmente, que é possivel construir um pentagono
regular dados o centro e um dos vértices € algo que ja se sabe desde o tempo
de Euclides; veja~se [, Livro IV, proposicao 11].

O problema de Alhazan

Hasan Ibn al-Haytham (c. 965—c. 1040), mais conhecido no Ocidente por
Alhazen, prop0s o seguinte problema no seu tratado de Optica (veja-se [11]
para mais detalhes): dados dois pontos A e B de um circulo de centro C,
determinar um ponto P da circunferéncia do circulo tal que a bissectriz do
angulo APB passe por C. Isto também pode ser visto como um problema de
Optica (o que é natural, dada a sua origem). Basta encarar a circunferéncia
como um espelho circular e o problema passa entdo a ser o de determinar
um ponto P desse espelho tal que um sinal luminoso emitido de A, ao ser
reflectido em P passe por B. Este problema nao pode, em geral, ser resolvido
usando somente régua e compasso, como é demonstrado em [3], embora possa
ser resolvido através da interseccao da circunferéncia com uma cénica, como
foi descoberto por Christiaan Huygens (veja-se [11]).

Suponha-se que a circunferéncia em questdo é a circunferéncia de cen-
tro (0,0) e raio 1 e que os pontos A e B sao (1/6,1/6) e (—1/2,1/2), respec-
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tivamente. Pode-se provar que, neste caso, a abcissa das solugoes P do
problema sdo as raizes reais do polinémio p(z) = xt =223 + 422+ 22 -1, 0
qual é irredutivel (veja-se [0, § 2]; a irredutibilidade de p(z) também pode
ser demonstrada recorrendo ao algoritmo descrito em [2]). Portanto, a ab-
cissa de P é um ntimero algébrico de grau 4. A cubica resolvente de p(z) é
23 — 822 4 162 + 16. Pelo teorema das raizes racionais, as suas raizes racio-
nais s6 podem ser os divisores de 16, mas verifica-se facilmente que nenhum
daqueles nimeros é raiz deste polinémio. Isto mostra que o problema de
Alhazen nao pode ser resolvido usando somente régua e compasso. No caso
concreto anterior, p(z) tem duas raizes reais e, consquentemente, o problema
tem duas solugdes P e P*, que podem ser vistas na figura [0 onde C é o
centro da circunferéncia (note-se que, ao contrario do que possa parecer, os
pontos P, B e P* nao sdo colineares).

P

P*

Figura 6: Solugées do problema de Alhazen
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Resumo: A partir da funcdo modelo f(z) = tan(xz/4) — 1, sdo construi-
dos métodos iterativos de Newton e de Wegstein a fim de produzir novas
férmulas aproximantes do nimero 7. Provamos que, para a funcao modelo,
a iteradora de Wegstein possui ordem ctbica de convergéncia, no intervalo
[3,4]. Apresentam-se resultados numéricos mostrando que a auto composi-
¢do de iteradoras de Newton/Wegstein pode ser usada recursivamente para
obter aproximacoes de m com milhares de digitos decimais correctos.

Abstract: Starting from the function model f(z) = tan(z/4) — 1, are built
iterative methods to produce approximating new formulae of the number
w. We prove that, for the model function, the Wegstein iteration function
has cubic convergence in the interval [3,4]. Numerical results are presented
showing that the auto composition of Newton/Wegstein iteration functi-
ons can be used recursively in order to obtain approximations of 7w having
thousands of correct decimal digits.

palavras-chave: Método de Wegstein; método de Newton; ordem de con-
vergéncia; iteradoras auto compostas.

keywords: Wegstein method; Newton method; convergence order; self com-
position.

1 Introducao

Um processo iterativo de ponto fixo do tipo zp11 = g(zx) é frequentemente
considerado nao satisfatério caso (i) nao convirja; (ii) seja de convergéncia
lenta; ou (iii) quando a partir dele se pretenda construir um outro de con-
vergéncia mais rdpida. Um processo pensado para os casos (ii) ou (iii), ou
seja, para acelerar a convergéncia de outro mais lento, é usado nesta nota
a fim de aproximar o nimero m. Trata-se do método de Wegstein [I1], o
qual consiste essencialmente na aplicacdo de extrapolacao linear de Aitken
[2] sobre duas iteradas consecutivas da fungéao g.
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O método de Wegstein, além de ndo usar derivadas (tal como o método da
secante com o qual tem semelhancas), oferece ainda a vantagem de permitir
calcular aproximacodes de um determinado ponto fixo da funcao iteradora
g, no caso em que tal ponto fixo é repulsor. Tal significa que o método
de Wegstein pode ser 1til em todos os casos (i) a (iii) anteriormente refe-
ridos. Além da sua simplicidade, este método é facilmente generalizavel a
funcodes iteradoras definidas em R", com n > 2, o que explica a sua utilidade
na aproximagao de solugoes de sistemas lineares e nao lineares com varias
variaveis [10], [1], [9].

Designando por W a fungao iteradora de Wegstein, esta depende do ponto
z onde actua bem como da funcao iteradora de base adoptada, isto é,
W = W(g,z). Como funcao iteradora g, escolhemos a funcdo de Newton,
tendo em vista ilustrarmos a construgao do respectivo método de Wegstein
e responder & seguinte questao: no que respeita a aproximar o nimero m, o
método de Wegstein é mais interessante do que o método de Newton, quando
este é aplicado a uma certa funcao f que admita m como um seu zero?

A fim de respondermos a tal questao, calculamos algumas féormulas aproxi-
mantes do nimero 7, comparando as que resultam do método de Newton
com férmulas aproximantes obtidas pelo método de Wegstein. Em ambos
0s casos essas férmulas serdo depois modificadas, a fim de se obter apro-
ximagoes de m com milhares de digitos correctos, até ao limite de calculo
numérico permitido pelo sistema Mathematica quando usado num compu-
tador pessoaﬂ A limitacdo mais importante refere-se a precisdo utilizada
nos calculos. Uma precisdao superior a 10° digitos decimais implica tempos
de execucdo nao aceitaveis, pelo que essa precisao é aqui considerada como
0 maximo atingivel no sistema computacional que usamos.

Na Seccao [2| comecamos por descrever o método de Wegstein. Depois mos-
tramos que a funcdo W possui ordem de convergéncia superior & do método
de Newton, quando este método é aplicado a funcdes reais f satisfazendo
certas propriedades.

Em particular, na Secgao adoptamos como modelo a fun¢do f(z) =
tan(x/4) — 1, para a qual z = 7 é um seu zero (simples), e se nos afi-
gura a funcdo real mais simples e natural quando se trata de aproximar esse
famoso ntimero. Para esta fungdo mostramos que o método de Wegstein
possui convergéncia ctbica, por exemplo, no intervalo [3,4].

A funcao de Newton correspondente, bem como a respectiva funcao itera-
dora de Wegstein, sdo depois utilizadas para a obtencao de férmulas aproxi-

No presente caso um portatil MacBook Pro, 2 GHz Intel Core i7.
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mantes de 7, férmulas essas que aparentemente nao se encontram arroladas
na imensa literatura existente dedicada ao ntimero m. Em particular, em
[B], [] , [6], [7] encontram-se descritas varias abordagens e férmulas usadas
ao longo dos tempos para aproximar esse nimero extraordinario. Métodos
de segunda, terceira e quarta ordens de convergéncia sdo descritos deta-
lhadamente, por exemplo, em [5] e [§]. Tais métodos, todavia, ndo sdo
métodos de ponto fixo pelo que ndo pertencem a classe de métodos que aqui
propomos. A comparacao de alguns desses métodos com os processos de
Newton/Wegstein ilustrados neste trabalho sera efectuada noutra ocasiao.

O sistema Mathematica permite-nos simplificar convenientemente as expres-
soes simbdlicas das iteradoras de Newton e Wegstein associadas a fungao
f(z) = tan(z/4) — 1. Consequentemente, surge naturalmente a ideia de ob-
ter métodos de Newton/Wegstein de ordem de convergéncia superior, medi-
ante auto composicdo dessas duas iteradoras de base, tal como descrito na
Seccao [3.] Uma vez que tais férmulas obedecem a um padrao recursivo,
que descrevemos, isso leva-nos naturalmente a construcao de novas férmulas,
numericamente estaveis, a partir das quais se podem calcular aproximagoes
de 7 de alta precisdo, com milhares de casas decimais correctas. Algumas
dessas formulas sdo apresentadas nos Parégrafos (para a iteradora auto
composta de Newton) e (para a iteradora auto composta de Wegstein).

A estabilidade numérica das féormulas que consideramos é inferida por meio
de experimentacdo, iniciando os processos em causa respectivamente no
ponto x = 3 e no ponto ‘perturbado’ x = 3.14, pontos esses tomados como
aproximacoes iniciais do nimero 7. Os resultados s@o automaticamente con-
trolados mediante estimativas de erro inerentes a métodos de convergéncia
supralinear, como ¢é o presente caso. Tais estimativas sdo depois confirmadas
mediante recurso aos valores de m que o sistema Mathematica fornece com
precisdo arbitraria (até ao limite de meméria disponivel). A demonstracao
formal da estabilidade numérica das férmulas que utilizdmos estd fora do
ambito deste trabalho, pelo nao sera aqui considerada.

A fim de que o leitor possa fazer as suas préprias experiéncias, em Anexo
é apresentado cédigo para as iteradoras de Newton/Wegstein e respectivas
auto composicoes.

2 O método de Wegstein

Dada uma funcao iteradora ¢, definida num dominio D C R, e continu-
amente diferencidvel até uma ordem conveniente, comecemos por deduzir
expressoes para a funcdo iteradora de Wegstein correspondente.
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Na figura a seguir é mostrada a geometria envolvida. A notacio g?(z) refere-
-se & 2-auto composicio de g, isto é, a funcio composta ¢g?(x) = g(g(x)).
Em geral a j-auto composicio de uma funcio g, serd denotada por g/ (x) =
gogo---og (j>2vezes).

A funcao iteradora de Wegstein aplica o ponto x no ponto W(z). Dado
que o declive do segmento de recta que une os pontos A = (z,g(x)) e B =

(9(=), 92(37)) figurados é

Y onde g(z) # 1, (1)

o ponto C, localizado sobre a recta Y = X, de coordenadas (W (z), W(x)),
obtém-se por extrapolacdo linear a partir dos pontos A e B. Atendendo a
semelhanca dos tridngulos AACD e AABE, resulta

_ W(z) —g(=)

m(z) = W —x onde W(zx)#x . (2)
Assim,
(m(z) = 1) W(z) = m(z)z - g(z) . (3)
Admitindo que m(x) # 1, obtém-se
W(x) = 11m(:v) g(x) + Trf:v()m)l x . (4)
Fazendo
m(x) 1

= 1-—r(x)

") T
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a expressao (ED pode escrever-se na forma
W(z) =1 —-r(z))g(z)+r(z)z. (6)

No caso de 7(z) ser funcdo constante, a expressio () mostra-nos que W (z)
resulta de uma combinagao linear convexa dos pontos = e g(z).

Proposicao 2.1. Seja z um ponto fizo hiperbdlico de g, isto €, g(z) = z e
9'(z) #1.
(i) A fungio ‘declive’ m definida em pode prolongar-se por continuidade
ao ponto fizo, isto €, a fungdo
20

P =gl
m(z) = g(z) —x
J(z), sex=z2
é continua em z.

(i1) Um ponto fixo z de g é ponto fizo superatractor da fungao iteradora de
Wegstein, ou seja,

W(z) ==z

W'(z) =0 )
" 2’[7’L/(Z) —g”(Z)

Wiz = 9'(z) -1

Note-se que em ([7), o simbolo m/(z) deve ser entendido como m/'(z) =
limp_,o (m(z + h) —m(z)) /h.

Corolario 2.1. Se

m(z) = 5 4'(2) (5)

o método de Wegstein tem ordem de convergéncia 3 (pelo menos).

Demonstragio. (i) A regra de 'Hépital pode ser aplicada a expressao (|1)),
obtendo-se

lim,—,, m(zx) =lim,,,

= lim,_,,
g
(ii) De (3)), e atendendo a que g(z) = z, m

(@) - W) =g () z-2=(4()-1) 2.

Como ¢'(z) # 1, resulta que W(z) = z, isto é, z é ponto fixo da fung¢ao W.
A partir da igualdade , mediante derivacao sucessiva resulta
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m/ (@) W (x) + (m(x) — 1) W(z) = m'(z) 2 + m(z) - g'(2) (9)

m" () W(z) +2m/(x) W (z) + (m(z) — 1) m"(z)
=m'"(z) +2m/(z) — ¢"(z) .

Dado que g(z) = z e m(z) = ¢'(z), de (9)) obtém-se

(10)

m'(z)z+ (¢'(z) = 1) W (z) =m/(2) 2 .

Como por hipétese, ¢'(2) # 1, é valida a segunda igualdade em (ED De ,
para r = z, vem

m"(z) 2+ (¢'(2) — 1) w"(2) = m"(2) 2+ 2m(2) — ¢"(2),
isto é,
(9'(z) = 1) w'(2) = 2m/(2) — ¢"(2),
sendo portanto valida a terceira igualdade em .

O Corolério deve-se ao facto de na tltima igualdade em (7)) se ter W”(z) = 0,
pelo que o método é (pelo menos) de terceira ordem de convergéncia. O

3 Iteradoras de Newton e de Wegstein como apro-
ximantes de 7w

Adoptamos para equaciao modelo

() = tan <‘Z> —1-0. (11)

A fungdo f possui obviamente um s6 zero (simples), z = m, no intervalo
I = [3,4]. A iteradora de Newton correspondente tem a forma

glx)=x+2 <1 + cos (;) —sin (;)) (12)

gm) =7 ¢ g(m)=0.

donde,

Assumindo continuidade para as funcgoes g e ¢’, é facil concluir a partir das
duas ultimas igualdades que o método de Newton, se convergente, converge
supralinearmente para 7, ou seja, limg_,o |T — g(x)|/|m — 2| = 0, quando
z suficientemente préximo de w. Levando em conta que a segunda derivada
g (m) =1/2 #0, a convergéncia é de segunda ordem.
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Pode mostrar-se que sao vélidas as condi¢ées do teorema do ponto fixo para
a fungdo g, no intervalo I = [3,4]. Assim, o método de Newton converge
quadraticamente para 7, qualquer que seja o ponto inicial zg que se escolha
no intervalo I para iniciar o processo iterativo xx+1 = g(zg), k=0,1,....
Uma vez que
m(z) = 1 + cos(u) sm(u),
u(z) —xz/2

onde
u(x) =14 x/2 + cos(x/2) — sin(z/2),
resulta
. o o . / o
%ﬁ%m(ﬂ”)—o—g(”) e %1_1}}771(3:)-1/4.

Assim, m/(m) = 1/2¢"(r), isto é, é valida a igualdade (). Por conseguinte,
atendendo ao Corolario 2.1, o método de Wegstein é pelo menos de terceira
ordem de convergéncia. Directamente, ou recorrendo a computacao sim-
bélica, como por exemplo a proporcionada pelo sistema Mathematica [12],
pode concluir-se que W"”(7) = —3/8 # 0, pelo que o método de Wegstein
associado a funcao é de ordem cubica de convergéncia. Tal significa que,
neste caso, tanto a iteradora de Newton como a iteradora de Wegstein nos
permitem construir processos iterativos que aproximam supralinearmente o
namero 7, circunstancia que nos habilita a estimar convenientemente o erro
das respectivas iteradas, conforme se refere no Paragrafo adiante.

3.1 Foérmulas aproximantes de m de ordem de convergéncia
arbitraria

Tendo em conta a expressao da funcao iteradora de Newton para a
funcao f considerada, as férmulas para a j-auto composicdo da funcao de
Newton, g’ (x) = gogo---og (j > 2 vezes), podem ser obtidas recursivamente
por aplicagao sucessiva de uma func¢ido muito simples, abaixo denotada por
h. A funcao iteradora correspondente possui ordem de convergéncia p =
2/, pelo que o conjunto de iteradoras ¢’, para j > 1 representa funcdes
aproximantes de m, com ordem tdo elevada quanto se queira.

Denotando por u a fungao

u(z) =14 x/2+ cos(x/2) — sin(z/2), (13)
a fungdo iteradora de Newton escreve-se como
9(x) = 2u(x), (14)

exprimindo o facto de que quando g(z) é aproximante de 7, entdao u(zx) é
aproximante de 7/2, e reciprocamente.
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Atendendo a que
9°(z) = g(g(x)) = 2u (2u())
9°(z) = g(g*(2)) = 2u (2u(2u(z)))

definindo uma funcao auxiliar A,
h(x) = 2u(x), (15)

resulta que a funcao iteradora composta ¢’, pode ser obtida recursivamente
uma vez definida a funcdo h dada em .

Assumindo ja em memoria a fungao f, dada em (|11}, segue-se pseudocdédigo
para as fungodes u, em , e para a funcdo auto composta associada g7,
com j > 1. No pseudocddigo a seguir, o simbolo & < x significa que o valor
em memoéria x é atribuido a varidvel Z.

Funcao u

Input:

x;
prec; (* precisdo a adoptar na aritmética de computador *)

T4 (* x representado com precisao prec *);
T X / 2;
Output:
1+ 21 + cos(z1) — sin(zq) .
Funcéao ¢’
Input:
x;
prec (* precisdo a adoptar na aritmética de computador *);
Jj (* 7 > 1, ordem da auto composigao de g *);
T4 x (* & representa x com precisao prec *);
To < T (* xo é valor inicial *);
Repetir j vezes:
y < 2u(xp);
To < Y3
Output:
Y.
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A introducédo da funcéo h, dada em , representada pela variavel y no
pseudocddigo anterior, bem como o recurso a comandos recursivos como
Nest do sistema Mathematica, em conjugacdo com programacio dindmica,
permitem-nos calcular rapidamente expressoes simbélicas de g/, para j ele-
vado, dentro das possibilidades de memoria disponivel. De outra forma, as
expressoes de g7, calculadas directamente por auto composicdo a partir de
, tornar-se-ifam de tal modo complexas que o seu tempo de céalculo e
ocupacao de memoria seriam proibitivos.

No Anexo encontra-se cédigo Mathematica para as fungoes g, ¢ e W,
W7, traduzindo a recursividade que anteriormente descrevemos.

3.1.1 Férmulas aproximantes de m pelo método de Newton

Passemos a ilustrar o processo recursivo descrito no Pardgrafo 3.1, no caso
particular da fungao g ser a fungao iteradora de Newton. Apés g(z) = 2u(x),
a primeira funcao aproximante de Newton do niimero 7, expressa em termos
da funcio u dada em , é a seguinte:

g*(x) =4+ 2x+2cos(x/2) + 2 cos(u(z)) — 2 sin(z/2) — 2sin(u(x))
=2 [1 4 u(z) + cos(u(x)) — sin(u(x))] .

(16)
Denotando por v a funcao
v(x) =1+ u(x) 4 cos(u(z)) — sin(u(z)), (17)
a composta de Newton ¢® pode escrever-se como
¢ (x) =2 [1 + v(z) + cos(v(x)) — sin(v(z))] . (18)

A funcao anterior é a mesma que se obtém auto compondo trés vezes a fungao
dada em , do que resulta explicitamente a seguinte férmula aproximante
de
¢@(x) =6+z—2sin(x/2) + 2cos(z/2)
+2cos(x/2 — sin(x/2) + cos(z/2) + 1)
+2 cos(x/2 — sin(z/2) + cos(x/2)
+ cos(z/2 — sin(x/2) 4 cos(z/2) + 1)
—sin(x/2 — sin(z/2) + cos(x/2) + 1) 4 2)
—2sin(z/2 — sin(x/2) + cos(z/2) + 1)
—2sin(z/2 — sin(x/2) + cos(z/2)
+ cos(z/2 — sin(x/2) 4 cos(z/2) + 1)
—sin(z/2 — sin(z/2) 4+ cos(x/2) +1) +2) .
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Dada a complexidade da férmula anterior e a sua potencial instabilidade
numérica, ela ndo serd usada directamente. Para obtencdo de uma férmula
equivalente, sera adoptado o esquema recursivo anteriormente descrito o
qual, como se disse, sera ttil para calcular as funcées auto compostas, g7,
para j > 2, algumas das quais sdo apresentadas a seguir.

Uma vez que as férmulas associadas a ¢’/(z) se destinam a aproximar
7 € [3,4], em particular comegaremos por utilizar o ponto inicial z = 3,
registando os resultados numéricos que resultem de um pequeno nimero de
iteragdes de ¢/ (3).

Por exemplo, é mostrado na Tabela [I} o niimero « de digitos decimais cor-
rectos do valor obtido mediante auto composicao de cada uma das fungoes
¢/, com 1 < j <4, e anotada a respectiva ordem de convergéncia na tltima
coluna tabelada. '

Denotando por w o valor da quarta iterada de ¢/, w = g}(3), o nimero «
pode ser calculado pela expressio a = 1 + |—1logy(|¢/ (w) — wl)], uma vez
que sendo ¢7 funcdo iteradora de convergéncia supralinear, é bem conhecido
que o erro absoluto de w é (muito bem) estimado por |¢/(w) — w|. Na
expressao de « anterior |--- | denota a fungao parte inteira superior.

Os célculos foram efectuados comecando por fixar a precisao do ponto inicial,
r = 3, mediante a instrucdo SetPrecision[3,1075]. A precisao adoptada
foi aqui fixada em 105 porquanto o ntmero final calculado, g3(3), possui
um namero de casas decimais correctas dessa ordem de grandeza, pelo que
ndo terd interesse considerar uma precisao menor do que a prefixada. Re-
lativamente a precisdo a adoptar no calculo de sucessivas iteradoras auto
compostas, o preco a pagar quanto ao tempo de execugdo é decisivo. Por
exemplo, a Tabela[I] foi calculada em 3.9 seg, enquanto a Tabela [2] demorou
85.7 seg.

Os resultados numéricos, ao passarmos do ponto inicial x = 3 ao ponto
x = 3.14, sugerem estabilidade das formulas utilizadas, uma vez efectuado
um ajustamento apropriado da precisdo de calculo. Assim, tomando para
valor inicial x = 3.14 e fazendo SetPrecision[3.14,1076], mostra-se na
segunda coluna da Tabela [2] o nimero de digitos decimais correctos dos
valores calculados. Uma vez que, tal como era de esperar, se observa um
incremento do niimero de digitos correctos calculados para as aproximacoes
de 7, por iteracdo de cada uma das funcdes ¢’ consideradas, concluimos
que as férmulas usadas para tais fungoes sdo estaveis para os valores iniciais
usados.

O leitor podera testar as fungoes iteradoras propostas escolhendo outros
pontos iniciais no intervalo [3, 4].
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¥ Q ordem
1 23 2
21 373 4
3| 5965 8
4195434 16

Tabela 1: o é o nimero de digitos decimais correctos da quarta iterada gZ(S).

J o ordem
1 54 2

2| 870 4

3] 13926 8

4| 222822 16

Tabela 2: a é o niimero de digitos decimais correctos da quarta iterada 91(3. 14).

Mostra-se a seguir (parcialmente) o niimero w = g} (3.14) calculado aquando
da Tabela [2, apresentando apenas os seus primeiros 20 digitos iniciais e 20
digitos finais (dos 222 822 digitos correctos do respectivo valor aproximado

de 7):
w = 3.1415926535897932384 - - - 74986013697679794276 .

Uma vez que o sistema Mathematica nos da o niimero 7 com precisao arbi-
traria, pode verificar-se que

T—wr~ —2.8 x 107222822,

confirmando que o valor calculado por meio da funcao iteradora em causa
possui, de facto, 222 822 digitos correctos.

3.1.2 Férmulas aproximantes de m pelo método de Wegstein

A fungdo auxiliar u, dada em (13), u(z) = 1+ /2 + cos(z(2) — sin(z/2),
é agora utilizada a fim de se obter uma versdo numericamente estavel da
iteradora de Wegstein e respectivas auto compostas.

Efectuando simplificagoes das expressdes que resultam das férmulas a
@, quando se considera a funcao f dada em , a funcdo W respectiva
pode escrever-se na forma

W) = 22 (19)

onde
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J « ordem
11 39 3

2| 1066 9
3128790 | 27

Tabela 3: o é o ntimero de digitos decimais correctos da terceira iterada Wg (3).

J « ordem
1] 92 3

2| 2479 9
3166924 | 27

Tabela 4: a € o nimero de digitos decimais correctos da terceira iterada Wg (3.14).

p(z) =4+ (x+4) (u(z) — (1 +2/2)) — 2 sin(z) + = (sin(u(z)) — cos(u(x)))
e q(z) =u(z) — (1 + x/2) + sin(u(z)) — cos(u(z)).

Cédigos Mathematica para definir esta funcao, bem como para as funcoes
compostas W7 que dela resultam, é dado no Anexo pressupondo que os
calculos sdo efectuados fixando previamente uma certa precisdo prec.

Na segunda coluna da Tabela 3] apresenta-se o nimero « de digitos correctos
obtidos, partindo de x = 3, sendo prec = 10°. Na Tabela [4] sdo mostrados
os resultados para z = 3.14 e prec = 10°. Em ambos os casos ndo se
efectuaram mais do que trés iteragoes pois, caso contrario, seria necessario
aumentar a precisdo dos célculos para prec > 105, o que é inaceitavel em
termos do tempo de execugao.

Quanto a funcdo de Wegstein , inspecionando a segunda coluna das
Tabelas 3 e 4, confirma-se que na passagem de W7 a WJt! para 1 < j < 3,
o nimero de digitos correctos é aproximadamente multiplicado por 27 = 33,
dado que a iteradora W de base é de ordem 3 de convergéncia, conforme
provado na Proposicao H& portanto melhoria dos resultados numéricos
relativamente a iteradora de Newton, como se esperava.

4 Conclusoes

Para responder a questdao de saber se o método de Wegstein é vantajoso
relativamente ao método de Newton, mostramos que, de facto, o método de
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Wegstein pode ser usado para melhorar os resultados do método de New-
ton aplicado a funcdo f(z) = tan(z/4) — 1, quando o objectivo consiste em
obter valores aproximados de alta precisao do ntimero 7w, mediante formu-
las estéveis das fungoes iteradoras de Newton/Wegstein auto compostas. O
resultado tedrico expresso na Proposicao [2.1] reflecte-se nos resultados nu-
méricos obtidos nos pardgrafos[3.1.1]e[3.1.2] onde se confirma a convergéncia
cibica da funcao iteradora de Wegstein.

Evidentemente, poderiamos também considerar composicdes entre outras
fungoes iteradoras g, e as correspondente iteradoras de Newton/Wegstein,
e analisar as féormulas aproximantes de 7 dai resultantes. Todavia, nesta
nota, cingimo-nos apenas a auto composi¢ado de cada uma dessas duas fun-
¢oes iteradoras de base, por ser o processo mais Obvio de se obter fungoes
iteradoras de ordem arbitraria. Além disso, no caso da funcao f adoptada,
foi possivel construir um processo recursivo para as nossas iteradoras auto
compostas, tal como como descrito no Paragrafo 3.1 e seguintes.

5 Anexo (cédigo Mathematica)

5.1 Para iteradoras de Newton
flx_] Tan[x/4] - 1;
ulx_] ulx] = (xx = SetPrecision[x, prec]l; xl = xx/2;
1 + x1 + Cos[x1] - Sin[x1]);
(* iteradoras auto compostas: *)
gli_, x_]1 := glj, x] = (xx = SetPrecision[x, prec];
Nest[2 ul#] &, xx, j1);

(* teste : %)
niter = 4;

prec = 1075;
jmax = 4;
Timing[

tab = Table[xx = SetPrecision[3, prec];
v = Nest[glk, #] &, xx, niter]; {k, Short[v, 0.6],

1 + Floor[-Logl0[Abs[glk, vl - v]111}, {k, 1, jmax}];
Grid[tab, Frame -> All]]

5.2 Para iteradoras de Wegstein

(* iteradora de Wegstein *)

Wlx_] W[x] = Block[{xx, a, u, am, v, dif, p, q},
xx = SetPrecision[x, prec];
a = xx/2; am = 1 + a;
u = am + Cos[a] - Sin[al;
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v = u - am;
dif = Sin[u] - Cos[ul;
p=4+ (xx +4) v - 2 Sin[xx] + xx dif; (* numerador *)
q = v + dif; (* denominador *)
p/al;
Wll, x_1 := W[x]l; (% iteradoras auto compostas *)
Wik_, x_ 1 := Wik, x] = WlW[k - 1, x1];
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O METODO DE DIOFANTO E A CURVA a’ = b°
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Resumo: A curva descrita pelos pares (a,b) no plano tais que a, b > 0,
a # b e a’ = b® é parametrizivel pelos declives 0 < t # 1 do feixe de rectas
de equacoes cartesianas y = tx, o que permite descrever facilmente os pontos
do traco desta curva cujas coordenadas sdo ambas nimeros algébricos, ou
inteiros algébricos ou racionais. Em particular, uma tal parametrizagao
fornece um método simples de encontrar coordenadas de pontos desta curva
que s&0 numeros transcendentes.

Abstract: The curve described by the pairs (a,b) in the plane satisfying
a,b >0, a # band a® = b* is parameterizable by the slopes 0 < t # 1
of the straight lines whose Cartesian equations are given by y = tx. This
information allows us to easily detect those pairs whose coordinates are
algebraic over the field of the rational numbers, or are algebraic integers,
or else are both rational. In particular, such a parametrization provides
a simple criterium to find coordinates of points of this curve which are
transcendental numbers.

palavras-chave: Numero algébrico sobre Q; inteiro algébrico.

keywords: Algebraic number over Q; algebraic integer.

1 A equacdo a’ = 0% para a, b >0

Para que valores reais de a,b > 0 se tem a® = b*? A igualdade é 6bvia
quando a = b. Para valores distintos de a e b, se reescrevermos a equagao
a® = b como as = bé e esbogarmos o grafico da fungdo x > 0 — f(x) = {E%,
ilustrado na Figural[l] teremos uma ideia aproximada dos valores da imagem
de f que sdo obtidos mais do que uma vez (e, nesse caso, exactamente duas
vezes).

! MC tem sido financiada pelo CMUP (UID/MAT/00144/2013), que é suportado fi-
nanceiramente pela FCT com fundos nacionais (MEC) e europeus, através dos programas
FEDER e no ambito do acordo PT2020. Os autores agradecem ao revisor os comentarios
e sugestoes.

2 Este artigo foi escrito no &mbito do Programa Novos Talentos em Matemdtica, da
Fundagdo Calouste Gulbenkian.
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Fig. 1: Grafico da funcao f.

3

Esta fungdo tem um maéaximo global e%, atingido apenas em x = e, e é
estritamente crescente em |0, e[ e estritamente decrescente em |e, +00[. Além
disso,
. _ nt+ : 1t
mlggh f(z)=0 e :EETOO flz)=1".
Logo, cada recta horizontal y = ccom 1 < ¢ < e (e s6 para estes valores
de ¢) intersecta o grafico de f em dois pontos cujas abcissas determinam
dois reais positivos distintos a e b tais que as = b%, ou seja, a® = b%. Mais
precisamente, dado ¢ € ]1,(3%[, existe um e um s6 b > e tal que f(b) =
bi = c; se agora resolvermos a equagao as = ¢ com a incégnita a € |1, €],
determinamos o outro valor a do dominio de f tal que f(a) = f(b) =c.
Para descrever o lugar geométrico de tais pares (a,b) com a # b, usemos
o feixe de rectas y = tx com declive t € R\ {1} que, como um radar, permite
detecta-los no 1° quadrante de R? (veja-se em [2] outra instdncia em que
este método, atribuido a Diofanto, é usado). Para cada t, determinamos
a interseccao das condigoes y = tx e x¥ = y* resolvendo em conjunto as
equagoes

1 t
Obtemos entdo x! = tz, logo x = t7-1; e, como y = tx = x!, tem-se y = t-1.

As solucoes descrevem a curva o em RT x RT, cujo traco estd esbocado na
Figura |2L parametrizada por

arteRM\{1} — (t71,t71).
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Observe-se que o traco de «, que designaremos por T, é simétrico relativa-
mente & bissectriz do 1° quadrante (a semirecta de equacdo y = x, = > 0)

uma vez que, se fixarmos ¢t > 0 e o par correspondente «(t) = (as,by) =
(tﬁ,tﬁ) de «, entao % determina o ponto a(%) = (bt,a;) da mesma
curva. Além disso, a(t) converge para (e, e) quando ¢ tende para 1. Note-se
ainda que as coordenadas dos pontos desta curva sdo ambas estritamente
maiores do que 1, propriedade que resulta de sé surgirem tais pares com
abcissas no subconjunto |1, +o00[ do dominio da funcao f.

Se a T, juntarmos a semirecta {(a,a) : a € R*}, obtemos o conjunto
X de todos os pares (a,b) € RT x RY tais que a® = b®. Os conjuntos Ty, e
X estao representados na Figura (Esta figura consta do artigo [I], onde

se analisaram as solugdes reais e complexas da equacio a® = b%.) Os dois

8

Fig. 2: Os conjuntos 7, e X.

ramos de X intersectam-se precisamente no ponto (e, e) e dividem RT x R
em quatro regides em cada uma das quais o sinal da diferenca a® — b?, que
varia continuamente com a e b, se mantém constante. Em particular, como
a recta vertical x = e s6 intersecta as regides em que este sinal é positivo
(uma vez que sdo graficos de fungoes, 7, e X intersectam cada recta vertical
quando muito uma vez), concluimos que, para todos os valores de 0 < x # e,
se tem e > x¢ (por exemplo, ™ > 7°).

Designemos por A o conjunto de niimeros reais algébricos sobre Q e por
Az o seu subconjunto dos inteiros algébricos (defini¢oes na Secgao . (0)
objectivo deste texto é o de localizar pontos de 7, cujas coordenadas sejam
ambas racionais, ou ambas nimeros algébricos. Recorde-se que, uma vez
que o ponto do trago de « determinado por % é (bt,at), bastara analisar
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estas coordenadas para t € ]0,1[. A tabela seguinte resume o que de mais
relevante aqui se provara sobre as coordenadas dos pontos (a¢, b;) de 7, para
valores de t € |0, +oo[\{1}:

1. (at, by) tem ambas as coordenadas algébricas se e s6 se t € QT \ {1}.

2. (a¢,by) tem ambas as coordenadas racionais se e s6 se t = = ou
t = n+1

n

para algum n € N.

3. (at, by) tem ambas as coordenadas inteiras algébricas se e s se t = 1/n
out =n para algum n € N\ {1}.

[ 0<t<l1 [ Dominio a que pertence (as, b¢) | a [ b ]
w  (meN) Ax A (;)% (=)™
w1 (el 2xQ (=)™ ] ()"

# (meN, m>1) Az x Ay = e
3 Nx N 4 5

Em particular, resulta deste estudo que, quando a é um natural maior do
que 1 e b é um real positivo tal que a® = b%, entdo a = b ou {a,b} = {2,4}
ou b é um nimero transcendente.

2 O corpo A dos nimeros algébricos

Um ndmero real diz-se algébrico sobre Q (ou, simplesmente, algébrico) se for
zero de um polinémio nao nulo com coeficientes racionais. Por exemplo, os
ndimeros racionais sao algébricos (pois a fraccao irredutivel 17;7 compeZe

q € N, anula o polinémio gz —p); v/2 é algébrico uma vez que é raiz de 2% —2;
e V2 4 /3 também ¢é algébrico ja que é zero do polinémio x* — 1022 + 1:

(V2+v3)" = 5+2v6
(V2 + V32 —5)°
(Va+v3) ~10(va+v3) +1 = o

24
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O grau de um namero algébrico z é o menor natural n tal que z é zero de
um polinémio nao nulo com coeficientes racionais e grau n. Por exemplo, os
racionais sao os algébricos de grau 1; v/2 tem grau 2; v2 + /3 é de grau 4.

Parece dificil demonstra-lo, por a nogdo de niimero algébrico depender
de propriedades da familia dos polinémios, mas o conjunto dos ntmeros
algébricos sobre Q com a soma e produto usuais forma um corpo, que de-
signaremos por A, que até é fechado para a operacgao de exponenciagido por
poténcias racionais. Demonstracoes detalhadas destas e de outras proprie-
dades de A podem ser lidas em [12] ou [14]. Resumiremos aqui o essencial
deste argumento. Consideremos z,w € A, e sejam

PizeRe=cpa"+---+cx+e ¢ Q:zeR = dpa™+---+dix+do

dois polinémios nao nulos com coeficientes racionais que se anulam, respec-
tivamente, em z e em w. Entao:

1. Se P~ é o polinémio definido por z € R — P(—z), entdo P~ tem
coeficientes racionais (os mesmos de P, a menos de sinal nas parcelas de
grau fmpar) que se anula em —z. Assim sendo, —z é algébrico.

2. Se z # 0 e P tem grau n, com coeficiente ¢c; € Q de 2 para cada
j€40,1,--- n}, seja P~ o polinémio

2" P(1) sex#0
Cn sex =0

xER'—)'P+(m):{

Entdo, P~ tem coeficientes racionais (os mesmos de P, mas ¢; é agora
coeficiente da poténcia "7, para 0 < j < n) que se anula em % O que

confirma que % é algébrico.

3. Sejam k € N, k > 2, e P" o polinémio 2 € R — P(zF). Entdo, P" é
também um polinémio de coeficientes racionais (os de P) que se anula em
{/z. Logo ¥/z é algébrico. Note-se que esta raiz é um nimero real para
todo o natural impar k e, se k é par, quando z > 0.

4. Suponhamos que os graus dos polinémios P e Q sdo n e m, respectiva-
mente. Entao, existem racionais (ci)ie{0’17,..7n} e (dj)je{ml,m,m} tais que

M =cp12" ezt e W =dpyo 1w 4+ dyw + dy. (1)

Multiplicando a primeira igualdade de por z, concluimos que 2”1 é
também combinacdo linear finita sobre o corpo Q de {1,z2,...,2""!}. Por
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k

inducdo finita, deduzimos que, para todo o k € N, a poténcia z" é com-

binacdo linear finita sobre Q de 1,z,...,2" '. Analogamente se conclui
que w¥ é combinacio linear finita sobre o corpo Q de {1,w,...,w™ '},
para todo o k£ € N. Mais geralmente, todos os elementos do conjunto
{1,z +w,(z +w)?,...,(z + w)"™} sdo combinagdes lineares finitas sobre
Q das nm parcelas z*w’, com i € {0,1,...,n—1} e j € {0,1,...,m — 1}.
Desta forma, temos mn + 1 vetores num subespaco vectorial sobre o corpo
Q gerado por mn vetores. E, portanto, esses mn+ 1 vetores sdo linearmente
dependentes sobre Q. Ou seja, existem racionais eg, . . . , €y, N0 todos nulos
tais que eg + e1(z +w) + -+ + emn(z +w)™ = 0. O que prova que z + w é
algébrico.

Analogamente, as poténcias {1, zw, (zw)?, ..., (z2w)™"} sdo combinacdes
lineares finitas sobre Q das nm parcelas 2! w’, parai € {0,1,...,n—1}ej €
{0,1,...,m — 1}. Consequentemente, estes mn + 1 vetores sao linearmente
dependentes sobre Q. Isto é, existem racionais Ey, ..., F,,, ndo todos nulos
tais que Ep + Ej zw + - - - + By (2w0)™ = 0. Logo zw é algébrico.

2.1 O anel A7 dos inteiros algébricos

Um ntimero real diz-se um inteiro algébrico sobre Q (ou, simplesmente, um
inteiro algébrico) quando ¢é algébrico e zero de um polinémio ménico com
coeficientes inteiros. Por exemplo, cada niimero inteiro z € inteiro algébrico
(por ser zero do polinémio x € R + x — 2); /3 também, ji que anula o
polinémio 22 — 3; e /2 + 1, que anula o polinémio (z — 1) —2 = 23 —
322 + 32 — 3, também é inteiro algébrico. O conjunto dos inteiros algébricos,
que designaremos por Az, forma um anel com a soma e produto usuais, que
também é fechado para a operacao de exponenciagao por poténcias racionais.
Relativamente aos argumentos de (1) e (3) da subsecgdo anterior, temos
apenas de observar que, se P é ménico e tem coeficientes inteiros, entdo o
mesmo vale para os polinémios P~ e P". Quanto a P~ o argumento de (2)
nao funciona, a nao ser que ¢y seja =1, pois ¢y é o coeficiente de ™ em P~.
Por exemplo, apesar de 2 ser inteiro algébrico, o racional % nao o é porque
os zeros racionais de qualquer polinémio moénico com coeficientes inteiros
sdo numeros inteiros (a propdsito, veja-se o inicio da Seccao @
Finalmente, o argumento de (4) também nao se apropria pois Z nao é
um corpo. Contudo, é ainda verdade que, se z e w sdo inteiros algébricos,
entdo zw e z + w também o sdo. Sejam P:x € R — 2" +---+cix+c¢o e
Q:zeR +— ™+ 4+dix+ dy dois polinémios ndo nulos com coeficientes
inteiros que se anulam, respectivamente, em z e em w. As fungdes P e Q
sdo os polinémios caracteristicos de duas matrizes quadradas A e B com
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entradas inteiras, nomeadamente

000 - 0 c 00 0 0 do
100 - 0 ¢ 100 0 dy
A= 010 - 0 o e B=|010 0 dy
00 - 0 1 cpg 00 -+ 0 1 dpy

Formemos o produto de KroneckerEl entre as matrizes A e B; obtemos uma
matriz quadrada A ® B, de dimensdes mn X mn, cujo conjunto de valores
préprios contém zw. Além disso, como a matriz A® B tem entradas inteiras,
o seu polinémio caracteristico é nao nulo, moénico e tem coeficientes inteiros,
0 que prova que zw € inteiro algébrico. Analogamente, se considerarmos a
soma de Kronecker A ® Idyxm + Idnxn @ B, onde Idy designa a matriz
identidade com k linhas, que tem entradas inteiras e z+w como valor préprio,
concluimos que z + w é inteiro algébrico.

Por exemplo, consideremos z = v/2, w = /5, P(z) = 22 — 2 e Q(z) =

z3 — 5. Entdo
0 0 5
a=(05) om0
010

e o produto zw é valor préprio da matriz

00000 10
00020 0
0000 20

A®8B=110 10500 0
100000
010000

O polinémio caracteristico de A ® B é 2% — 200, cujas raizes reais sio preci-
samente /2 /5. No Capitulo VI de [I4] pode ler-se um outro argumento,

30 produto de Knonecker de duas matrizes C = (Cij)i:l,m s j=1,.m € D =
(dkf)k:17»~-,p; j=1... o com dimensGes m X n e p X ¢, é a matriz C ® D que tem mp
linhas e ng colunas e cujas entradas sdo dadas por eg, = c¢;; dke, onde 8 = p(i — 1) + k
en=gq(j—1)+ £ Por exemplo, o produto de Kronecker entre uma matriz C' quadrada

2 X 2 e uma matriz D que seja 3 X 2 é a matriz 6 X 4 representada por

011D ClzD )

Ceb= ( ca1 D ca2D
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usando fungoes simétricas, para demonstrar que Az, com a soma e produto
usuais em R, é um anel.

22 R\ A

O conjunto dos ndmeros algébricos sobre Q é infinito (pois contém Q) e
numeravel, uma vez que os seus elementos sdo os da unido numeravel, inde-
xada por k € N e por (co,c1--- ,cx) € QF x (Q\ {0}), dos conjuntos (finitos)
dos zeros dos polinémios de grau k com coeficientes cg,cq--- ,cp. Como a
unido de dois conjuntos numeraveis é numeravel e R nao é numerével (pode
ler-se o argumento de Cantor que prova esta dltima afirmacdo no primeiro
capitulo de [I3]; uma outra demonstracdo consta de [3]), o complementar
de A em R, formado pelos nimeros transcendentes, é nao vazio. Nao é ficil
exibir exemplos concretos de nimeros transcendentes, e é, em geral, bastante
dificil provar que um nimero em particular é transcendente. Na verdade,
ainda ha nimeros reais sobre os quais nao se sabe se sao irracionais, quanto
mais se sdo transcendentes. A dificuldade estd na definicdo deste tipo de
numeros: para se provar que um numero é algébrico basta encontrar um
polinémio nao nulo de coeficientes racionais de que o ntimero seja raiz; pelo
contrario, para se garantir que um nimero ¢é transcendente ha que confirmar
que ele ndo anula nenhum polinémio ndo nulo de coeficientes racionais, e esta
familia é vasta. Por isso, sdo tteis os critérios expeditos de verificacdo da
algebricidade de um nimero, alguns dos quais mencionaremos brevemente
de seguida.

Liouville apresentou em [I0] uma outra prova da existéncia de nimeros
transcendentes e o seu argumento permite construir exemplos destes niime-
ros. Liouville demonstrou que, para qualquer nimero real algébrico z de
grau n > 1, existe um natural M tal que, para todos os inteiros p e ¢ > 0,
se tem
c2ls L

ql Mgq"

Daqui resulta que, se um real z for irracional e, para todo o natural m, exis-

tirem inteiros p e ¢ > 1 tais que ‘z — %’ < qu entdo z é transcendente. Tais
z’s muito bem aproximados por racionais chamam-se nimeros de Liouville.

De facto, suponhamos que um tal z é algébrico de grau n (sendo n > 1 por
1
M g™

todos os inteiros p e ¢ > 0. Tome-se, porém, um natural k£ tal que

ok > on g

z ser irracional). Entao existiria um natural M tal que ‘z — %‘ > para

que existe porque N nao é majorado, e verifica k > n por M ser um natural.
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Sendo z um nimero de Liouville, existem inteiros p e g > 1 tais que

e, portanto, devemos ter qik > W, ou seja,

M > gfi=n > 2k >

Esta contradicao indica que nimeros como os de Liouville ndo podem ser
algébricos.

Com este critério, Liouville gerou o primeiro ntmero transcendente co-
nhecido: L = Z] 1 10],. Este ntimero ¢ irracional, uma vez que tem uma
dizima infinita ndo periddica, e, dado um natural m, se considerarmos os

inteiros ¢ = 10™ e p = ¢ > it 10J" obtemos
p 400 m +oo 1 400
‘L — q’ = Z O]I Z 0]' — ' Z 10]1 10(m+1 Z
: : ]:m+1 :

10 10m 1

1
10(m+1)! < 10(m+1)! = 1gm(m)! qim
E, portanto, L é um ntimero de Liouville, logo transcendente.

O conjunto £ de ntmeros de Liouville é residual (isto é, intersecgao
numerével de abertos densos) de R, logo é denso em R. Contudo, tem
medida de Lebesgue nula: dado £ > 0, existe uma sucessao de intervalos
(In)pen tal que 32720 || < e e

ccl In

neN

Pode ler-se mais informacao sobre £ nos capitulos 3 e 7 de [12].

Usando outro tipo de argumento, em 1873 Hermite [7] provou que e
é transcendente e, pouco depois, Lindemann [9] e Weierstrass [16] gene-
ralizaram esse método, demonstrando que 7 é transcendente, assim encer-
rando o celebrado problema sobre a impossibilidade de construir, com régua
nao graduada e compasso, um quadrado com area igual a de um circulo.
Por estas referéncias, ficamos a saber que sdo também transcendentes os
nimeros

e ¢% sen(z), cos(z), tg(x), para todo o nimero algébrico x # 0;
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e log(x), arcsen(x), arccos(z), arctan(z), para todo o niimero algébrico
x ¢ {0,1} do dominio destas fungoes.

Estes dois resultados sao casos particulares de um teorema posterior,
provado em 1934 por A. O. Gelfond [6] e, independentemente, através de
uma solugao mais elementar, em 1935 por Th. Schneider [I5]. Na referéncia
[12] pode ler-se uma demonstracdo primorosa do que é agora conhecido
como Teorema de Gelfond-Schneider. Estes autores resolveram o sétimo
problema proposto por Hilbert [8] e criaram um gerador simples de nimeros
transcendentes. Ora acontece que os nimeros associados & equacdo a® =
b® se encaixam muito bem nesse teorema porque ele garante que, se a,b
sdo niimeros algébricos, a ¢ {0,1} e b € R\ Q, entdo a® ¢ transcendente.
Este resultado prova que, por exemplo, sao transcendentes os nimeros 2‘/5,
log,(2), €™; e os que analisaremos neste texto.

Todavia, sobram ainda reais a que nenhum destes teoremas, ou outros,
se aplica, como 2° ou 7 + e. Neste contexto, é curioso referir um resultado
de Mahler (veja-se [I1] ou [4]) que prova, em particular, que se f é a fungao
r€e€R — f(z) = %, entdo € transcendente o nimero cuja dizima é

0.f(1) f(2) -+ f(n) -+ = 0.1361015- - - .

3 Aequacdon”=z",parancN\{l} exeR

Fixemos um natural n > 1. Na Seccao [1| verificAmos que a equacao n* = x"
tem duas solugoes positivas, nomeadamente z1(n) = n e za(n) = tﬁ, sendo
t o tnico real de ]0,1[U {2} tal que n = tr (cf. Figura . Em particular,
x2(2) =4, x2(4) =2 e x2(n) € |1,e[ se n > 3, sendo lim,,_, ;o Ta(n) =17.
Mas, ao contrario do que acontece com a equacio geral a® = b* em que, para
nos mantermos no dominio dos reais, precisamos que a e b sejam positivos,
a equagdo n® = z" também é vilida para x € | — 00,0[ e, dependendo
da paridade de n, pode ter solugdes neste intervalo. A Figura [] mostra
a existéncia de uma tal solucdo negativa quando n = 2; na mesma figura
a direita podemos notar por que nao existem solucbes negativas quando
n = 3. Mais geralmente, quando n é impar, a igualdade n* = x™ nao é
verificada por nenhum real negativo uma vez que, se z < 0, temos " < 0 e
nt = ezlogn > 0.

Suponhamos agora que n é par e consideremos as fungoes

FizeR —w n® e G:zeR — 2"
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1

Fig. 3: Gréfico da funcdo t +— t#-T1.

Entao, por n ser par, temos

(F-9)(-1) = l—(—1)"=%—1<0

(F—G)(0) = 1050

e, portanto, como F — G é continua, pelo Teorema do Valor Intermédio
existe um zero da fungdo F — G em | — 1, 0[; ou seja, existe um real negativo
z3(n) € ] —1,0[ tal que n®3(™ = (x3(n))™. Por outro lado, a derivada de
F — G é dada por

reR — (logn)n®—nz"!
funcdo que, como n — 1 é natural impar, é positiva no intervalo | — oo, 0[.
Consequentemente, a restrigdo a | — 0o, 0] da fungdo F — G é injectiva e, por
isso, o zero x3(n) em | — 00, 0] de F — G é tinico.

Observe-se, finalmente, que para n par se tem (z3(n))" = (—xz3(n))" e

log n
n

Logo, como lim,,_ 4 oo =0ex3(n) € |—1,0] para todo o n par, devemos
ter

n paul“H—I>1 +00 .’L’g(n) =L
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2

Fig. 4. Graficos das fungbes * € R — z°ex € R — 2% e, a direita,

reER — 23exreR — 37,

3.1 Irracionalidade de z3(n), 1 2.4 € de 23(n), par

Fixemos um natural n > 1. No que se segue, verificaremos que z2(n) é
irracional quando n # 2,4 e que, para n par, x3(n) é sempre irracional.
Comecemos por analisar o caso de z2(n). Recorde-se que, para n > 3,
x9(n) estd em |1, e[; em particular, xo(n) é um inteiro se e s6 se xa(n) = 2,
0 que é equivalente a n = 4. Suponhamos que para algum valor de n # 4
se tem xo(n) racional. Se representarmos x2(n) pela sua fraccao irredutivel

%, onde p,q € N sao tais que mdc(p,q) = 1, a igualdade na = (%)” é
equivalente a nP ¢"? = p™, o que implica que ¢ = 1 por ¢ ser primo com
p. Temos entdo de resolver em Z = {z € N: z > 1} a equagdo n? = p".
Ora, é uma consequéncia simples do facto de a equagao n* = z™ s6 ter duas
solugdes, nomeadamente z1(n) = n e x2(n) € |1,¢[ se n > 3, que as Unicas
solugoes n, p € Z desta equagdo sao (n,n), (2,4) e (4,2). Logo, se n # 2,4,
o ntmero z2(n) é irracional.

Quanto a z3(n), que s6 existe quando n é par e estd no intervalo | —1, 0],
se, para algum valor de n, x3(n) fosse uma fraccao irredutivel —g, onde p, q €
N sao tais que mdc (p,q) = 1, entdo, como no caso anterior, concluirfamos
que p = 1 (logo ¢ > 1 pois x3(n) > —1) e que ¢ teria de ser solugdo da
equacao n = ¢"4. Contudo, para todo o par de nimeros naturais n,q > 1,
tem-se ¢" > n. De facto, é facil provar por inducao finita que, para todo o
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natural n > 1 se tem 2" > n: 22 > 2: e se, para um natural k > 1 fixado, se
tem 2* > k, entdo, como k > 1, 281 = 2% x 2 > 2k > k+1. Logo, para todo
o natural ¢ > 1 e todo o natural n > 1, temos ¢" > 2" > n. Assim sendo, a
equagdo n = ¢"¢ nao tem solugdes em Z e, portanto, x3(n) é irracional.

3.2 Transcendéncia de z5(n), £1,2,4 € de x3(n), par

J& sabemos que, para cada natural n > 1, a coordenada x3(n) do ponto
(n,z2(n)) do trago de « é irracional quando n # 2,4 e que, para n par,
x3(n) é sempre irracional. Mas podemos afirmar mais: estes niimeros sao
transcendentes. Estudemos z2(n), adaptando-se facilmente o argumento
para x3(n). Suponhamos, pelo contrario, que, para algum natural 1 <
n # 2,4, o nlmero xa(n) é algébrico. Entdo, como vimos na Seccao [2| a
poténcia (x2(n))"” também é um nimero algébrico. Contudo, n # 0,1, x2(n)
é irracional (veja-se a Seccao e, por hipdtese, x2(n) é algébrico. Logo,
pelo Teorema de Gelfond-Schneider, n®2(") é transcendente, o que nao é
compativel com a igualdade (z3(n))" = n*2("). Esta contradicdo indica que
x2(n) nao pode ser algébrico.

4 T7,Nn (QxQ)

J& sabemos que no traco 7, da curva a nao ha pontos (n,y) com n € N
ey € Q, com excepcao de (2,4) e (4,2). E quanto a pontos com ambas
as coordenadas racionais? Suponhamos que um tal ponto da intersecgdo do
trago de v com Q* xQ* é (a,b). Como vimos na Secgao|l] existe t € R*\ {1}
tal que a = a; =ti-1 e b= b, = ti=1. Ora, sendo a e b racionais e distintos,
o declive ¢ da recta que une (0,0) e (a,b) estd em Q* \ {1}. Pela simetria
do conjunto 7, relativamente & recta y = x, basta prosseguir a andlise no
caso em que a > €, sendo que entdo setem 1 <b<ee O <t <1.
n

Consideremos a fraccao irredutivel de ¢, digamos -, onde n,m € N,
n < m e mde(n,m) = 1. Entao
m m”in
e b= () .
n

m
m m—n
a=|—

n
Comecemos por notar que, se m —n dividir n e m, entao os expoentes de
em a e em b sdo inteiros e, portanto, a e b sdo racionais. Ora, como n e m
sdo primos entre si, para m —n dividir ambos os naturais n e m devemos ter
m —n = 1. Ou seja, para todos os valores racionais de t = 0s pontos

(2

~—

m
n

n_

L n+1’
1t ~ . .

(a,b) = (t =T, tt—1> do trago de a tém ambas as coordenadas racionais. Por

exemplo,
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neN | t=-"1= at:(i)n+1 bt:(i)n

1 i 4 2
2 27 9
2 3 T 1
3 3 254 64
4 81 27

Havera outros pares (a,b) € T, com ambas as coordenadas racionais?
Voltemos a expressao de a e b determinados por t = >, para n,m € N,
n < m e mdc(n,m) = 1. Note-se que, como b = ta e t é racional, basta
determinar para que valores de n e m pode a ser racional. Estando a em Q,
existem 7,5 € N tais que r > s, mdc(r,s) = 1 e a = £. Entao, elevando a
primeira igualdade de ao expoente m — n, resulta que

m m r m—n

n s )
Observe-se que, como n e m sdo primos entre si, tem-se mdc (m™,n™) = 1:
de facto, se p fosse um divisor primo de m™ e de n'™, entao dividiria n e

m; mas estes naturais sdo, por hipdtese, primos entre si. Analogamente se
conclui que mde (r™~",s™™") = 1. Entao as duas fracgoes

Tmfn

e
nm gm—n

sdo escritas em fraccao irredutivel do mesmo racional. Consequentemente,
devemos ter

m" =r""" e n™M=g"""

Mas entao existem naturais w, v tais que

sendo u > v porque n < m. Vejamos como encontrar tais u e v.

Como m > 1, para determinarmos u basta considerar a factorizagdo de
m em primos. Seja p um primo que divide m e surge na factorizacdo de m
com poténcia 8 € N. Entdo, como m™ = r™~ ", 0 primo p tem também de
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dividir r, ocorrendo na factorizacdo de r com uma poténcia maxima v € N.
Como a factorizagdo em primos é tnica, concluimos que

Bm =~ (m—n).

Ora m e m — n sdo primos entre si e, portanto, esta igualdade implica que
m — n divide B; isto é, existe d € N tal que 8 = d(m — n). E, portanto,
todos os primos da factorizagdo de m ocorrem em m com poténcia que é
divisivel por m — n. Entao, se m = p[fl . -pg’“ é a factorizacdo de m em
primos distintos e 3; = d; (m — n) para todo o i € {1,--- |k}, tem-se

d _ d _ d 4.\
eu = pcll1 e pZ’“. Um argumento andlogo permite concluir que ou n = 1,
caso em que v = 1, oun > 1 e se constréi v como u para m. Daqui resulta
que

onde, recorde-se, u > v e m —n > 1. Contudo, se m —n > 2, entao

m—-—n = u" "t —0""
_ m—n—1 m—n—2 m—n—2 m—n—1
= (u—v) (u +u vt uv + v
> m-n

uma vez que na soma de naturais u™ " + 0" 2y 4+ f ™2 4

v™ =1 ha m — n parcelas de niimeros naturais das quais pelo menos uma,
um "1 & estritamente maior do que 1. Consequentemente, devemos ter

m —n =1, ou seja,

n n+ 1\ n+ 1\"
t:77 a = e b: .
n—+1 n n

Note-se ainda que limy,, 1o t =1 ¢ limy o a =lim, 4 b=ce.

5 T.nN (AxA)

Dadas as propriedades que referimos na Sec¢ao [2 sobre o corpo dos niimeros
algébricos, sabemos que, para cada ntmero racional ¢ € R\ {1}, o par

a,b talquea:tt—%eb:t
(

1 t
Reciprocamente, suponhamos que o par (a,b) = (tﬁ,tﬁ) de T, tem

t o
—1 tem ambas as coordenadas algébricas.

ambas as coordenadas algébricas. Entdo devemos ter ¢t € Q, caso contrario,
pelo Teorema de Gelfond-Schneider, b = a’ seria transcendente.
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6 7,nN (Az x Az)

Comecemos por notar que Ay N Q = Z, uma vez que os zeros racionais de
um polinémio ménico z € R — 2" +c¢,_12" 4 - -+c12+co com coeficientes
¢; € Z,parai = 0,1,...,n, sao fracgoes irredutiveis % tais que r € Z, s € N,
mdc (r,s) = 1, s divide o coeficiente 1 de ™ e r divide cp; e, portanto, s = 1
e © =r ¢ um inteiro.

Consideremos um ponto (a,b) = (tﬁ,t%) de T, onde t €]0,1[, e
suponhamos que as suas coordenadas sdo inteiros algébricos (o argumento
é andlogo para t € ]1,400[). Entao, como vimos na Subseccao [5, o declive
t é racional, digamos, t =  com n,m € N, n < m e mdc(n,m) = 1.
Observe-se que, como a € inteiro algébrico, ¢~ ™ também é; além disso,

a™~™ é racional porque
m
1 \m—n m
am_n e <tt71) et _ .
n
Logo a™~™ ¢ inteiro, e portanto n = 1. Consequentemente, ¢t = % para

algum natural m > 2.
Reciprocamente, quando t = % para algum natural m > 2, o par (a,b) =

1t e P .
(ttfl,ttfl) tem coordenadas que sdo inteiros algébricos. Efectivamente,
neste caso,

m—1

a= mm e b= "Vm

e estes nimeros sdo, respectivamente, zeros dos polinémios ménicos de coe-
ficientes inteiros

Px)=z""1—m™ e Q)=z""'!—m.

Por exemplo,

m | t a,g—tﬁ by =tt-1 P Q

2 % 4 2 z—4 x—2
3|3 3v3 V3 2?2 —-27 | 22-3
4 | 1 44 ¥a 23 256 | 23 —4
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Resumo: Nesta breve continuagdo de um artigo anterior, relembramos a
nogao de uma superficie celular recortada (CCS), sendo uma superficie com
fronteira, que é cortada de uma maneira especificada para ser representada
no plano, e é composta de 0-, 1 - e 2-células. Obtemos invariantes de CCS sob
transformagoes semelhantes as de Pachner na estrutura celular, contando as
coloragoes das 1- e 2-células com elementos de um 2-grupo finito, sujeito a
uma condigdo de “planicidade falsa” para cada 2-célula. Essas invariantes,
que estendem as invariantes de Yetter para esta classe de superficies, também
sdo descritas numa configuracdo de TQFT. Um resultado do artigo anterior
relativo a fracdo de comutacao de um grupo é generalizado para o contexto
de 2-grupos.

Abstract: In this brief sequel to a previous article, we recall the notion of
a cut cellular surface (CCS), being a surface with boundary, which is cut
in a specified way to be represented in the plane, and is composed of 0-, 1-
and 2-cells. We obtain invariants of CCS’s under Pachner-like moves on the
cellular structure, by counting colorings of the 1- and 2-cells with elements of
a finite 2-group, subject to a “fake flatness” condition for each 2-cell. These
invariants, which extend Yetter’s invariants to this class of surfaces, are also
described in a TQFT setting. A result from the previous article concerning
the commuting fraction of a group is generalized to the 2-group context.

palavras-chave: Superficie celular recortada; TQFT; grupo finito; médulo
cruzado; 2-grupo; fracdo de comutacao.

keywords: Cut cellular surface; TQFT; finite group; crossed module; 2-
group; commuting fraction.
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1 Introduction

In our previous work [3] we studied invariants of a class of surfaces with
boundary, obtained by counting certain G-colorings of the 1-cells of the
surface, where G is a finite group. We called these surfaces cut cellular
surfaces (CCS’s), since they come equipped with a planar representation
which arises from cutting the surface along some 1-cells to get a simply-
connected planar region made up of 2-cells bounded by a circuit of 1- and 0-
cells (see Section 2 for the full definition). Such surfaces include triangulated
surfaces, but allow for a considerably more economical description in terms
of the number of cells needed. For instance, a triangulation of the 2-sphere S
requires at least four 2-cells, six 1-cells and four O-cells, whereas its minimal
representation as a CCS has just one 2-cell, one 1-cell and two O-cells (see
Section [2]).

The invariants that we studied in [3] involved counting the number of
so-called flat G-colorings of the 1-cells of the surface, i.e. assignments of el-
ements of G to the 1-cells of the surface, such that, taking into account the
orientation of the 1-cells, their product around the boundary of each 2-cell
equals 1¢g, the identity element of G. For a triangulated surface without
boundary, these invariants coincide with the Dijkgraaf-Witten invariants of
the surface [4]. They are invariant under simple moves on the cellular struc-
ture, namely subdividing or combining 1-cells and subdividing or combining
2-cells. We showed that these two types of moves generate the well-known
Pachner moves for triangulated surfaces. The invariants also behave well
under gluing of surfaces along shared boundary components and we showed
that they give rise to a topological quantum field theory (TQFT). See the
second section of our previous article [3] for an introduction to the notion
of TQFT.

The number of flat G-colorings for minimal CCS representations of some
elementary surfaces, like the sphere, cylinder, pants surface and torus, has
a group-theoretical significance, e.g. for the torus this is the number of
commuting pairs of elements of G. Using topological arguments we were
able to derive some group-theoretical properties, such as:

Proposition 1.1 The number of conjugacy classes of G is equal to the com-
muting fraction of G times the order of G.

We recall that the commuting fraction of G is defined to be the number of

commuting pairs of elements of G divided by the overall number of pairs.
The constructions in [3] were intended to pave the way for an analogous

approach using finite 2-groups, which is the subject of the present article.
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In Section Bl we recall the definition of a finite 2-group G, also known as
a finite crossed module. It consists of two finite groups G and H, a group
homomorphism from H to G, and a left action of G on H by automorphisms,
subject to two conditions.

We then define invariants of CCS’s (Def. B4]) which involve counting
the number of G-colorings of the surface, i.e. assignments of elements of
G to the 1-cells and elements of H to the 2-cells. These assignments, are
subject to a “fake flatness” condition, which reduces to the flatness condition
when the group H is trivial. We prove several properties of the expressions of
Definition B4l in particular that they are invariant under the aforementioned
two types of move on the cellular structure. For triangulated surfaces these
invariants correspond to Yetter’s invariants [10, 5]. In section dl we calculate
the invariant for some elementary examples.

In Section Bl we describe how the invariant behaves when gluing two
CCS’s together along a common boundary component, and use this to get
a TQFT for these surfaces. We focus on properties of the invariant for the
cylinder, and in Proposition 5.9 we obtain a generalization of Proposition [Tl
in the 2-group context. Finally, in the conclusions of section [B, we comment
on some features of the TQFT and give an interpretation for the invariants
in terms of the notion of groupoid cardinality.

To make this article self-contained, we have repeated some material from
[3]. We invite the reader to consult this previous article for fuller details
concerning a number of points.

To conclude this introduction we will say a brief word about notation.
When we wish to describe a linear map Z : V — W in concrete terms, we
may introduce a basis {e;},_; , of V and a basis {f;} m of W. Then
Z is represented by an m X n matrix [c;;], where

Z(e)) = cjif.
j=1

We will be using the suggestive physicists’ notation for the matrix elements
cji, namely:

j=1,...

cji = (fjlZ|ei).
2 Cut cellular surfaces

We will be considering surfaces with boundary, which are cut in a specified
way to be represented in the plane (like the well-known rectangle with op-
posite edges identified representing the torus), and which are composed of
0-, 1- and 2-cells, generalizing the familiar notion of a triangulated surface.
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' B \ B \ -

*——-o0 *———0 @ o o o 0——0

Figure 1: General appearance of a cut cellular surface (CCS)

Definition 2.1 A cut cellular surface (CCS) is an orientable 2-manifold M
with boundary, endowed with a finite cell-structure, such that

a) Eachboundary component of M consists of a single 0-cell and a single 1-cell.

b) M has a specified planar representation, obtained by cutting M along 1-
cells in such a way as to obtain a simply connected region in the plane. The
cut 1-cells are labeled and given an orientation to make explicit how they
are identified in M.

¢) The planar representation has the schematic structure shown in Fig. [:
the boundary components, represented by solid lines, lie either along the bot-
tom or the top edge of the planar representation. Those along the bottom
edge are called “in” boundary components, those along the top edge are called
“out” boundary components. When there are no “in/out” boundary compo-
nents, the bottom/top edge contains a single 0-cell. The dotted lines on the
left and right, and the dotted lines between boundary components along the
bottom and top edge, each represent one or more cut 1-cells, separated by
0-cells when there are more than one of them.

d) The simply connected planar region is made up of one or more 2-cells,
separated by 1-cells and 0-cells when there are more than one of them.

Remark 2.2 We will refer to the 0-cells and 1-cells that do not belong to
a boundary component as internal or non-boundary 0-cells and 1-cells.

To fix ideas we give some examples of cut cellular surfaces (Figure ), repre-
senting the sphere S, the disk D (two versions with the boundary being “in”
or “out” ) and the cylinder C. See [3] for further examples and discussion.

Moves on CCS’s. By analogy with the Pachner moves on triangu-
lated manifolds, we introduce moves for passing between different planar
representations of the same surface. There are two types of move.
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Figure 2: Examples of CCS’s

Move I: Introducing a 0-cell into a non-boundary 1-cell, thereby dividing
it into two 1-cells, or conversely removing a 0-cell separating two 1-cells, to
combine them into a single 1-cell (Figure B)). When this move is applied to
a cut 1-cell, the 0-cell is introduced into or removed from both copies of the
cut 1-cell in the planar representation.

SRR, -

Figure 3: Move I

Move II: Introducing a 1-cell into a 2-cell, thereby dividing it into two
2-cells, or conversely removing a 1-cell separating two 2-cells, to combine
them into a single 2-cell (Figure ). In this figure we have used lines with
dots and dashes for the 1-cells bounding the 2-cell to indicate that these are
either boundary or internal 1-cells in the planar representation.

Figure 4: Move 11

In [3] it was shown that these moves generate the Pachner moves when M
is a triangulated surface without boundary.

3 Invariants for CCS’s from finite 2-group colorings

We will be considering colorings of CCS’s with finite crossed modules.

Definition 3.1 A finite crossed module, or finite 2-group, G = (G, H,0,1>)
is given by:

e two finite groups G and H

e a group homomorphism 0 : H — G

e a left action > of G on H by automorphisms
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such that, for all h,hi,hs € H and g € G:

d(g>h)=ga(h) g™ (1)

d(h1) > hy = hihohy! (2)

Remark 3.2 An obvious class of examples is given by taking G and H to be
the same, with O the identity, and > given by conjugation. For any crossed
module ker 0 is contained in the center of H and hence is abelian, since for

h€kerd: hfh=t =0(h)>f = 1> f = f. A further class of examples comes

from central extensions. Given a central extension of groups:
1o K—-H%G6-1
one obtains a crossed module:
H-% a1
with lifted action
g>h=fhf!
where f € H is any element such that O(f) = g. This action is well-defined
because K = ker 0 is central in H.

Fix a finite crossed module G = (G, H,0,>). Given a CCS, M, we fix
orientations on the 1-cells of M, specified as follows with respect to the
planar representation:

e the boundary 1-cells are oriented from left to right

e the cut 1-cells are oriented as chosen in Definition 211 b)

e the remaining internal 1-cells are oriented arbitrarily.

We also fix a basepoint (0-cell) in the boundary of each 2-cell.

Definition 3.3 A G-coloring of M is an assignment of an element g; € G to
each 1-cell labeled i and of an element hy € H to each 2-cell labeled A, such
that, for each 2-cell in the planar representation, the following condition
holds (which we call “fake flatness”, in line with terminology from higher
gauge theory in physics):

o if the 1-cells of the boundary of the 2-cell labeled A are labeled iy, . . .1,
ordered in the anticlockwise direction starting at the basepoint, then

k
[To" = aha) (3)
j=1

where the factor is g;; or 9517 depending on whether or not the 1-cell
ij s oriented compatibly with the positive orientation of the 2-cell.
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See Figure Bl for an example of the fake flatness condition. We have again
used dots-and-dashes lines for the 1-cells to indicate that they can be either
boundary or non-boundary 1-cells. The basepoint has been shown enlarged
in the figure.

2
.
/./ ‘\‘.
v A VB
.
.\ . P S
8]

Figure 5: The fake flatness condition here is gOégB_1 9y Lgs = O(ha).

We can define invariants of CCS’s, using G-colorings. Choose elements
of G, gi1,...,gn, for the coloring of the “in” boundary components, and
J1s -, gh, for the coloring of the “out” boundary components, ordering the
boundary components from left to right in the planar representation. Let |G|
denote the number of elements of the finite group G, e denote the number of
internal edges, i.e. 1-cells, and v denote the number of internal vertices, i.e.
O-cells, of M. Let Col(g1,---,9n;d},---.4.,) denote the set of all G-colorings
of M which have the given assignments on the boundary components.

Definition 3.4 The following invariants are defined for any choice of
boundary colorings:

’H’/l)*e
(G O |2l g1s - gn) = —— #C0l(g1, .. gni Ghs -1 G). (4)
G|
If M has no “in” or “out” components we write the invariants as (... |Zy| 0)

or (0| Zy|...).

Remark 3.5 When M is a triangulated surface without boundary, these
are the Yetter invariants [10]. See [5] for an in-depth discussion of Yetter
mnvariants.

We now discuss in what sense these are invariants. First of all, we have:

Proposition 3.6 The invariants (¢}, ..., 90 |Zm| g1, -- -, gn) are unchanged
under changes of orientation of the internal 1-cells.
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Proof. The number of internal vertices and edges is unchanged, and there

is a bijection between the respective sets of colorings, given by replacing

the element g assigned to any internal 1-cell by ¢g—!, when its orientation is

reversed, thus guaranteeing that h can be kept the same to satisfy the fake

flatness condition. [
Likewise the choice of basepoints does not affect the invariant.

Proposition 3.7 The invariants (g}, ..., g0, |Znm| 91, -, gn) are unchanged
under a change of basepoint in any 2-cell.

Proof. The number of internal vertices and edges is unchanged, and there is
a bijection between the respective sets of colorings, which only differ in the
H-coloring of the 2-cell in question. The colorings h and //, corresponding to
the first and second choice of basepoint respectively, are related by b/ = g~ !>
h or equivalently h = g>h/, where g is the ordered multiplication of the group
colorings of the edges (taking into account orientation) that link the first
basepoint to the second basepoint going round in the anticlockwise direction.
This indeed establishes a bijection between the two sets of colorings, since
the action of G on H is by automorphisms. The fake flatness condition
for the first basepoint may be written as d(h) = gk, where k represents
the ordered multiplication of the group colorings of the edges (taking into
acccount orientation) that link the second basepoint to the first basepoint
going round in the anticlockwise direction. The fake flatness condition for
the second basepoint then follows: d(h') = d(g '>h) =g '0(h)g=kg. =
More importantly we have:

Theorem 3.8 The invariants {(g},...,4q, |Zm|g1,--.,9n) are unchanged
under moves I and I1.

Proof. Suppose M and M’ are related by a move 1. Fix a G-coloring for
M that assigns g to the 1-cell displayed on the left in Figure Keeping
the assignments of all other 1-cells and 2-cells the same, for M’ on the right
there are |G| compatible G-colorings, since we can choose one assignment,
e.g. j, freely in G and the other assignment k is then determined (for the
orientations as shown in Figure B we have g = jk, i.e. k = j"'g). Since M’
has both an extra internal vertex and an extra internal edge compared to M,
the exponent of |H| in ({]) is unchanged, and the increase in the exponent of
|G| in the denominator is cancelled by the factor |G| relating the respective
number of colorings. Thus the invariants (@) are the same for M and M’.
Suppose M and M’ are related by a move II, where M’ has an extra
internal 1-cell compared to M, dividing a 2-cell in M into two 2-cells in M’.
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R 7

./ g \. .«’ ] k \.

Figure 6: colorings of M and M’ for Move I

Using basepoint invariance we may choose the basepoints of the two 2-cells
in M’ to coincide, and we may choose this same 0-cell as the basepoint
of the 2-cell in M. Using invariance under change of orientation, we may
choose the extra 1-cell in M’ to be oriented so as to have the basepoint as
its starting point (see Figure [ where the basepoint for all 2-cells is the
starting point of the 1-cell labeled k4).

Fix a G-coloring of M that assigns h € H to the 2-cell we are considering.
Keeping the assignments of all other 1- and 2-cells the same, there are |H|
corresponding G-colorings of M’, since we may choose freely an element
ho € H to assign to the 2-cell, say on the left as we follow the subdividing
1-cell in the direction of its orientation, which then determines uniquely
the assignment of hy = hhy ! to the other 2-cell, and the assignment of an
element g € G to the subdividing 1-cell, by using the fake flatness condition
in either 2-cell. These assignments are compatible with fake flatness, since
imposing fake flatness implies d(hy) = A(hhy') = 9(h)O(hy '), which is
necessary. Indeed, taking M’ on the left in Figure[7 as an example, 9(h1) =
ksk1g~! and B(h)a(hgl) = kak1koks . kglkglg*I are the same.

Conversely, given a G-coloring of M’ which assigns hy and hs to the left
and right 2-cell respectively, there is a compatible G-coloring of M which
assigns h = hiho to the undivided 2-cell and agrees with the G-coloring of
M’ elsewhere. There are |H| possible G-colorings of M’ which give the same
h € H, namely b} = hih' and b}, = (h/)"'hy for any b’ € H.

M’ has the same number of internal vertices as M and one extra internal
1-cell. Thus the exponent of |G| in () is the same for both M and M’, and
the increase in the number of colorings for M’ by a factor |H| is cancelled
by the extra factor |H|~! in (@) coming from the extra internal 1-cell. Thus
the invariants are the same for M and M’. ]

4 Examples

In this section we calculate the invariant for some simple examples. Let K
and A denote the kernel and image of 0, respectively. In Figure 8 below we
choose the basepoint to be the bottom 0-cell and on the left, if there is a
choice.
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Figure 8: G-colorings for the sphere, disk, cylinder and torus.

Starting with the disk D, the fake flatness condition is d(h) = gkk—! = g.
There are two ways to calculate the overall number of colorings, allowing
arbitrary g € G. The first is to fix the 2-cell coloring h. Then g is determined
through the condition and the number of colorings is | H|. The second is to fix
the 1-cell coloring g. If g € A, then one has | K| possible values for h and the
number of colorings is |A| | K|, which is compatible with the previous result,
since |H| = |A||K| from group theory. If g ¢ A, no colorings are possible.
The disk has one internal vertex (v = 1), one internal edge (e = 1), and one
boundary component (m = 0, n = 1). Thus we have:

1

(01Zplg) = |G|—1/2\K]D(g) where D(g) := {

1, ge A
0, g¢ A

For the sphere S, the fake flatness condition is d(h) = jj~! =1, i.e. we have
h € K, and j is arbitrary in G. Hence the number of colorings is |K||G/,
which together with v =2, e =1, m = n = 0, leads to:

_ |H]

_ || K]
P

[KG| =

For the cylinder C, the fake flatness condition gives d(h) = g1kg, 'k~ '. Note
that, if A is the trivial group with one element, this condition expresses that
g1 and ¢y are conjugate to each other, since it is equivalent to: go = k= g1 k.
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We will have more to say about the relation between g7 and g9 in section Bl
For C' we have v =0, e =1, m =n = 1, and hence

1
(92|ZC|91> = Wc(gl,gz)

where
Clg1,92) = #{(h,k) € H x G : d(h) = g1kg, 'k} (5)

Finally, for the torus T, the fake flatness condition is d(h) = jija2j1 iy ')
meaning that h has to lie in the preimage under 9 of the commutator sub-
group of G. Since v =1, e =2, m = n = 0, we have:

_ #{(hg1,92) € H x G? : 9(h) = jajaiy d5 '}

5 Gluing formula and TQFT

Following our approach in [3], in order to glue two surfaces M; and My
with matching boundaries, we adopt the following procedure: we identify
the shared boundary component furthest to the left (labeled « in Figure
[@), and the remaining shared boundary components (just one in the Figure,
labeled ) become cut 1-cells in the boundary of the planar representation
of a new CCS that we denote by Ms o M.

! ~ . ] ! v !
I ~__- ' : N ’/ :
Ms : : ) !
o T B e g
1 A \ 1
o o : ' ®-----®  iroM
——» *—9 Q- ----- ) - -- [ 2 1
' (6% v /’ IB II ' (6% ‘\ A II
, ~-- K , AN K
M '
' % ' .
1 ’ 1
. . .
1 - 1 -
o——o0 o ———o0

Figure 9: Gluing or composition of two CCS’s
Suppose we have My with n incoming boundary components and m > 0

outgoing boundary components, and My with m incoming boundary com-
ponents and p outgoing boundary components. Fixing the colorings of the
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“in” boundary components of M; and the “out” boundary components of
My the colorings of Mo My allow a priori any choice for the colorings of the
m intermediate 1-cell components. Thus we arrive at the following property
for the invariants.

Proposition 5.1 (Gluing formula) Foranygi, ..., gn,%1,...,ip € G, we have:

<i1,--'>ip|ZM20M1|gla"'agn>:
o linesip 1 Zan G dm) Grs s dm | Zan | g1, - gn) (T)
j17~~~7jm€G

Proof. Since the number of colorings match on both sides of the equation,
it remains to check the other factors. Each of the 2m boundary components
that are glued in M7 and M, gives rise to a factor lG‘%/Q in (). After gluing
My o M4 has instead m extra internal vertices, each of which gives a factor
I_é\' The factors of |[H| are also the same, since for My o M) the m additional
internal vertices and the m additional internal edges cancel in the exponent
of |H| in (). |

The gluing formula enables us to construct a natural TQFT - see our
previous article [3] for an introduction to the notion of TQFT. We assign to
each incoming or outgoing boundary of a CCS M, a vector space Vi, or Vout
over R, whose basis consists of all GG-colorings of the boundary components
[B]. The basis elements are written |g1,...,gn ) or (i1,...,%y |, and the
dimension of Vi, and Vo is |G|™ and |G|™ respectively. To the CCS itself
we assign the linear transformation Zp; from Vi, to Vo, whose matrix
elements with respect to these two bases are given by:

<i1,...,im|ZM|gl,...,gn>

Thus from the gluing formula (7]) we have the following fundamental result:

Proposition 5.2 (TQFT property) For any My and My such that Mo M
is defined, we have:
ZMyoMy = ZM;y © 2 - (8)

There is an important corollary of (§]), which expresses that the cylinder C
has assigned to it an idempotent (since C' o C' and C' are related by moves I
and H, we have ZCOC = Zc):

Corollary 5.3 For the cylinder C, Z¢c satisfies

ZooZo=Zo
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In terms of the function C defined in ({), this result is equivalent to

1€G
for any g,j € G.
We also give an algebraic proof of (@), which will be useful in what
follows. First we define an equivalence relation in G.

Definition 5.4 We say that two elements g1 and go of G are 2-conjugate
in G, denoted g1 ~ g2, iff

C(91,92) #0.

Proposition 5.5 2-conjugacy is an equivalence relation.

Proof. Let W(gi, g2) denote the set {(h,k) € H x G : 9(h) =
which has cardinality C(g1,g92). Then g1 ~ go iff W (g1, g2) # 0.
~ is reflexive, since (1p,1q) € W(g, g) for every g € G.

~ is symmetric: if (h, k) € W (g1, g2), then (k=1 > h=1 k1) € W(go, 91), since

glk951k71}7

ok en™) = ko Hk
= k' (kgok lgy )k
g2k gk

~ is transitive: if (h,k) € W(g1,92) and (h', k") € W(g2, g3), then we have
(h(k> W), kk') € W(g1,9g3), since

d(h(ks k) = ORIk H)
= 9(h)ko(W )kt
= gikgy kT k(g2k g5 KR!
= gu(kk)gz " (kK)™!

|
Using the sets W (gy, g2) introduced in the previous proof, we can also show
the following symmetry.

Proposition 5.6 For all g1, g2 € G, we have C(g1,g92) = C(g2,91)-
B

Proof. We establish a bijection W (g1, g2) = W (g2, g1) by defining

alh k) =k tor L k™Y B E) =Ko r LT
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From the previous proof, « is well-defined, i.e. d(k~! hil)gg(kfl)gl—lk,
and likewise 3 is well-defined. « and (8 constitute a bijection since

(,Boa)(h, k) = 5(k_1[>h_1’k_1)
= (kv (k71> h),k)
= (h’ k)

and likewise (oo B)(W' k') = (W',K'). Thus W(g1,92) and W(gs,g1) are
isomorphic, and hence their cardinality is the same. [
Using analogous methods we have the following result.

Proposition 5.7 If g1 ~ g2, then C(g1,92) = C(g1,91)-

Proof. Since g1 ~ g, there exists a pair (h,k) € H x G such that d(h) =
B

g1kgy 'k~1. We establish a bijection W (g1,92) = W (g1, 1) by defining
[e%

a(h,, k/) — (h/(k/k—l) > h_l, k/k_l) ,B(h”, k”) — (hl/(k// > h), ]C”k)

« is well-defined, since

okt hh E~to(hHk
=k 'kgok g 'k

= gk g (k)
and likewise 3 is well-defined. « and 8 constitute a bijection since

(Boa)(h,k) = Bk teon™t k™Y
kv (k7'oh), k)
h, k)

and likewise (oo B)(W', k') = (W',k'). Thus W(g1,92) and W(g1,g1) are
isomorphic, and hence their cardinality is the same. [

Using the previous proposition for the non-zero terms on the Lh.s. of ([,
we have ¢ ~ j, hence C(i,5) = C(j,j). Also g ~ ¢ ~ j, and therefore
C(g,7) =C(j,7). Thus (@) is equivalent to

> _Clg,1) = |H||G]

1eG

which clearly holds since, fixing g, every pair (h,k) € H x G belongs to
precisely one set of the form W (g, i) with g fixed.
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Remark 5.8 If we denote the 2-conjugacy class of g € G by g, we get an
equation for the number of elements of g:
G| H]|
Clg.9)’
since C(g,91) = C(g,9) for all g1 € g, and the number of non-zero terms
in the sum on the Lh.s of Eq. [@) is #g. Let 2ConjClass(G) denote the set

of 2-conjugacy classes of G. Then its cardinality is given by the following
equation

79 = (10)

#2ConjClass(G) = GEIHE | Z Clg,q1)*. (11)
9 g1€G
This is clear since the double sum on the r.h.s. decomposes into double sums
where g, g1 both belong to the same 2-conjugacy class g. Restricting to these
terms for a specific 2-conjugacy class g, the r.h.s. of Eq. () becomes:

TEEr GPIH?

and collecting the contributions from each class, we obtain equation (III).

Our final result is analogous to a proposition obtained in [3]. Consider
the invariant for the torus (@), which may be rewritten, using (), as follows:

#{(h,g1,92) € H x G?: 9(h) = g19297 95 '}

0| Z7|0) =
el aTH]

ZgleG C(g1,91)
|G||H|

_ ZgthEG C(gl, 92)2
G2 H]? ’

This equation reflects the topological fact that the torus is obtained by
gluing two cylinders together. See [3] where this point was developed.

For a finite group (not a 2-group) G, its commuting fraction is defined
to be the ratio

(13)

#{(91,92) € G : 192 = 291}
GI? ’
i.e. the ratio of the number of commuting pairs of elements over the number
of all pairs of elements. Here we define an analogous fraction for a 2-group
G, namely the generalized commuting fraction of G

#{(h,91,92) € H x G* : 9(h) = g19291 '95 '}
|H||G?

(14)
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By combining equations (IIl) and (I3]) with definition (I4]), we obtain the
following generalization of proposition 6.5 in [3].

Proposition 5.9 The number of 2-conjugacy classes of G in G is equal to
the generalized commuting fraction of G times the order of G.

6 Conclusions and Final Remarks

Viewing our results from the 2-group theory perspective, we have been led
to introduce a function C, taking values in the non-negative integers, which
depends on two G-elements. The function C defines an equivalence rela-
tion, 2-conjugacy, between G-elements, namely g; and go are 2-conjugate
iff C(g1,g2) # 0, but also gives a “measure of the equivalence” between the
elements g; and g by counting the number of pairs (h,k) € H x G such
that d(h) = g1kgy 1k=1. We have derived properties of C by using topolog-
ical reasoning, leading us to define the generalized commuting fraction for
a 2-group, which we proved to have a property analogous to a property of
the standard commuting fraction of a finite group. It should be possible to
obtain many further results in the theory of finite 2-groups using a similar
topological approach.

Using colorings of cut cellular surfaces with elements of a finite 2-group
G, we have found not only invariants for these surfaces, but also a TQFT
setting for the invariants. Interestingly these TQFT’s do not naturally fit
into the standard framework of Atiyah’s axioms for TQFT (see [2] and the
study by Abrams of 2-dimensional TQFT’s [I]), since Z¢ for the cylinder
is an idempotent, not necessarily the identity. We note that the eigenvalue
1 eigenvectors of Z¢ are of the form g; 4+ go + - - - + g where the sum runs
over all elements of a 2-conjugacy class in G.

As already alluded to, there is an interpretation of these invariants in
terms of higher gauge theory based on a finite 2-group G which we now
sketch. First we look at the invariant of our previous article [3] from the
point of view of ordinary gauge theory based on a finite group G. In this
context we are interested in the moduli space of flat G-connections modulo
gauge transformations, or rather the corresponding groupoid whose objects
are flat G-connections and morphisms are gauge transformations. Flat G-
connections correspond to flat G-colorings of the 1-cells of the surface M,
and the gauge transformations are given by assignments of elements of G to
the O-cells of M. For a surface without boundary M, the invariant of [3]

01 Znr|0) = # Flat ’GC;(’:florings
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where v denotes the number of 0-cells, can be understood as the groupoid
caTdinalz't of the groupoid of flat G-connections on M. In the case of a
groupoid coming from the action of a finite group G on a finite set S, the
groupoid cardinality is simply the quotient of the respective cardinalities:
1S|/1GI.

In higher gauge theory an analogous picture is emerging, in work by one
of us with J. Morton [7,[§]. The higher connections are given by G-colorings
of the 1- and 2-cells of M satisfying the fake flatness condition. There
are two different types of gauge transformation between these connections,
corresponding to assignments of G elements to the 0-cells of M as well
as assignments of H elements to the 1l-cells of M (taken to be without
boundary). In addition there are higher-level transformations between gauge
transformations given by assignments of H elements to the O-cells of M. A
satisfying description of all this is in terms of a double groupoid, i.e. a higher
algebraic structure having objects, two types of morphisms between objects
called horizontal and vertical, and higher morphisms called squares between
the morphisms, all morphisms being suitably invertible. The invariant (@),

written as follows:
# Fake Flat G-colorings . |H|"
Z =
a0 [RETG
can thus naturally be viewed as the “double groupoid cardinality” of the
double groupoid of higher connections. This perspective will be explored in
more detail elsewhere.
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PROFESSOR IRINEU Bicupo (1940-2018)

In Memoriam

Luis Saraiva

CMAPF - Universidade de Lisboa

Faleceu, a 20 de Julho de 2018, o Profes-
sor Irineu Bicudo, com 78 anos de idade, an-
tigo docente do Departamento de Matemaética
do Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exa-
tas (IGCE), Universidade Estadual Paulista
(UNESP), Campus de Rio Claro — SP.

O Professor Irineu terminou o seu curso
de Matematica na Universidade de Sao Paulo
(USP), em 1963, e doutorou-se em 1973, na
Pontificia Universidade Catélica de Sdo Paulo
(PUC-SP), com uma tese orientada pelo Profes-
sor Mario Tourasse Teixeira. Recebeu o titulo de
Livre-Docente pela Universidade Estadual Pau-
lista, em 1979. De 1989 a 1993 foi Director do
IGCE-UNESP.

Foto cedida gentilmente por

Elisabete Cristina Plombon

Comegou por fazer pesquisa em Algebra Universal e Fundamentos da
Matematica, e, mais tarde, centrou a sua investigacao em Historia e Filosofia

da Matematica e em Filosofia Antiga.
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Nos ultimos anos tivemos a infelicidade de constatar o falecimento de al-
guns dos pesquisadores do universo luso-brasileiro em Historia das Ciéncias
Matematicas e em Historia do ensino das Ciéncias Matematicas. S6 para
referir os que eu conheci, e de quem era amigo, lembro com saudade o Co-
mandante Estéacio dos Reis, entre os portugueses, e Edilson Pacheco e Plinio
Tabuas, entre os brasileiros, os trés pesquisadores com textos incluidos em
Actas publicadas dos Encontros Luso Brasileiros de Histéria da Matemaética.

O Professor Irineu tinha uma qualidade que, nos dias de hoje, de uma
especializacao crescente, é cada vez menos frequente: era uma pessoa culta,
alguém que via a cultura como um todo, com diferencas, mas sem as bar-
reiras das nacionalidades, via-a na sua complexidade e nos seus multiplos
aspectos, sendo a Matematica e a sua Historia apenas um deles.

Tive a felicidade de assistir diversas vezes a comunicacoes suas, € era uma
evidéncia a quem as ouvia que o que tinhamos presenciado era resultado
de uma longa pratica de reflexdo profunda, de toda uma questionacao do
real, da nossa histéria humana nas suas infinitas facetas, trabalho de um
pensamento critico que nunca deixou de ser actuante e independente.

Cruzei-me com o Professor Irineu e sua esposa com frequéncia, quer no
Brasil, em Rio Claro, onde residiam, quer nos congressos em que ambos par-
ticipavamos, quer em Portugal, nas suas habituais peregrinacoes a Europa.
Encontrei sempre a mesma pessoa, simples, directa, amiga, com um espirito
jovem e entusiasta a relatar as suas descobertas, que enfrentava com humor
e paciéncia a adversidade que as vezes aparecia.

Conversamos muitas vezes. O Professor Irineu tinha sempre latente uma
preocupacio de nao deixar passar ao lado informacao cultural que poderia
ser importante para ele. Em Portugal procurava actualizar-se sobre as lti-
mas manifestacoes e produgoes culturais do nosso pais. Em cada visita aca-
bava invariavelmente por comentar que tinha de parar a compra de livros,
nao so6 por ja ter as malas cheias deles, mas também por ter a consciéncia
que tinha adquirido muitos, mas mesmo muitos livros. Era sempre obriga-
toria nas suas vindas a Portugal a visita a sua longa lista de alfarrabistas e
livrarias.

Destaco da sua produgdo a importante tradugdo directamente do grego
dos Elementos de Euclides, um trabalho que lhe levou cerca de uma dezena
de anos a realizar, ndo s6 por ser intrinsecamente uma tarefa de grande
complexidade, mas igualmente por ser um perfeccionista para quem o que
era importante era o resultado final e ndo o tempo gasto na sua realizagao.
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A proposito de Euclides, costumava dizer que, se com Homero a lingua grega
tinha alcancado a perfeicdo, s6 com Euclides tinha chegado & precisdo.

Quando o livro saiu, em 2009, da editora da Unesp, ciente da sua impor-
tancia, tentei, de acordo com o Professor Irineu, que o livro fosse publicado
por uma editora portuguesa. Isso nao foi possivel. Uma das respostas dadas
foi que nao se podia publicar em Portugal um livro em portugués do Brasil.
Seria muito importante que alguma das editoras que entdao nos deu essa res-
posta revisse a sua decisao e tomasse a iniciativa de propor a sua publicagao
em Portugal.

O prefacio deste livro conclui com uma citacao de Platao, que, para mim,
¢é ndo s6 uma declaragdo de intengées, que reconhego ter sido uma norma de
conduta que sempre o guiou, mas também uma evidéncia da sua humildade
e honestidade intelectual:

Pois tendo aprendido algo, jamais nequei, fazendo o conhecimento ser
como que uma descoberta minha, mas louvo como sdbio o que me instruiu,
tornando publicas as coisas que aprendi com ele.

Perdemos a presenca fisica do Professor Irineu Bicudo, mas ele conti-
nuard de algum modo presente em todos os que tiveram a felicidade de o
conhecer e privar com ele, e viram a sua vida enriquecida com este contacto.

Obrigado Irineu.
Um abrago do Luis.
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Resumo: Neste artigo procuramos descrever a situacao relativa a género
na comunidade cientifica matemética em Portugal (dados de 2016).

Abstract: In this article we describe the gender balance in the portuguese
mathematical scientific community (with 2016 data).

palavras-chave: dados relativos a matematicas portuguesas, igualdade de
género.

keywords: data concerning Portuguese women mathematicians; gender
equality.

1 Introducao

Em anos recentes tem sido prestada especial atencao a distribuicao relativa
entre homens e mulheres ativos em investigacdo e docéncia universitaria em
varias ciéncias. Este assunto tem tomado a atencao de varias entidades euro-
peias, havendo mesmo sociedades cientificas com departamentos e comissoes
dedicados a este tema. Especificamente em relagao a Matemaética, veja-se a
titulo de exemplo as péginas da London Mathematical Society [I}, 2], da
Unione Matematica Italiana [3] assim como a da European Mathematical
Society [4]. Recentemente, foi criada pelo International Council for Science
uma pagina dedicada a assuntos de igualdade de género em ciéncia em geral
e incluindo em particular a Matemaética [5].

Olhando para estatisticas internacionais (por exemplo [6]) constata-se
que em Portugal a percentagem de mulheres em atividades de investigagao
e desenvolvimento é superior a muitos outros paises desenvolvidos e que no
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“global gender report” estdo num ranking muito mais alto. Constata-se o
mesmo fenémeno no caso particular da Matematica.

Talvez por isso, em Portugal, o assunto de género em Matematica tem
sido geralmente ignorado, tendo sido recentemente reavivado numa das ses-
soes tematicas do Encontro Nacional da SPM 2016 (http://enspm16.spm.
pt/pt/tematicas), intitulada “Situacao das Mulheres Matemadticas (e nao
s6) em Portugal” e organizada pela Catarina Lucas e pela Luisa Castro
Guedes.

Neste texto procuramos descrever a situacao relativa a género na comu-
nidade cientifica matemaéatica em Portugal. Restringimos a nossa atencio ao
Ensino Superior Universitario publico, focamo-nos em atividade cientifica, e
olhamos para indicadores como a presenca das mulheres nos varios estadios
da carreira docente, em comissbes cientificas de encontros cientificos, em
comissodes organizadoras e nas sessoes plenarias dos mesmos encontros, em
orgaos de direcao de organizagdes relevantes e corpos editoriais de revistas.

Este texto é escrito com recurso limitado a dados e a informacgao que
nos foi possivel recolher sem dificuldade ndo é completa ou exaustiva. Nao é
nosso propésito fechar a discussao da situacao das mulheres matematicas em
Portugal. Muito pelo contrario, esperamos com este texto suscitar interesse
suficiente para que outros, mais bem posicionados ou mais capazes, recolham
mais informagdo e produzam uma melhor caracterizagao da realidade. Se
a realidade aqui reportada parecer aquém do desejével, esperamos que seja
possivel modifica-la com medidas que se mostrem eficazes num prazo nao
muito longo.

2 Contextualizacao na Europa

De acordo com Hobbs e Koomen [7], a evolugéo da presenca de mulheres ma-
tematicas na Europa entre 1993 e 2005 foi muito positiva. Neste contexto,
Portugal destaca-se de todos os restantes apresentando nao s6 a maior per-
centagem de mulheres matematicas em 1993 e 2005 mas também a maior
percentagem de mulheres matematicas no topo da carreira em 2005.

A Tabela [I] apresenta os nimeros para Portugal que se encontra em
primeiro lugar na Europa para os anos de 1993 e 2005 (informagao reti-
rada de [7]) e de 2016 (recolhida por nés e usando a correspondéncia Pro-
fessor=Professor Catedratico, Senior lecturer=Professor Associado e Lec-
turer=Professor Auxiliar). De salientar que em 2005 o segundo lugar na
Tabela 2 de [7] cabe & Esténia com 35,2% de mulheres matematicas, 10, 5%
de Professoras Catedraticas, 35,3% de Professoras Associadas e 38,1% de
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Professoras Auxiliares, niimeros muito abaixo dos registados em Portugal.
O segundo pais europeu em termos de percentagem de mulheres no topo da
carreira em 2005 é a Itdlia com 15,1% de Professoras Catedraticas. Ape-
nas Espanha e Franca apresentam percentagens de Professoras Catedraticas
acima dos 10%. O distanciamento de Portugal relativamente & Europa dimi-
nui nas categorias inferiores da carreira universitaria registando-se em Italia
40, 3% de Professoras Associadas e 50, 4% de Professoras Auxiliares, niimero
igual ao de Portugal em 2005.

Ano | % Mulheres % Prof. % Prof. % Prof.

Matematicas | Catedraticas | Associadas | Auxiliares
2016 47,2 32,7 36,1 51,7
2005 47,6 32,1 45,9 50,4
1993 40-45 5

Tabela 1: Percentagem de mulheres mateméaticas em Portugal nos anos de 1993,
2005 e 2016. Os dados relativos a 1993 estao incompletos face aos restantes. Os
dados relativos a 1993 e 2005 sdo os constantes em Hobbs e Koomen [7], os de 2016
foram recolhidos por nés usando a informacao disponibilizada na internet pelas se-
guintes institui¢oes: Universidade do Porto (Faculdades de Ciéncias, de Economia
e de Engenharia), Universidade de Lisboa (Instituto Superior de Economia e Ges-
tao, Instituto Superior Técnico, Faculdade de Ciéncias) e Faculdades de Ciéncias e
Tecnologia das Universidades de Aveiro, da Beira Interior, de Coimbra, do Minho,
Nova de Lisboa e de Tras-os-Montes e Alto Douro.

Sendo notéavel a posi¢do de Portugal relativamente & Europa tanto em
1993 como em 2005, notamos de 2005 a 2016 uma estagnacao nos nimeros.
Esta estagnacdo contraria a tendéncia anterior particularmente no que diz
respeito a presenca de mulheres matematicas no topo da carreira.

Nao encontramos dados europeus relativos a outros indicadores como,
por exemplo, presenca de mulheres em corpos editoriais de revistas cien-
tificas e orgaos de direcdo de organizacoes cientificas. No entanto, Topaz
e Sen [8] estudam a presenca de mulheres em corpos editoriais de revis-
tas cientificas de matematica em todo o mundo e, num universo de 13067
posigoes editoriais, observam que 8,9% destas é atribuida a uma mulher.
Num texto direcionado aos mateméticos americanos, Martin [9] estuda a
presenca de mulheres matematicas em conferéncias e observa que no Inter-
national Congress of Mathematicians 2014 houve 20 comunicagdes plenérias,
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tendo uma delas (5%) sido proferida por uma mulher e de um total de 237
oradores plendrios e convidados, 35 foram mulheres (14,8%). Ambos os va-
lores percentuais estao, de acordo com este autor, abaixo da percentagem de
doutoramentos atribuidos a mulheres em Matematica nos EUA. Na Europa,
recolhemos dados relativos a European Congress of Mathematics (ECM)

associados & European Mathematical Society (EMS) que reproduzimos na
Tabela 2

Oradores Plenarios Convidados
ANO Homens | Mulheres | % M || Homens | Mulheres | % M
2016 7 3 30,0 25 6 194
2012 9 1 10,0 30 3 9,1
2008 8 2 20,0 30 5 14,3
2004 6 1 14,3 26 4 13,3
2000 8 1 11,1

Tabela 2: Homens e mulheres oradores plendrios e convidados dos ECM de 2000
a 2016. Nao encontramos dados relativos a oradores convidados em 2000.

3 O caso portugués

Nesta sec¢do descrevemos a situacao das mulheres matematicas em Portugal
de acordo com os dados que nos foi possivel facilmente recolher.

Como se pode ver na Tabela 3] o nimero de doutoramentos produzidos
anualmente em Portugal foi, pelo menos até 2009, equilibrado em termos de
género. Isto mostra que a posicdo das mulheres matematicas em Portugal
é muito diferente da que se observa noutros paises onde o debate ainda se
centra em como atrair mulheres para estudos superiores em Matemaética.

O que acontece em Portugal depois do doutoramento pode ser em parte
percebido na Tabela [4] onde apresentamos os dados relativos as instituigoes
de ensino superior que de forma agregada constam na Tabela[I] Os dados
eram os disponiveis na pagina de cada institui¢gdo em Julho de 2016. Este nao
é um levantamento exaustivo de todas as instituicbes portuguesas porque
nao conseguimos facilmente encontrar este tipo de dados em todas elas.
Julgamos no entanto que esta amostragem reflete a realidade.
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’ ano H Homens ‘ Mulheres ‘ % Mulheres

2009 26 31 54.4
2008 32 19 37.3
2007 26 28 51.9
2006 35 36 50.7
2005 15 32 68.1
2004 16 30 65.2
2003 22 20 A7.6
2002 15 15 50.0
2001 11 11 50.0
2000 17 18 51.4
1999 4 10 71.4
1998 7 8 53.3
1997 7 6 46.2
1996 7 5 41.7

[total [ 240 | 269 | 52.8

Tabela 3: Nimero de doutoramentos em Matemédtica realizados em Portugal por
género. Fonte: GPEARI — MCTES 14/12/2011 em dados.gov.pt

Observa-se, com 3 excegéesﬂ um decréscimo na percentagem de mu-
lheres ao passarmos da categoria de Professor Auxiliar para a de Professor
Associado. J4 na transicao entre Professor Associado e Catedratico ha um
aumento em 6 instituigdes e uma diminui¢do muito superior nas outras 6
instituigoes. Alids, como se pode ver na Tabela [T} hd sempre uma diminui-
cao da percentagem de mulheres matematicas na transicdo para categorias
superiores.

Entre Julho de 2016 e Junho de 2017, recolhemos alguns indicadores
distintos dos da carreira para Portugal. Apresentamo-los nas Tabelas [5HI1}

A Tabela Bl mostra uma total auséncia das mulheres matemaéticas da
presidéncia do Centro Internacional de Matemadtica (CIM) desde 2000, bem
como a completa auséncia de mulheres matematicas nas dire¢oes em exerci-
cio durante os anos de 1996-2004 e 2011-15, um periodo total de 6 anos nos
19 anos para os quais temos dados.

Na Tabela [6] apresentamos os dados relativos ao Conselho Cientifico do
CIM de 1996 a 2014. Na contagem distinguimos elementos em instituigoes

! As excecdes sdo a Universidade de Aveiro, a Universidade da Beira Interior e a Facul-
dade de Economia da Universidade do Porto.
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Instituicao ‘ Posicao na carreira | Homens | Mulheres ‘ % Mulheres
UNIVERSIDADE DE AVEIRO
Prof. Auxiliar 19 22 53,7
Prof. Associado 2 3 60,0
Prof. Catedratico 6 0 0,0
UNIV. DA BEIRA INTERIOR
Prof. Auxiliar 22 12 35,3
Prof. Associado 1 1 50,0
Prof. Catedratico 1 100,0
UNIVERSIDADE DE COIMBRA
Prof. Auxiliar 23 19 45,2
Prof. Associado 8 5 38,5
Prof. Catedratico 4 6 60,0
UNIVERSIDADE DE LISBOA
ISEG Prof. Auxiliar 9 11 55,0
Prof. Associado 4 0 0,0
Prof. Catedratico 2 4 66,7
IST Prof. Auxiliar 39 23 37,1
Prof. Associado 17 5 22,7
Prof. Catedratico 10 3 23,1
Fac.Ciéncias Prof. Auxiliar 9 15 62,5
Prof. Associado 7 4 36,4
Prof. Catedratico 5 2 28,6
UNIVERSIDADE DO MINHO
Prof. Auxiliar 16 29 64,4
Prof. Associado 7 6 46,2
Prof. Catedratico 1 1 50,0
UNIv. NovA DE LisBoA
Prof. Auxiliar 33 34 50,7
Prof. Associado 7 2 22,2
Prof. Catedratico 2 1 33,3
UNIVERSIDADE DO PORTO
Fac. Ciéncias Prof. Auxiliar 12 14 53,8
Prof. Associado 6 4 40,0
Prof. Catedratico 5 0 0,0
Fac. Economia Prof. Auxiliar 10 7 41,2
Prof. Associado 1 2 66,7
Prof. Catedratico 0 1 100,0
Fac. Engenharia Prof. Auxiliar 6 11 64,7
Prof. Associado 1 1 50,0
Prof. Catedratico 2 1 33,3
UNIV. DE TRAS-0S-MONTES
E ALTO DOURO
Prof. Auxiliar 9 22 71,0
Prof. Associado 1 2 66,7
Prof. Catedrético 0 0 0,0

Tabela 4: Percentagens de mulheres mateméticas em 2016. Os dados foram reco-
lhidos por nés usando a informacao disponibilizada na internet de cada instituicao.
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em Portugal de elementos portugueses mas de institui¢cbes estrangeiras que
tipicamente fazem parte do Conselho Cientifico.

Diregao Presidente Tesoureiro Outros membros

MANDATO || Homens | Mulheres || Homens | Mulheres || Homens | Mulheres
2016-19 1 0 0 1 3 0
2011-15 1 0 1 0 4 0
2008-11 1 0 0 1 2 1
2004-08 1 0 1 0 1 2
2000-04 1 0 1 0 3 0
1996-2000 1 0 1 0 2 0

Tabela 5: Mulheres e homens na Direcao do CIM desde 1996. Observamos a
completa auséncia de mulheres nos mandatos 2011-15 e nos dois mandatos mais
antigos.

Conselho | Homens | Mulheres | % M | Homens | Mulheres | % M
Cientifico | (todos) (todas) | (todas) | (nac.) (nac.) (nac.)
2011-14 9 2 18,2 5 1 16,7
2009-11 10 2 16,7 6 1 14,3
2005-08 13 2 13,3 8 1 11,1
2000-04 16 1 5,9 10 1 9,1
1996-2000 13 3 18,8 7 3 30,0

Tabela 6: Mulheres e homens no Conselho Cientifico do CIM de 1996 a 2014.
Consideramos na contagem separadamente os elementos pertencentes a instituigoes
em Portugal (ultimas trés colunas). Excetuando o Conselho Cientifico mais antigo,
verifica-se a presenca de apenas uma mulher pertencente a uma institui¢do nacional
em cada mandato.

Na Tabela [7] apresentamos as comissoes cientificas e organizadoras dos
Encontros Nacionais da Sociedade Portuguesa de Matematica (SPM) onde
se verifica que a presenca de mulheres matematicas é exigua na comissao ci-
entifica e, por contraste, abundante na comissao organizadora. Sendo muito
poucas as sessoes plendrias cientificas, notamos ainda assim que em nenhum
dos encontros houve mais mulheres matematicas do que homens a fazer uma
apresentacao plendria, havendo mesmo uma total auséncia de mulheres ma-
tematicas neste tipo de sessdo em dois dos quatro anos para os quais temos

dados.
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Comissao Cientifica | Comissdo Organizadora | Plenarias cientificas
Ano || Homens | Mulheres Homens Mulheres Homens Mulheres
2016 5 1 0 8 2 1
2014 6 0 2 6 3 0
2012 6 1 2 6 2 1
2010 5 0 2 5 3 0

Tabela 7: Mulheres e homens na organizagao dos Encontros Nacionais da SPM de
2010 a 2016. Em 2012, a tnica mulher da Comissao Cientifica estava explicitamente
dedicada a questoes de ensino.

No que concerne mulheres mateméaticas (baseadas em Portugal) no corpo
editorial da Portugaliae Mathematica, a sua presenca tem vindo a diminuir
ao longo dos anos (ver Tabelas [8 e E[), havendo mesmo uma completa ausén-
cia de 2008 a 2017. Esta auséncia é muito flagrante nos editores executivog?|
(que tém sido sempre baseados em Portugal).

Editores executivos | Editores associados
Ano || Homens | Mulheres Homens Mulheres
2017 5 0 2 0
2016 5 0 2 0
2015 5 0 4 0
2014 5 0 4 0
2013 5 0 4 0
2012 5 0 4 0
2011 4 0 3 0
2010 4 0 3 0
2009 4 0 3 0
2008 4 0 3 0

Tabela 8: Mulheres e homens no corpo editorial da Portugaliae Mathematica
desde que esta é publicada pela EMS e até 2017. Consideramos apenas os editores
baseados em Portugal.

A SPM contou com uma mulher matemética como sua presidente entre
2000 e 2004, tendo havido uma mulher vice-presidente em 2010, conforme
consta na Tabela Em anos mais recentes, a tendéncia parece seguir a
apresentada na Tabelas [§] e [0 relativas & Portugaliae Mathematica, havendo
uma auséncia de mulheres matematicas na presidéncia e uma diminuicdo de
mulheres matematicas vogais. A tesouraria parece ser mais frequentemente
atribuida a uma mulher matemaética.

“Notamos durante a revisio deste artigo (Julho de 2018) o aparecimento de duas mu-
lheres no cargo de Editor executivo.
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Editores executivos

Editores associados

Ano || Homens Mulheres Homens Mulheres
2007 6 0 6 1
2006 6 0 7 1
2005 6 0 7 1
2004 6 0 8 1
2003 5 0 8 1
2002 6 0 9 2
2001 6 0 13 4
2000 6 0 13 4
1999 5 0 14 4
1998 5 0 13 4
1997 6 0 13 4
1996 6 0 13 4

Tabela 9: Mulheres e homens no corpo editorial da Portugaliae Mathematica antes

de ser publicada pela EMS. Consideramos apenas os editores baseados em Portugal.
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Tabela 10: Mulheres e homens na Direcao da SPM de 1998 a 2016. Neste periodo,
apenas nos mandatos que se iniciaram em 2000, 2002 e 2010 houve uma mulher

na presidéncia/vice-presidéncia. Anteriormente s6 no mandato que se iniciou em

1994 houve uma mulher na presidéncia. Nas trés tltimas colunas entre paréntesis

indicamos o nimero quando a contagem se limita ao ensino superior universitario.

A Tabela [11] mostra os ntimeros e percentagens relativos a concursos da
Fundacao para a Ciéncia e a Tecnologia (FCT). As percentagens observadas
neste contexto sao as que melhor aproximam o retrato da Tabela[l], havendo
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mesmo um enviesamento favoravel as mulheres matematicas na atribuicao
de financiamento em 2012 e 2013. E relevante referir que, de acordo com
dados muito recentes da Direcdo-Geral de Estatisticas da Educacao e Cién-
cia (DGEEC), havia no final de 2016 uma percentagem muito comparavel
de homens e mulheres integrados em unidades de 1&D da FCT: 77% dos
docentes homens e 75% dos docentes mulheres pertenciam a uma unidade
de I&D da FCT. Em termos de docente equivalente a tempo integral (ETT),
havia na mesma data 458 homens e 484 mulheres ETT.

Ano Financiados Avaliados
HIM|%M|H | M|%M
2014 8 1 2 120,0 |62]|37| 374
2013 1 | 8 | 88,9 | 27| 23| 46,0
2012 (E) | 1 | 1 |500 | —|—| —
2012 1| 4 | 80,0 |42 32| 43,2
2010 11| 4 | 26,7 | 48 | 33 | 40,7
2009 12| 4 | 25,0 | 38 | 22 | 36,7
2008 16 | 10 | 38,5 | 62 | 41 | 39,8
2006 15 5 | 25,0 | 40 | 18 | 31,0

Tabela 11: Mulheres e homens como Investigador Principal (IP) de projetos ava-
liados e financiados pela FCT. Usamos a designagdo (E) em 2012 para distinguir
os projetos de exceléncia langados nesse ano.

4 Conclusoes

Notamos que, excetuando os nimeros da Tabela os valores percentuais
que encontramos na realidade portuguesa (e que, refor¢camos, podem estar
enviesados pela recolha de informacao que conseguimos fazer) relativamente
a indicadores para além da mera existéncia estao bastante abaixo dos va-
lores percentuais correspondentes a existéncia de mulheres matematicas em
Portugal. Nao podemos deixar de referir que a participacdo em comissoes
cientificas de encontros internacionais, a apresentacao em sessoes plenarias
e a presenca em corpos editoriais de revistas cientificas sdo frequentemente
parametros relevantes em concursos da carreira universitaria.

A Tabela [3] deixa clara a diferenca entre a situacdo das mulheres ma-
tematicas em Portugal e na Europa: as mulheres em Portugal ndo evitam
formacao superior em Matemaética, ou pelo menos, ndo o fazem mais do que
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os homens. O que é patente da comparacao entre os dados da Tabela 3] com
as tabelas subsequentes é que esta formagcao superior em Matematica néo se
reflete proporcionalmente na progressdo na carreira universitaria nem nos
outros indicadores, com a excecdo da percentagem de projetos financiados
pela FCT.

Nao é proposito deste texto procurar as razoes por detras deste retrato;
deixamos esta tarefa ao futuro e eventualmente a outros. Pensamos que a
discussao que possamos suscitar com este artigo, seja qual for o seu resultado,
apenas pode beneficiar a Matemadtica enquanto ciéncia e os mateméaticos
portugueses, homens e mulheres.
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Problemas

Editor:
Jorge Nuno Silva

NOTAS SOBRE O PROBLEMA ANTERIOR E
PROBLEMAS PARA MENINAS

Jorge Nuno Silva

Os leitores sao convidados a enviar, para eventual publicagao, solugoes,
comentarios, propostas de problemas, etc. Essa correspondéncia deve ser
enviada para a SPM, ao cuidado do editor desta sec¢ao. H4 livros para
sortear entre as solugoes recebidas em cada ntmero.

Relembremos o problema do nimero anterior.

Nao julgue um niumero pelo aspecto!

Os programas doutorais contém, em algumas universidades, exames de
acesso, constituidos por problemas que, ao longo dos anos, vao criando belas
colecgbes, que os estudantes usam para se prepararem. Isto sucede com
UC Berkeley, de cujos Preliminary examination (2016), retiramos a nossa
proposta de hoje. Este era o primeiro de nove problemas propostos, de que
os candidatos deviam resolver seis em trés horas.
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Mostre que o niimero

9
/ —6+5\/—6+5\/—6+5\/—6+5\/§d:c
4
é racional.

Seja a funcao f : [4,9] — [2, 3] definida por

flx) = —6+5\/—6+5\/—6+5\/—6+5\/5

E facil ver que f admite inversa dada por

2 2
F () = ((((y2+6);)2+6>;) +6 % +6 %

que é um polinébmio com coeficientes racionais. O integral dado é a area
limitada pelo grafico de f e as rectas verticais * = 4,2 = 9 e o eixo das
abcissas. A unido desta regiao com a area limitada pelo mesmo grafico, as
rectas horizontais y = 2,y = 3 e o eixo das ordenadas é a diferenca de dois
rectangulos—um limitado pelas rectas x = 9,y = 3 e 0s eixos coordenados,
o outro limitado pelas rectas x = 4,y = 2 e os eixos. Portanto, temos

9 3
/f<33)d96+/ f_l(y)dy:9-3—4-2:19
4 2

O segundo integral, sendo a fungado integranda um polindémio com coe-
ficientes racionais, ¢ um nimero racional, pelo que o primeiro também tem
de ser racional.

O Professor Armando Machado, nosso leitor assiduo, foi sorteado, entre
0s que enviaram solugoes para este problema, e recebera um livro de oferta.
Parabéns ao feliz contemplado!
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Problemas para meninas

Por esse mundo fora estdo implementadas muitas competicoes mateméti-
cas, algumas com longas tradi¢ées. As Olimpiadas—IMO—s&o as mais con-
hecidas, sendo que é a SPM a instituicdo promotora da sua versao por-
tuguesa.

Hoje viajamos até & China, onde esta competicao tem versoes exclusiva-
mente para meninas, se bem que também haja uma versao nacional global.
Escolhemos duas questoes para meninas (anos 2002 e 2003).

1. Seja m um inteiro positivo e D,, o conjunto dos divisores positivos de
n, incluindo 1 e n. Prove que no maximo metade dos elementos de D,
tem 3 como algarismo das unidades.

2. Sejam Aj,...,Ag oito pontos quaisquer do plano. Seja 7 uma recta
(orientada) qualquer. Consideremos os pés das perpendiculares tiradas
pelos pontos Ay, ..., Ag sobre 7.

Atendendo a orientagdo da recta, estes novos pontos definem uma per-
mutacao dos indices 1,...,8. Por exemplo, na figura a permutagao

é
1 23 45 6 7 8
2183746 5
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Imaginemos que este processo se repete para todas as rectas do plano
que nao geram projecgoes ortogonais coincidentes para pontos diferen-
tes. No méaximo, quantas permutagoes diferentes de {1,2,3,4,5,6,7,8}
se podem obter?
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