INTERACGOES NO. 46, PP. 113-130 (2017)

O CONCEITO DE DERIVADA DE UMA FUNGAO: UMA
CONSTRUGAO ALTERNATIVA AO CONCEITO DE LIMITES

Jairo Rocha de Faria

Programa de P6s-Graduagédo em Modelagem Matematica e Computacional
Universidade Federal da Paraiba, Cidade Universitaria — Campus |. CEP 58051-900,
Jodo Pessoa — PB/Brasil.
jairo@ci.ufpb.br

Emerson Souza Freire

Escola de Engenharia Industrial Metalurgica de Volta Redonda da UFF
Avenida dos Trabalhadores 420 — Vila Sta. Cecilia. CEP 27255-125
Volta Redonda — RJ/Brasil.
emerson.freire@bol.com.br

Resumo

Este artigo propdée uma construcdo alternativa para o conceito de derivada de
uma fungéo, um dos conceitos fundamentais do Calculo Diferencial, aproximando-se
do Método das Fluxdes de Newton, apresentado no século XVIII através de forte apelo
intuitivo. Evitar a constru¢do demasiadamente técnica do conceito de derivada através
de um limite indeterminado cuja abstracdo e formalismo constituem dificuldades
adicionais para os alunos foi a principal motivacdo para este trabalho. Amparados
ainda pelo desenvolvimento historico, acreditamos que a abordagem ora proposta
constitua uma alternativa bastante natural tanto para a significagdo do conceito de
derivada, quanto para o desenvolvimento de alguns aspectos técnicos do conteudo
programatico de Calculo, como calcular derivadas e obter as regras de derivagao, por
exemplo. O principal objetivo deste trabalho €, portanto, fornecer fundamentos que

corroborem com esta afirmacéo.
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Abstract

This work proposes an alternative construction for the concept of derivative of a
function, a fundamental concept of Differential Calculus, approaching of the Method of
Fluxions Newton, presented in the XVIII century through strong intuitive appeal. In

order to avoid the construction of the concept of derived through an undetermined limit,
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whose abstraction and formalism are additional difficulties for students was the main
motivation for this work. Still supported by the historical development of the concept of
derivative we believe that the proposed approach constitutes a very natural alternative
to the significance of the concept of derivative and for the development of some
technical aspects of the Calculus, like how to obtain the derived rules, for example. The
main objective of this work is, therefore, to provide evidences corroborating this

statement.

Keywords: Differential Calculus; Derivatives; Mathematics Education; Limits.

Introdugao

Uma das grandes dificuldades enfrentadas pelos alunos em seu primeiro curso
de Calculo Diferencial é a abstrata definicdo de limite de uma fungdo (Cornu, 1991).
Além do mais, verifica-se um altissimo nivel de reprovagao nas disciplinas de Calculo,
que frequentemente sao responsabilizadas pelas taxas de evasao e retengao também
bastante altas em diversos cursos do ensino superior, sobretudo no Brasil (Villarreal,
1999). Do ponto de vista historico, podemos observar que estes dois conceitos: “limite”
e “fungao” foram sendo construidos e aprimorados desde a Idade Antiga até o inicio
da ldade Contemporanea (Boyer, 1991; Roque, 2012). Em particular, embora seja
uma interpretagdo a posteriori, a nogdo de infinitésimo ja pode ser identificada nos
paradoxos de Zenao de Elea (495 - 430 A.C.). A formalizacdo do conceito de limite
estendeu-se, portanto, por um longo processo até o século XIX, devendo-se destacar
as contribuicdes de Bolzano (1781-1848), Cauchy (1789-1857) e Weierstrass
(1815-1897) (Baron, 2004; Carvalho e D'Ottaviano, 2012), devendo-se a este ultimo a
definicao precisa de limite como conhecemos hoje, em termos de ¢ e o, dada em 1874
(Hairer & Wanner, 1996). Analogamente, a definicdo de funcdo atualmente aceita so
foi concebida em 1837 por Dirichlet, consolidando os trabalhos de Fourier em fins do
século XVIII (Avila, 2002). Afere-se dai que as contribuicdes de Galileu (1564-1642),
Kepler (1571-1630), Newton (1643-1727) e Leibniz (1646-1716) perpassaram as

dificuldades técnicas e tedricas do rigor matematico' atrelados aos dois conceitos

' Cumpre ressaltar que, embora o rigor matematico seja um conceito historico e, portanto, em evolugdo e que as
justificativas tanto de Newton quanto de Leibniz sofreram severas criticas, é possivel abordar os conceitos de derivada
e integral e suas aplicagbes, sobretudo em cursos introdutérios, sem o excessivo formalismo dos dias atuais.
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supracitados.

Nesta discussdo, merece lugar de destaque os legados de Newton e Leibniz,
qgue a despeito de travarem uma das mais famosas disputas de propriedade intelectual
da histéria da ciéncia, hoje sdo reconhecidos por suas contribuicbes ao Calculo,
desenvolvidas de forma totalmente independente (Hall, 2002; Meli, 1996). Convém
sublinhar ainda o ndo menos importante legado matematico de Cauchy, que além de
transformar o Calculo Diferencial e Integral de variaveis de seus antecessores no
Calculo Diferencial e Integral de fungdes (Kleiner, 1989), com sua preocupagao
didatica revolucionou o modo e a ordem de apresentagédo dos conceitos, contribuindo
para a proépria transformacao dos conceitos fundamentais do Calculo (Grabiner, 1981),
0 que causou forte influéncia no ensino das disciplinas de Calculo e Analise até a

atualidade.

Esta forte sistematizacdo encontrada no trabalho de Cauchy (Cauchy, 1821),
remete a “Os Elementos de Euclides”, obra lancada por volta de 300 a.C., também
com uma preocupacao didatica que levou a um encadeamento das proposi¢des que,

segundo Roque:

“A tese mais reveladora a respeito do encadeamento das proposigcbes nos Elementos,
partindo dos primeiros principios, é a de que os resultados foram enunciados de tras

para frente.” (Roque, 2012, p. 168)

Esta sistematizagdo, fundamental na ciéncia, €, em geral, levada de forma
equivocada para os livros didaticos e para a sala de aula com consequéncias muito
negativas para o ensino, onde os conteudos s&o apresentados como um “saber
pronto”, ao alcance de alguns poucos “génios” e de forma completamente

descontextualizada. Nas palavras de Grabiner, acerca do trabalho de Cauchy:

“Ele sintetizou os trabalhos anteriores e construiu tdo bem uma firme fundamentagao que
obscureceu as tentativas que o precederam. Assim como os Elementos de Euclides
foram tdo bem sucedidos que conduziram os trabalhos anteriores para o esquecimento,
assim como o Calculo de Newton-Leibniz tornou desnecessaria a leitura dos trabalhos
prévios sobre areas e tangentes, do mesmo modo o Cauchy's Cours d'analyse and
Calcul infinitesimal tornou obsoletos muitos dos tratados anteriores sobre limites,
convergéncia, continuidade, derivadas e integrais.” (Grabiner, 1981, p.15, tradugéo

nossa).

Em particular, fica evidenciada por grande parte dos livros de Calculo brasileiros
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e internacionais? uma forte instrumentalizacdo do ensino. De fato, € comum verificar
uma revisdo do conceito de funcdo e das fungbes elementares, seguida pela
introdugcdo do conceito de limite até sua definicdo formal, para em seguida se
introduzir o conceito de derivada de uma fungdo e suas aplicacbes mais comuns.
Finalmente, os capitulos finais dedicam-se a introducédo dos conceitos de primitiva de
uma fungao e de integral definida, coroando-se o curso com o Teorema Fundamental
do Calculo que estabelece a relagdo formal entre os dois principais conceitos
introduzidos: derivada e integral. Embora esta apresentacdo seja bastante apreciada
do ponto de vista estético, ela caminha na contramdo do desenvolvimento histérico
qgue costuma apontar para o caminho natural da construgdo dos conceitos cientificos.
Justifica-se esta abordagem pela necessidade da compreensao do conceito de limite
para a subsequente introdugcdo do conceito de derivada em um ponto, dada,
classicamente, pelo limite do quociente de Newton e reforcada com a importante
interpretagdo geométrica do coeficiente angular da reta tangente a fungdo no ponto

em analise.

A proposta deste trabalho é introduzir o conceito de derivada de uma fungéo
através da sua definigcao alternativa, utilizando-se o conceito de fungao de decaimento
mais rapido a zero (Griffel, 2002), que embora também seja um conceito também
associado ao limite de uma funcéo, conduz a uma metodologia mais intuitiva, tanto
para a obtencio das regras de derivagdo, quanto para a sistematizacdo do calculo de
derivadas das funcdes elementares. Cumpre ressaltar que a metodologia ora proposta
apresenta semelhancas com o Método das Fluxdes® desenvolvido por Newton na
obtencado das derivadas, podendo ser vista como uma justificativa deste método,
através da definicao de fungao de decaimento mais rapido a zero, e sua extensao para

a obtengéao de técnicas mais gerais de derivagao.

Para dar prosseguimento ao debate, vamos inicialmente discutir a definicdo de
limite de uma funcdo. Em seguida iremos fazer uma breve andlise comparativa entre a
definicao classica e a definicado alternativa de derivada. Posteriormente, com o objetivo
de comparar a complexidade entre as duas abordagens, serdo deduzidas algumas

propriedades através da definicao alternativa. Finalmente, serdo apresentadas

% Aqui cabe ressaltar que embora o importante movimento de reforma do ensino do Calculo nos Estados Unidos,
iniciado em meados dos anos 1980, apresente varias propostas concretas para a problematica em questao, este
movimento néo teve influéncia significativa para o ensino no Brasil (Avila, 2002).

® Newton justificava seu método de forma mais intuitiva, utilizando a nogdo de movimento e de incrementos

infinitamente pequenos que podiam ser desprezados quando apresentavam poténcias maiores ou iguais a dois (Hall,
2002).
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algumas conclusdes e indicados alguns estudos a serem realizados.

A Definicdo de Limite de uma Fung¢ao

Como ja mencionado, a maneira como o Calculo Diferencial e Integral se
apresenta na grande maioria dos livros didaticos da atualidade foi fortemente
influenciada por Cauchy®. No Brasil, um dos icones desta maneira de apresentar a
disciplina é “O Célculo com Geometria Analitica” (Leithold, L. 1994), livro que vem
sendo amplamente adotado por décadas e, consequentemente, formando parte

consideravel das novas geracgdes de professores de Calculo.

No que segue iremos utilizar as definicdbes apresentadas nesta obra para
confrontar com as definicbes necessarias para a construgcao da definicdo alternativa

de derivada.

Definigao 1: Seja f uma funcao definida para todo niumero em algum intervalo
aberto contendo a, exceto possivelmente no proprio a. O limite de f(x) quando x
tende a a sera L, escrito como

lim f(x) =L (1)

xX—a

se a seguinte afirmacéo for verdadeira: Dado ¢ > 0 qualquer, existe ¢ > 0, tal que se

0<|x-a|<d entdo |f(x)-L|<e. (Leithold, 1994).

A definicdo acima se encontra de maneira similar em boa parte dos mais
tradicionais livros de Calculo adotados no Brasil. No entanto, a grande maioria dos
estudantes dificilmente consegue, num primeiro momento, determinar limites por meio
dela. Além da dificuldade contida no proprio entendimento devido ao seu nivel de
abstragdo, tem-se a necessidade de manipular trés parametros distintos,

representados por £,0 e L.

* Em seu Calculo, os conceitos de funcao e limite de funcdo eram fundamentais. Ele definiu a derivada como o limite de
um quociente e apresentou uma definicdo satisfatéria de fungédo continua que é analoga a utilizada nos dias de hoje.
(Boyer, 1991). Também se deve a ele a definicdo formal de limite que é comumente apresentada nos cursos
introdutérios de Calculo.
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As Definigoes Classica e Alternativa de Derivada

No século XVIII, Newton e Leibniz introduziram quase que ao mesmo tempo e
de maneira independente o conceito de derivada, sendo o conceito de limite como

conhecemos hoje formulado apenas no século seguinte por Cauchy. A Leibniz se deve

daf

o simbolo d_ como notacao para derivada da fungao f(x) em relagdo a variavel x, que
x

se tornou bastante adotada e aceita por facilitar a manipulagdo algébrica. Neste

trabalho, no entanto, sera utilizada a notagao f”(x,), introduzida por Lagrange (1736-

1813), para a definigéo classica de derivada e a notagéo f(xo) sera reservada para a

definicdo alternativa a fim de se distinguir as duas abordagens. Neste texto,
reconhecemos como classica a definicdo de derivada usualmente adotada nos dias
atuais, ainda que uma definicdo analoga a que aqui denominamos por alternativa

tenha sido utilizada nos séculos XVII e XVIIl, como sera esclarecido no texto.

A definigao classica de derivada

Definigao 2: A derivada de uma fungao f é a fungao denotada por f’, tal que seu

valor em qualquer numero x do dominio de f seja dado por

) fi L AD = ()

Ar—0 Ax @

se esse limite existir (Leithold, 1994).

Observagao 1: Tanto na definicdo de limite (Eq. 1), quanto na definicdo de
derivada (Eq. 2), apresentadas no citado livro texto, a exigéncia de que o ponto
considerado seja um ponto de acumulagao do dominio da fungdo nao esta explicita, ja
que seria um novo conceito a ser introduzido aos aprendentes. Em geral, estes
conceitos sao abordados a posteriori em um curso mais avangado, como o Curso de
Analise Real, por exemplo. Na definigdo de derivada, no entanto, esta implicito que o
ponto considerado deve pertencer ao dominio da fungdo como pode ser observado na
Eq. 2

A definigao alternativa de derivada

A seguir sera introduzida a definicao alternativa de derivada que pode ser
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naturalmente estendida para a derivada Gateaux de funcgbes vetoriais e tensoriais

(Griffel, 2002). Inicialmente deve ser construido o conceito de uma fungéo f(g(x))

“que vai a zero mais rapido do que g(x)” dado pela definicdo abaixo:

Definigao 3: Sejam f e g funcdes reais tais que f(g(x)) esteja definida. Dizemos

que a funcao fvai a zero mais rapido do que g se

lim 7 E&™) _ 4 3)
£0=0 - g(x)

que sera denotada por f = o(g(x)) (Griffel, 2002).

Embora este conceito seja formalizado utilizando-se o conceito de limite, ele
pode ser construido a partir da exploragdo de exemplos bastante ilustrativos, como

abaixo:

Exemplo 1) As fungbes f(h)=h" e f,(h)=Hh" v&o a zero mais rapido do que a

funcao . Uma tabela, neste caso, pode ajudar bastante na construgdo do conceito:

Tabela 1: exemplo comparativo de fungdes

h f(h)=F fy=F
+0.90 0.8100 +0.729000
+0.50 0.2500 +0.125000
+0.10 0.0100 +0.001000
+0.09 0.008 +0.000729
+0.05 0.0025 +0.000125
+0.01 0.0001 +0.000001

De fato, é imediato concluir que a fungdo f, vai a zero mais rapido que f, que
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também vai a zero mais rapido do que /4. Deve-se observar que os quocientes

Lh)] LAk _ e (h)|
£,(h)] Ja(h) D

portanto, 7.(h)=o(f(h)), f,(h)=olg(h))e f,(h)=o(g(h)) resultado que pode ser

extrapolado para fungdes do tipo f.(h) = 4", comd > 0.

|h|2 tendem a zero quando /4 tende a zero e,

Apéds algumas atividades e a apropriagdo deste conceito pelos aprendentes,
podemos introduzir o conceito de derivada via a defini¢cao alternativa:
Definigdo 4: (alternativa) Sejam x, €Q e f:QCH —N. f(xo) é a derivada

de f(x) em x,EQ,se a seguinte expanséo pode ser escrita

f(x, +h) = f(x,)+hf(x,) +olh), (3)

para h suficientemente pequeno. Neste caso, diz-se que f(x) é diferenciavel no

ponto x, .

A nogao suficientemente pequeno, inerente ao Calculo Diferencial desde seus
primordios e por tantas vezes controversa na histéria da matematica, deve ser
introduzida a partir de exemplos elucidativos. A interpretagdo geométrica fornece

alguns elementos que tem apelo a esta definigdo, como ilustrado na seg¢ao abaixo.

Interpretagcoes da Derivada Via Definigdao Alternativa

Vamos admitir que f(x) seja derivavel no ponto x, e vamos analisar o

comportamento da expansdo dada pela Eq. 2 em um intervalo (suficientemente

pequeno) [ =(x, —h,x, +h). A interpretagdo que decorre imediatamente da definigéo
alternativa € considerar que f(x, + /)pode ser aproximado por f(x,)+ hf(xo) para

qualquer ponto x, €/, a menos de um pequeno erro o(/). Consideremos um simples

exemplo numérico para auxiliar esta interpretagao:

Exemplo 2: Seja f(x)=x’. Temos que f(x+h)=(x+h)’. Assim,
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f(x+h)=x*+h2x+h>. Como h*> =o(h), obtemos facimente® a derivada dada por

f(x) = 2x. Tomando-se x, =1, temos f(x,))=1, f(xo) =2 e o seguinte resultado,

para alguns valores de / :

Tabela 2. Valores exatos e aproximados de f(x) = x*em x, =1

para varios valores de hA.

valor valor

h exato aproximado
S(xo +h) ~ [ (x0) + hf (x))

0.3 1.69 1.60
-0.3 0.49 0.40
0.2 1.44 1.40
-0.2 0.64 0.60
0.1 1.21 1.20
-0.1 0.81 0.80
0.05 1.102 1.10
-0.05 0.9025 0.90
0.01 1.0201 1.02
-0.01 0.9801 0.98

No grafico abaixo, podemos observar que os pontos obtidos da aproximagao tém

como reta suporte a reta tangente ao grafico de f(x,)no ponto (x,, f(x,)). Mais

ainda, devemos destacar que o coeficiente angular desta reta tangente® é dado por

® Note que evitamos assim o uso de um limite indeterminado para obtencdo da derivada

como se obtém quando se utiliza o quociente de Newton.

¢ Considerando-se a definicdo classica, esta interpretacéo é construida com a reta tangente ao grafico de f no ponto

(xo,f(xo)) sendo aproximada por retas secantes nos pontos (xo,f(xo)) e (x, +h, f(x,)) quando h se
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S(x)-

1,60

1,40

1,20

1,00
0,80
—  Exatos
0,60 .
Aproximados
0,40
0,60 0,70 0,80 0,90 1,00 1,10 1,20 1,30

2

Grafico 1. Grafico de f(x)=x" e valores aproximados por f(x, +h) =~ f(x,)+hf(x,)

em x, =1, para varios valores de #.

Deve ficar claro para o aluno que o termo o(h) pode ser desconsiderado (para h
pequeno), ja que o mesmo continua pequeno mesmo quando dividido pelo termo
pequeno /. No exemplo acima, fica evidenciado que o valor do erro da aproximagcéo,
dado por o(h), torna-se cada vez menor quando % se aproxima de zero, como se

observa na Tabela 2.

Observagdo 2: da aproximagdo f(x,+h)=~ f(x,)+hf(x,)convém ainda
observar que ao se fixar £ >0 o sinal da derivada determina se a fungdo é crescente

(f(xo) > () ou decrescente (f(xo) < 0), donde se pode deduzir a condigdo necessaria

aproxima de zero. Por outro lado, pela definicdo alternativa, a reta tangente é a reta suporte da aproximagéao linear
obtida quando se despreza o termo o(/).
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de ponto critico.

Observagado 3: Lagrange (1797) afirmava que toda fungdo poderia ser

expandida em uma série de poténcias como

f(x+h)=f(x)+hp(x)+hq(x)+h’r(x)+.. (4)

exceto talvez em alguns valores isolados de x, sendo a derivada definida pelo termo
p(x).

Com a nocgao atual do conceito de funcgdes, sabe-se hoje que esta definigao é
valida apenas para certa classe de fungdes, sendo mais adequado fazer esta
abordagem introduzindo-se a Série de Taylor. No entanto, além da semelhanga com a
definicdo alternativa, pode-se perceber no titulo da obra (Théorie des fonctions
analytiques contenant les principes du calcul différentiel dégagés de toute
considération d'infiniment petits et d'évanouissans, de limites ou de fluxions et réduits a
l'analyse algébrique des quantities finies) a motivagao para que o conceito de derivada
ficasse livre de justificativas baseadas nos conceitos de infinitamente pequenos,
evanescentes, limites e fluxdes, como apresentados nas obras de Newton e Leibniz
(Roque, 2012).

Embora as duas definicbes levem a maneiras distintas de se construir o

conceito, elas sao equivalentes, como ressaltado no seguinte lema:

Lema 1: As definigbes classica e alternativa sdo equivalentes.

Demonstracao: dada a expansé&o alternativa f(x, +h)= f(x,)+ hf(xo) + o(h),

podemos rearranjar os termos, tal que JG 1) =) = f(xo) +%h). Tomando-se

h
o limite 4 — 0,segue-se que f(x) = f'(x). Logo, a definicdo alternativa implica na

definicao classica. Por outro lado, considerando-se a definicao classica, temos que

, donde se segue que

£'(x) = lim

SO+ = (%)
-0 h
o(h) _ J(x+h)=1(%)

S(x)+ P P

desde que h seja suficientemente pequeno. Multiplicando-se por h, e rearranjando os

http://www.eses.pt/interaccoes



- FARIA & FREIRE 124

termos, tem-se que f(x,+h)- f(x,)=hf'(x)+o(h).E, portanto, f'(x)= f(x)0u
seja, a definicdo classica também implica na definigdo alternativa o que conclui a

demonstragao.

Uma fungéo f:Q C R — Né dita diferencidvel em Q se as definigdes acima se

aplicam para todo ponto x& Q.

Ressalta-se, no entanto, que a abordagem alternativa evita a necessidade do
N : . 0 .
calculo de um limite indeterminado (do tipo 6), como ocorre com a definigdo via o

quociente de Newton, que constitui uma dificuldade adicional tanto para a introdugéo
quanto para a apropriagao deste saber pelos aprendentes. Abaixo, daremos exemplos
para ilustrar algumas propriedades da derivada obtidas da definicdo alternativa. Um
exercicio recomendavel é comparar os procedimentos para se obter estes mesmos

resultados através da definicao classica.

Exemplos:
3) Afungdo f(x)=x", onde n é inteiro positivo é diferencidvel em toda a reta .

Pela definicdo alternativa e utilizando-se o bindbmio de Newton, obtemos:

n n n n n-1 (7 Jooon—j
f(x,+h) = (x,+h)"'= (O)xo + (l)hxo + E(j)hxo /|

donde, n-1 2 \ n -2 n—j
f(x,+h)=(x,+h)" = f(x))+hnx, +h E(j)h]_ x, ’, Vx, €eQ.
=2

Amparados pelo exemplo 2), observamos que o Ultimo termo acima € o(h) e temos
/ n-1
que f(x,)=nx, ,Vx EQ.

4)  Afungdo f(x)=|x| ndo é diferenciavel no ponto x, = 0.

Pela definigao alternativa, segue-se que se s >0, temos f(0+h)=|0+ 4 =0+h. Por

outro lado, se 1 <0, temos f(0+h)= |0 + h| =0 - h,logo, dependendo do lado pelo
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qual h se aproxima de zero (pela direita ou pela esquerda), tém-se diferentes valores
para a derivada (+1 ou -1, respectivamente) e, portanto, a derivada nao existe na

origem.

Sublinha-se ainda que a ideia de continuidade, intrinsecamente relacionada com
o conceito de limite, deve ser abordada através de exemplos, até a construcédo da sua

definigao:
Definigdo 5: Uma fungdo f:QCHR —Né dita continua em x €EQ se

lim 7(x, + h) = f(%,)-

Neste ponto, deve-se destacar que o exemplo 4) é um caso classico de que
continuidade nao implica em diferenciabilidade. No entanto, a reciproca € verdadeira,

como se observa do seguinte resultado:

Proposigdo 1: Uma fungdo f:Q C N — Ndiferenciavel em x, EQ é continua

em x, €Q.

A demonstracao, através das definicoes classica e alternativa é imediata. Vamos
utilizar a demonstracdo alternativa, dado que a primeira pode ser encontrada

facilmente na literatura.

Demonstragdo: Se f ¢ diferenciavel em x, €€2,temos que

lim £ (x, +h) = £ () + 1im(hf (x) + o{) = £ (x,).

Técnicas de Derivagao

Nesta secéo, iremos deduzir algumas técnicas de derivagéo, que sistematizam o

calculo de derivadas, utilizando a definigdo alternativa. Convém salientar que para
duas fungbes f(h) =0(h) eg(h)=0(h), tem-se que f(h)+g(h) =o(h) e

f(h)g(h)= o(h), como é facil construir através de exemplos, bem como demonstrar.

As regras abaixo sdo validas para todos os pontos onde as fungdes sao

diferenciaveis. Sejam «a,fENRe u(x) e v(x)fungdes diferenciaveis sobre o dominio
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Lema 2) A derivada da fungdo constante € nula sobre toda a reta

Seja u(x) = k, onde kENR é uma constante.

Demonstragao: temos que: u(x +h) =k =u(x)+0, VxENR.

Logo, u(x) =0, VxENR.

Lema 3) Seja [u + v](x) =u(x) + v(x). A derivada da soma de duas fungdes é a

soma das derivadas destas fungdes.

Demonstragao: temos que:
[u+Vv](x+h) =u(x+h)+v(x+h)=u(x)+hu(x)+o(h)+v(x)+ hv(x) + o(h).

Donde,  [u+v](x+4) = [u(x) + v(x)] + A[i(x) + ¥(x)] + o(h).

Logo, [u+v](x) =u(x) +v(x), VxEQ.

Lema 4) Seja [uv](x) =u(x)v(x). A derivada do produto de duas fungdes

diferenciaveis é dada pela férmula:

[uv](x) = u(x)v(x) + u(x)v(x), Vx EQ.
Demonstragao: temos que:
[wv](x + h) =u(x + h)v(x + h) = (u(x) + hu(x) + hi(x)o(h))(v(x) + hv(x) + o(h)).

Donde se . . L.
seque [tv](x + h) = u(x)v(x) + h(tu(x)v(x) + u(x)v(x)) + L'u(x)(x) + o(h)o(h),

e, finalmente, [uv](x + h) = [uv](x) + At (x)v(x) + u(x)v(x)) + o(h).

Logo, [uv](x) = u(x)v(x) + u(x)v(x), Vx EQ.
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u(x)

Lema 5) Seja [Z](x) =(—), VxEQ tal que v(x) = 0. A derivada do quociente
v v(x

de duas fungdes diferenciaveis é dada pela férmula:

[“(x) = uOv(x) ~u()vx) , VxEQ tal que v(x) = 0.
v vi(x)

Demonstragao:

Por w(x+h)  u(x)+hi(x) +o(h)
definigao, v(x+h)  v(x)+hi(x)+o(h)

u(x)

calculando-se a diferenca com o termo ? obtemos
v(x

u(x) +hi(x) +o(h) u(x) N hu(x)v(x) —u(x)v(x)]+ o(h)
v(x) + hv(x) + o(h) - v(x) v(xX)(W(x) + hv(x) +o(h))

i (x)v(x) —u(x)v(x)]

novamente, fazendo-se a diferenga com o termo 3 , obtemos
v (x)
u(x) + hu(x) +o(h)  u(x) ol u(x)v(x) —u(x)v(x) N o(h)
v(x) + hv(x) + o(h) B v(x) v (x) vV (x)(v(x) + hv(x) + o(h

donde

i) = L) ()i
v v(x)

Observacgao 4: Comparando-se as demonstragdes dos Lemas 2 a 6 utilizando
as defini¢des alternativa ou classica (esta ultima através de algum livro didatico, como,
por exemplo, o Leithold (1994)), observa-se que as primeiras além de serem mais
simples, nao se utilizam de “truques” como somar e subtrair um termo adequado para
se deduzir as regras do produto e do quociente (Lemas 4 e 5). Embora seja importante
conhecer alguns artificios para sua utilizacdo em demonstragdes, sobretudo para
estudantes do curso de Matematica, é bastante conveniente apresentar um caminho
menos artificial na introdugédo e construcdo dos conceitos, o que justifica a definicao

alternativa como um facilitador do processo e de ensino e aprendizagem.
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Conclusoes

Neste trabalho, foram observadas duas abordagens para a construgdo do
conceito de derivada: a primeira, denominada de definicdo classica e largamente
encontrada nos textos didaticos de Calculo e a segunda, denominada neste trabalho
por definicdo alternativa, dada pelo segundo termo da expansao de uma fungao.
Embora as duas definigdes sejam equivalentes, observa-se que a definicio alternativa
perpassa algumas dificuldades técnicas sobre o conceito e o calculo de limites
indeterminados, que devem ser enfrentadas quando se opta pela defini¢gdo classica de
derivada. Estas dificuldades acerca do conceito de limites constituem uma dificuldade
adicional para a apropriacdo do conceito de derivada. Além do mais, as regras de
derivagdo podem ser obtidas de maneira mais simples e direta através da definigao
alternativa. Como observado previamente, o conceito de derivada proposto por
Newton e Leibniz no século XVIII antecipou-se aos conceitos atuais de limite e funcéao,
que foram formalizados apenas no século XIX, por Cauchy e Riemann,

respectivamente.

Em geral, a Historia da Matematica aponta na direcdo da construgdo dos
conceitos da forma mais natural e intuitiva. Assim, alterar a sequéncia histérica em
beneficio da estética da apresentacdo e do formalismo matematico € uma
sistematizagéo precoce, que além de colocar o estudante em uma atitude passiva em
relacdo a aprendizagem, afasta-o das motivagdes iniciais. De fato, muitos conceitos do
Calculo advém de problemas da Fisica e da Engenharia, que poderiam despertar um
maior interesse do aluno, bem como enriquecer sua formacao interdisciplinar. Em
particular, destaca-se a abordagem adotada por Newton em seu Método das Fluxdes
(Newton, 1736), que foi apresentada com bastante apelo intuitivo e que guarda

analogia com a definicdo que foi denominada de alternativa, neste trabalho.

Cabe ainda ressaltar que a definicao alternativa herda de forma muito natural
todas as propriedades da série de Taylor e suas conveniéncias para o
desenvolvimento de métodos numéricos, sendo, portanto, bastante adequada para o
ensino moderno, ja que com a popularizagcdo dos computadores nas ultimas décadas,
a Matematica Computacional tem se consolidado como uma forte tendéncia para o
ensino e para a pesquisa. A presente metodologia, portanto, tem forte potencial para
ser utilizada tanto em cursos introdutérios como em cursos focados nas aplicagées,
tanto do ponto de vista da modelagem quanto do ponto de vista dos métodos

numéricos.
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Finalmente, como trabalhos futuros serdo desenvolvidos métodos numéricos
através da definicdo alternativa e sera realizado um levantamento com estudantes e
professores de cursos introdutérios de Calculo, com a finalidade de analisar suas
percepgdes sobre a complexidade, vantagens e desvantagens de cada uma das

propostas para a construgdo do conceito de derivada.
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