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RESUMEN

La formacion de los profesores de educacion primaria en probabilidad es
fundamental para desarrollar en sus estudiantes una comprension temprana
de los conceptos probabilisticos. EL objetivo de este trabajo es evaluar el
conocimiento didactico-matematico para ensenar probabilidad de profesores
espanoles de educacion primaria en formacién. Para ello, se propone a 156
futuros profesores un cuestionario con tres tareas, cada una con cuatro apar-
tados. EL primero consiste en la resolucion y justificacion de la tarea y evalua
el conocimiento comun de la probabilidad; en el seqgundo se pide identi-
ficar los objetos matematicos requeridos en la solucion y evalua la faceta
epistémica del conocimiento didactico; el tercero requiere discriminar las
respuestas correctas e incorrectas de estudiantes ficticios a la tarea, anali-
zando asi la faceta cognitiva; y el cuarto consiste en sugerir acciones para
superar los errores de los estudiantes, evaluando asi las facetas mediacional
e interaccional. Los participantes muestran buen conocimiento comun del
contenido e identifican correctamente las respuestas correctas e incorrectas
de los estudiantes ficticios. Es menor el desempeno en la identificacion de
objetos matematicos, la explicacion de los errores de los estudiantes y la
sugerencia de acciones didacticas. Estos resultados sugieren puntos que se
requieren reforzar en la formacion de los profesores de educacion primaria
para ensenar probabilidad.

Palabras-clave: Probabilidad; Conocimiento didactico-
matematico; Profesores en formacion; Educacidn
primaria; Evaluacidn.

1.INTRODUCCION

La probabilidad forma parte del curriculo escolar de matematicas y tiene
conexiones con otros contenidos matematicos, como, por ejemplo, la propor-
cionalidad, algebra, calculo o combinatoria (Van Dooren, 2014). No obstante,
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introduce una forma especifica de razonamiento, al analizar fen6menos alea-
torios en vez de deterministas (Sharma, 2015). Ademas, es la base de la infe-
rencia estadistica, que, con una aproximacién informal, se introduce actual-
mente desde la educaciéon primaria (Bargagliotti et al., 2020).

Su ensefanza se deberia orientar a proporcionar al estudiantado
instrumentos que le permitan interpretar el azar y la incertidumbre y tomar
decisiones adecuadas en situaciones aleatorias cotidianas (Alvarez-Arroyo et
al,, 2024). Todo ello, para que en el futuro sean ciudadanos bien informados
y consumidores inteligentes, que cuenten con una adecuada alfabetizacion
probabilistica (Gal, 2005); es decir, la capacidad de interpretar y evaluar
criticamente los fenémenos aleatorios y expresar sus opiniones respecto a la
informacion probabilistica.

Para responder a esta necesidad, el curriculo actual de educacién
primaria de Espafia (Real Decreto 157/2022, de 1 de marzo) incluye, como
contenidos de probabilidad, el caracter aleatorio de algunas experiencias y
la iniciacién intuitiva al calculo de la probabilidad de un suceso. Uno de los
estandares evaluables incluido en este documento indica que el estudiante
debe resolver problemas, utilizando estrategias heuristicas y razonamiento,
creando conjeturas, construyendo, argumentando y tomando decisiones,
valorando las consecuencias de estas y la conveniencia de su utilizacion.

La implementaciéon adecuada de estas directrices exige la prepa-
racion de los profesores de educacién primaria, tanto en conocimiento
sobre probabilidad como en el conocimiento didactico relacionado con su
ensefianza, que debiera basarse en la evaluacidn de estos. El objetivo de este
trabajo es evaluar el conocimiento didactico y matematico de un grupo de
profesores de educacion primaria en formacion, para completar los estudios
previos que se describen a continuacion.

2.ANTECEDENTES

Asistimos en la actualidad a un crecimiento en la investigacién sobre conoci-
mientos y formacion del profesor de matematicas, como muestran diversos
autores (Fernandes et al., 2019a; 2019b; Lo et al., 2014; Llinares & Chapman,
2019), sin embargo, son aun escasos los trabajos centrados en el conoci-
miento relacionado con la probabilidad.

Las investigaciones sobre esta tematica centradas en los profesores
de educacion primaria en formacién indican logros y también carencias en su
conocimiento. Por ejemplo, respecto a los logros, Alonso-Castafio et al. (2021)
realizaron un estudio en el que los participantes plantearon y resolvieron
problemas de probabilidad elemental y argumentaron correctamente su
solucién. Asimismo, Hourigan y Leavy (2020) observaron una buena concep-
cion del juego equitativo en su experiencia con futuros profesores.

Por otro lado, en cuanto a carencias detectadas, Ingram (2022)
concluydé que muchos profesores en formacion en su investigacion descono-
cian los diferentes significados de la probabilidad y no percibieron la indepen-
dencia de ensayos repetidos. En la investigacion de Chernoff et al. (2018), los
participantes formaron espacios muestrales incorrectos para los problemas
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de probabilidad. Por su parte, Gomez Torres (2014) identificé dificultades de
comprension de conceptos asociados a los significados frecuencial y subje-
tivo de la probabilidad. Fernandes et al. (2019a) indican que muchas de las
tareas planteadas para los estudiantes por los participantes en su estudio
eran inadecuadas para el nivel educativo al que iban dirigidas.

Gomez-Torres (2014) analizé algunos componentes del conoci-
miento de la probabilidad frecuencial de 157 futuros profesores de educa-
cion primaria. Ademas de estudiar su conocimiento matematico, mediante
las soluciones a un problema, analizaron parte del conocimiento didactico
de 81 de estos profesores. Para ello, les pidieron identificar los contenidos
matematicos en la tarea y también determinar y justificar, entre un grupo de
respuestas dadas por alumnos de educacién primaria, las correctas e incor-
rectas. Los participantes reconocieron las respuestas correctas e incorrectas
de los estudiantes, explicando la razén de los errores. Sin embargo, identifi-
caron pocos objetos matematicos en la tarea. Observaron errores de razona-
miento en los profesores como el sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre, 1992)
y la heuristica de representatividad (Tversky & Kahneman, 1974). El primero
consiste en considerar equiprobables todos los resultados de cualquier
experimento aleatorio, y la segunda en considerar que cualquier muestra,
incluso pequefia, reproduce las caracteristicas de la poblacién.

Burgos et al. (2024) analizaron las respuestas de 63 futuros profe-
sores de educacién primaria en formacién a una tarea que requeria deter-
minar la composicién de una urna, cuya probabilidad de éxito fuese igual que
en otra en la que se conocia la razén entre casos favorables y desfavorables.
Los autores examinaron las estrategias y errores de los participantes, centran-
dose en los niveles de razonamiento algebraico de sus practicas matema-
ticas. Los futuros docentes determinaron con éxito la composicién de la urna,
empleando estrategias generalmente de tipo aritmético, aunque encontraron
dificultades para argumentar sus soluciones. Dichas dificultades fueron
menores en los participantes que utilizaron el razonamiento algebraico en
sus estrategias.

Por otra parte, Vasquez y Alsina (2015a), construyeron un cuestio-
nario para evaluar el conocimiento matematico y didactico para ensefiar
probabilidad en la educacion primaria, y lo aplicaron a 93 profesores en
servicio (Vasquez & Alsina, 2015b). En relacion con el conocimiento matema-
tico, encontraron dificultades al aplicar la idea de independencia, mostrando
los sesgos de recencia positiva (considerar que si un suceso se produce
varias veces repetidas aumenta su probabilidad) y negativa (pensar que si un
suceso se produce varias veces repetidas aumenta la probabilidad del suceso
contrario). Los resultados fueron deficientes en relacion con la identificacion
de los objetos matematicos requeridos para resolver las tareas propuestas.
Adicionalmente, mas de la mitad de los participantes no fue capaz de identi-
ficar las dificultades de los estudiantes.
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3.MARCO TEORICO

Una de las lineas de investigacion mas productivas en Educacién Matematica
es la dedicada al conocimiento y la formacién del profesor de matematicas,
que ha creado diferentes modelos tedricos para describir los componentes de
dicho conocimiento.

Este trabajo se apoya en el modelo del Conocimiento Didactico-
Matematico (CDM) (Godino, 2009; 2024; Pino-Fan & Godino, 2015). Este
modelo diferencia el conocimiento matematico, conocimiento didactico y
conocimiento meta didactico. Dentro del conocimiento matematico se incluye
el Conocimiento Matematico Comun del Contenido (CMC), que permite al
profesor resolver las tareas propias del nivel educativo donde imparte su
docencia; en nuestro caso, se requiere que el profesor domine contenidos
de probabilidad propios de la educacién primaria. Ademas, precisa de un
Conocimiento Avanzado del Contenido (CAC), que es mas amplio que el
anterior y le posibilita conectar la ensefianza que realiza con la que recibiran
sus estudiantes en niveles educativos superiores y que, en este estudio,
incluiria el conocimiento probabilistico de la educacién secundaria.

Dentro del CM, se diferencian seis facetas: (1) la faceta epistémicaes el
conocimiento didactico-matematico especifico sobre el propio contenido, que
permite al profesor proponer y resolver por varios métodos tareas matema-
ticas, conocer los diferentes significados de un objeto matematico e identificar
el conocimiento necesario para resolver una tarea matematica; (2) la faceta
cognitiva incluye el conocimiento sobre las formas de razonar y aprender
de los estudiantes sobre el tema y permite al profesor predecir las posibles
soluciones a las tareas matematicas y los errores, dificultades y concepciones
erréneas de sus estudiantes; (3) la faceta afectiva incluye los conocimientos
necesarios para comprender los sentimientos, actitudes y motivaciones de los
estudiantes frente al tema y el proceso de estudio seguido, por ejemplo, su
interés o desinterés por el tema o el sentirse incapaz de resolver un problema;
(4) la faceta interaccional involucra los conocimientos necesarios para prever,
implementar y evaluar interacciones, entre los propios estudiantes y entre
estos y el profesor, con objeto de promover el aprendizaje; (5) la faceta media-
cional aborda los conocimientos de los recursos didacticos y medios para la
enseflanza de cada contenido, incluyendo los libros de texto y el software
disponible; y (6) la faceta ecoldgica incluye los conocimientos sobre el tema
en el curriculo de matematicas, sus relaciones con otros contenidos, y con
aspectos sociales, politicos y econémicos, que condicionan el proceso de
ensefianza y aprendizaje.

En este trabajo se evalia el conocimiento comun del contenido por
medio de las soluciones y argumentos de los participantes de la muestra en
las tareas del cuestionario. La faceta epistémica del conocimiento didactico-
-matematico se analiza pidiendo a los futuros profesores que identifiquen
los objetos matematicos requeridos para resolver las tareas. La faceta cogni-
tiva, por medio de la identificacion y explicacion de las respuestas correctas
e incorrectas de los estudiantes ficticios a las tareas, y la faceta interaccional-
-mediacional a partir de sus sugerencias para resolver las posibles dificul-
tades de los estudiantes.
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4, METODO

La muestra estuvo formada por 156 profesores de educacién primaria en
formacién de 2.2 curso del Grado de Educacién Primaria de una universidad
espafiola, repartidos en tres grupos de 63, 67 y 26 estudiantes. Los partici-
pantes, ademas de haber estudiado probabilidad en la secundaria, habian
tratado el tema en las asignaturas de Conocimientos Matematicos [ y II; la
primera se realizé en el curso anterior al que se tomaron los datos, y la segunda
durante el mismo curso. En esta tltima asignatura, se destaca como resultado
esperado de aprendizaje: (1) conocer el papel de la geometria, la medida y la
probabilidad en el curriculo escolar de matematicas; y (2) conocer las cone-
xiones entre geometria, medida, nimero y probabilidad. Uno de los temas del
temario fue Intuicién probabilistica y terminologia basica. En la asignatura se
recomienda como bibliografia especifica el libro de Diaz Godino et al. (1988),
que incluye conocimientos matematicos epistemologicos, cognitivos y didac-
ticos de la probabilidad elemental. Los participantes resolvieron el cuestio-
nario de manera individual con lapiz y papel en un tiempo de 90 minutos,
colaborando con interés.

4.1. CUESTIONARIO

El cuestionario utilizado (Anexo 1) se compone de tres tareas y fue cons-
truido por los autores para esta investigacion, a partir de tareas utilizadas en
investigaciones previas. Las consignas de cada tarea fueron las siguientes: a)
Resolver la tarea; b) ;Qué conocimientos (conceptos, propiedades y procedi-
mientos) se necesitan para resolver la tarea?; c) Indica si es correcta y por qué
cada una de las respuestas de los estudiantes; d) ;Co6mo ayudarias a los nifios
que no han sabido resolver el problema?

Cada apartado de las tareas evalia diferentes facetas del conoci-
miento didactico-matematico de los participantes. El conocimiento matema-
tico se evaluia por la solucién y argumentos aportados en la resolucién de cada
tarea (Parte a) y se resume en la Tabla 1. La faceta epistémica del conocimiento
especializado se analiza mediante el analisis de los objetos matematicos que
aportan los futuros profesores de las tareas (Parte b). La faceta cognitiva se
deduce de la identificacion correcta o incorrecta de las respuestas de alumnos
ficticios y los argumentos que aportan los participantes para justificarlo (Parte
c). Finalmente, las facetas interaccional y mediacional se evaluan cuando se
pide sefialar estrategias que podrian ayudar a los estudiantes a superar sus
errores (Parte d).

Respecto al conocimiento matematico evaluado en la Parte a) de la
Tarea 1, tomada de Green (1982), y utilizada posteriormente por Cafiizares
(1997) y Vasquezy Alsina (2015b), se pregunta por el resultado méas probable,
después de una serie de resultados obtenidos al lanzar una moneda equili-
brada. La solucion implica reconocer el caracter aleatorio del experimento y
la equiprobabilidad de los dos resultados posibles. Ademas, se debe reconocer
la independencia de los ensayos repetidos, por lo que cualquiera de los dos
resultados es igualmente probable.
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Tabla 1

Conocimiento y sesgos probabilisticos evaluados en las tareas
Conocimiento Tarea 1 Tarea 2 Tarea3
Experimento aleatorio simple X X
Experimento aleatorio compuesto X
Sucesos posibles X X X
Sucesos favorables y desfavorables X X X
Probabilidad X X X
Equiprobabilidad X X X
Independencia de ensayos repetidos X X
Probabilidad como cociente de casos favorables y posibles X
Comparacion de probabilidades X
Probabilidad compuesta X
Suma de probabilidades X
Fracciones equivalentes X
Multiplicacion y suma de fracciones X
Sesgos de razonamiento
Confusion entre probabilidad clasica y frecuencial
Recencia positiva X
Recencia negativa X
Se calculan probabilidades solo usando los casos favorables X
Enfoque en el resultado X

Confunde el problema con uno de divisién
Sesgo de equiprobabilidad

Influencia de la disposicién geométrica en la probabilidad

Nota: Elaboracién propia.

En la Parte a) de la Tarea 2, tomada igualmente de Green (1982)
y utilizada por Cafiizares (1997), se presenta la extraccién de bolas de dos
urnas equiprobables en que el nimero de casos favorables es igual al de
casos desfavorables en cada urna. Una vez reconocido el caracter aleatorio
del experimento y los casos favorables y desfavorables, se debe recordar que
la probabilidad es el cociente entre casos favorables y posibles, y calculando
la probabilidad de obtener una ficha negra en cada caja, se obtienen dos
fracciones equivalentes.

Enla Tarea 3 (Parte a), se pregunta por el nimero de bolas que caeran
aproximadamente al final de un dispositivo de canales, cuando se introducen
100 bolas en su parte superior. Ademas de reconocer el caracter aleatorio
del experimento se ha de notar que se trata de un experimento compuesto
de dos: en el primero la bola dejada caer puede ir a la izquierda o derecha,
e igualmente sucede en el segundo experimento, que consiste en la nueva
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bifurcacion que aparece en cada una de las ramas iniciales. La probabilidad de
ir a derecha o izquierda de la misma en cada bifurcacién, por tanto, al orificio
1 llegaran la cuarta parte de las bolas, lo mismo que al 3. El orificio 2 recibe
bolas a derecha e izquierda, con lo cual recibe la mitad de las bolas.

En relacion con los sesgos de razonamiento, en la Parte c) de la
Tarea 1, la respuesta correcta es la de José, implicando la de Jests la recencia
negativa y la de Rosa la recencia positiva, descritas por Fischbein (1975). La
respuesta de Inés indica confusion entre los significados frecuencial y clasico
de la probabilidad. En la Parte c) de la Tarea 2, se evaltian diferentes razona-
mientos propios de un nivel de razonamiento proporcional insuficiente para
desarrollar la tarea. Larespuesta correcta es la de Andrés, mientras que Blanca
y Luis consideran unicamente los casos favorables para comparar probabili-
dades, lo cual seria propio de un nivel insuficiente de razonamiento propor-
cional. Martina razona con base en el “enfoque en el resultado” descrito por
Konold (1989). En la Parte c) de la Tarea 3, la respuesta correcta es la de Lucia.
Miguel razona de acuerdo con el sesgo de equiprobabilidad, Maria confunde
el problema con uno de division e Ignacio supone que la disposiciéon geomé-
trica de los canales tiene un efecto sobre la probabilidad.

5.RESULTADOS Y DISCUSION

Recogidas las respuestas escritas al cuestionario, se llev6 a cabo un analisis
de contenido de estas (Krippendorff, 2018). En lo que sigue se presentan los
resultados, incluyendo ejemplos de respuestas literales de los participantes
que han sido codificados como Px, siendo x el nimero de orden en la lista de
participantes.

5.1. CONOCIMIENTO MATEMATICO

En la Tabla 2, se presentan los porcentajes de soluciones y razonamientos
correctos e incorrectos en las tareas, y se observa que la mayor parte de la
muestra responde correctamente las tareas, siendo la mas sencilla la Tarea 2
(comparacion de probabilidades en urnas) y la mas dificil la Tarea 3 (bifurca-
cion por canales).

Los resultados son mejores que los obtenidos por Vasquez y Alsina
(2015b), entodaslas tareas. Sin embargo, el porcentaje de solucionesy razona-
mientos correctos disminuye en la Tarea 3, superando los razonamientos
incorrectos a la mitad de la muestra, porcentaje algo menor que el encon-
trado por Caiizares (1997) con estudiantes de 14 afios (65,8%). Batanero
et al. (2023) aplicaron la Tarea 2 a una amplia muestra de estudiantes de 6.2
curso de primaria hasta 4.2 curso de secundaria (12 a 16 afios) y fue resuelta
correctamente por el 53,8% de los estudiantes de 6.2 curso de primaria (12
afios) y por el 81,8% de los estudiantes de 4.2 curso de secundaria (16 afios),
por lo que estos resultados son mejores que dicho estudio.
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Tabla 2
Frecuencia (F) y Porcentaje (%) de soluciones y razonamientos en las tareas
Solucién Razonamiento
Tarea
Correcto Incorrecto Correcto Incorrecto
F % F % F % F %

Tarea 1 122 78,2 34 21,8 120 76,9 36 23,1
Tarea 2 140 89,7 16 10,3 129 82,7 27 17,3
Tarea 3 97 62,2 59 37,8 60 38,5 96 61,5

Nota: Elaboracidén propia.

El principal error en la Tarea 1 fue responder con una serie de resul-
tados, por ejemplo, P22 indica los resultados de dos posibles lanzamientos,
confundiendo la pregunta sobre probabilidad de un resultado con otra sobre
qué resultado ocurrirg, razonamiento que implica el enfoque en el resultado
descrito por Konold (1989). Otros participantes, como P1, responden que
serd mas probable obtener cara, mostrando la recencia negativa, al pensar
que los resultados futuros compensaran los pasados (Fischbein, 1975), o
bien que salga cruz (P3), mostrando la recencia positiva, donde se espera que
continte la tendencia. Este sesgo también fue identificado tanto en las investi-
gaciones de Green (1982) y Caiizares (1997), con estudiantes, como en la de
Goémez-Torres (2014) y Vasquez y Alsina (2015b), con profesores de educa-
cion primaria en formacion.

P22: Cruz, cara.

P1: Sera mas probable que salga cara.

P3: Lo mas probable es que salga cruz, pues ha salido en 6 de los 8
anteriores.

En la Tarea 2, algunos de los participantes que eligieron la respuesta
correcta no llegan a justificarla. Las respuestas correctas, como la de P9,
indican un buen razonamiento proporcional, al comparar las razones de bolas
negras y blancas en las dos urnas y comprobar que son fracciones equiva-
lentes. Entre los que proporcionan una solucién incorrecta, eligiendo la
urna con mas bolas negras, justifican su decisiéon en la comparacién de casos
favorables (P18). Ello indicaria un razonamiento proporcional incorrecto, al
basar la comparacion de razones en la comparaciéon de los numeradores de
la razon, sin tener en cuenta los denominadores (casos desfavorables), estra-
tegia que fue encontrada en los estudiantes de Cafiizares (1997) y Batanero
etal. (2023).

P9: Se tiene la misma probabilidad en ambas cajas, pues en las dos
hay la mitad de las bolas negras. Enla A hay 2/4=1/2yenlaB 3/6=1/2.

P18: Es mas probable obtener la bola negra en la caja B porque
contiene mas bolas negras, con lo cual hay mas posibilidades de sacar una
bola negra.

En la Tarea 3, las explicaciones correctas, como la de P17 (Figura 1),
se basan en un razonamiento apoyado en las operaciones con fracciones.
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Figura 1
Ejemplo de razonamiento de participante P17 en la Tarea 3
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Nota: Elaboracién propia.

En otros casos, aunque algunos profesores en formaciéon (como P9)
comprenden que van mas bolas al canal central, no son capaces de especificar
el nimero de bolas que cae en cada canal por falta de razonamiento combi-
natorio. De las respuestas incorrectas, algunos participantes confunden el
problema con uno de division, por lo que argumentan que caeran el mismo
numero en cada canal (P12). Otros indican que es imposible responder la
pregunta debido al caracter aleatorio del experimento (P20), mostrando el
sesgo de enfoque en el resultado (Konold, 1989) al confundir una pregunta
sobre probabilidad con una pregunta sobre qué ocurrira. Finalmente, algunos
simplemente no justifican.

P9: Van mas bolas al 2 que al 1 y el 3, porque los canales estan
conectados.

P12: No se puede saber, podemos dividir entre tres las bolas para
saber cuantas tendria cada orificio si cayeran de forma equitativa.

P20: No se puede saber, ya que no depende de nada que vayan a un
lado o a otro.

5.2.CONOCIMIENTO DIDACTICO DE LA FACETA EPISTEMICA

Para evaluar la faceta epistémica del conocimiento didactico-matematico de
los futuros profesores, en el apartado b) de cada tarea, se les pidi6 identificar
los objetos matematicos requeridos para su soluciéon. Este tipo de analisis
debe ser una competencia del profesorado, segiin Godino (2024), pues deben
ser conscientes de lo que aprenden los estudiantes con cada tarea particular.
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En la Figura 2, se presenta el porcentaje de participantes que asigna 0, 1, 2, ...,
7 objetos en cada tarea.

Figura 2
Porcentaje de participantes segtin numero de objetos matemdticos
reconocidos en las tareas
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Nota: Elaboracién propia.

Hacemos notar que el nimero de objetos citados fue, en general,
pequefio y no se diferencia entre conceptos, propiedades y procedimientos,
aunque se habia pedido en la pregunta. En general, en la Tarea 1, lo mas
frecuente fue citar uno o dos objetos, mientras que en Tarea 2, la mayoria
identifica uno, dos o tres objetos, y ninguno en la Tarea 3. En la Tabla 3, se
presentan las frecuencias de objetos identificados en cada tarea, donde
se observa que el objeto que mas se repite es probabilidad, al igual que en
Vasquez y Alsina (2015b), y con menor frecuencia: fraccion, porcentaje y
operaciones aritméticas, que también se presentaron con menor frecuencia
en dicha investigacion. Esporadicamente, aparecen: estadistica, saber contar
o diagrama de arbol, sucesos, parte-todo, estimacién o conocimiento espacial
(para la Tarea 3) no citados en Vasquez y Alsina (2015b). Fue poco citado el
diagrama en arbol, a pesar de su utilidad en la resolucién de problemas de
probabilidad (Roldan et al., 2018). En definitiva, el conocimiento de los parti-
cipantes fue pobre en la faceta epistémica.

Otros objetos citados fueron: comparacion, frecuencias, regla de
Laplace, propiedades de la probabilidad, razén y cantidades. No hubo referen-
cias al espacio muestral, al razonamiento combinatorio o probabilidad condi-
cional, que aparecen en la Tarea 3, asi como la independencia, que se requiere
en la Tarea 1. Todo ello sugiere la necesidad de reforzar la competencia de
analisis epistémico en los profesores en formacion.
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Tabla 3
Frecuencia (F) y Porcentaje (%) de objetos matemadticos identificados en cada
tarea
Frecuencia de citas
Objeto Tarea 1 Tarea 2 Tarea 3
F % F % F %
Probabilidad, sus significados 127 81,4 115 73,7 82 52,6
Fracciones, fracciones 37 237 64 41,0 44 28,2
equivalentes
Casos favorables, sucesos 22 14,1 8 51 6 3,8
Porcentaje 23 14,7 20 12,8 10 6,4
Diagrama en arbol 11 7,1
Estadistica 10 6,4 9 5,8 8 5,1
Operaciones aritméticas 12 7,7 40 25,6
Saber contar 10 6,4
Otros 36 231 31 19,9 8 5,1

Nota: Elaboracidén propia.

5.3.CONOCIMIENTO DIDACTICO EN LA FACETA COGNITIVA

Para evaluar este conocimiento, se pidi6 en cada tarea a los profe-
sores en formacién que identificasen las soluciones correctas e incorrectas de
estudiantes ficticios, explicando las razones de las respuestas incorrectas. Los
resultados se presentan en la Tabla 4.

Tabla 4

Evaluacion y justificacion de respuestas de estudiantes

Tarea Estudiante ficticio Tipo de respuesta Porcentajede  Porcentaje
Evaluacion de
correcta Justificacion

correcta

Tarea 1. Lanzamiento Jesus Recencia negativa 68,0 48,0

de moneda José Correcta 80,0

Rosa Recencia positiva 64,0 40,0
Inés Numero ensayos 72,0 56,0

Tarea 2. Comparacion Blanca Comparar favorables 88,0 72,0

babilidad

pronabitiaades en Luis Comparar favorables 88,0 64,0

urnas

Andrés Correcta 92,0

Martina Enfoque resultado 64,0 48,0
Tarea 3. Bifurcacion Miguel Equiprobabilidad 84,0 48,0
por canales Lucia Correcta 88,0

Maria Division 80,0 32,0

Ignacio Factores geométricos 84,0 36,0

Nota: Elaboracidén propia.
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Se deduce que la mayor parte de los participantes en el estudio
identifican adecuadamente las respuestas correctas a las tareas (respuestas
de José, Andrés y Lucia), para las que no se pide justificacion.

En la Tarea 1, la recencia negativa (Jesus) se identifica correcta-
mente por el 68% y la positiva (Rosa) por el 64%, y el error de suponer que se
necesitan mas ensayos (Inés) por el 72%. Las justificaciones correctas se dan
en menor numero, porque en parte algunos participantes no realizan justifica-
ciones. Para argumentar el error de la recencia positiva en el caso de Rosa o la
recencia negativa en la respuesta de Jesus, se dan explicaciones basadas en la
independencia de ensayos, como la de P29. El rechazo a la necesidad sugerida
por Inés de realizar mas ensayos se justifica indicando que se puede razonar
mediante el nimero de casos favorables y posibles, es decir, la probabilidad
clasica, sin recurrir a la aproximacidn frecuencial (P19). Algunos estudiantes
identifican y dan razonamientos erréneos para la recencia positiva y negativa
(Fischbein, 1975), por lo que ellos mismos muestran estos sesgos de razona-
miento (p. ej. P9 y P15). El participante P15 confunde los significados clasico
y frecuencial de la probabilidad, puesto que aplica el cociente de casos favora-
bles y posibles a los resultados de ocho lanzamientos de la moneda, no al
conjunto de sucesos del experimento aleatorio.

P29: Falso (Jesus), no tiene que ver cuantas cruces hayan salido para
que ahora salga una.

P19: Falso (Inés), los casos posibles son siempre los mismos, sin
necesitad de lanzamientos.

P9: Jesus se equivoca porque han salido muchas cruces por lo que la
probabilidad es mayor. La respuesta de Rosa es correcta porque la probabi-
lidad de cruces es mas alta y por ello es mas probable obtener una.

P15: Lo mas probable es que saliera cruz, porque de 8 tiradas 6 ha
salido cruz, es decir un 75% de probabilidad.

En la Tarea 2, la mayoria detecta el error de elegir una de las urnas
al comparar unicamente los casos favorables (Blanca y Luis) y también lo
argumenta correctamente, basandose en la proporcionalidad de la composi-
cion de las dos urnas. Por ejemplo, P21y P10.

P21: Da igual la cantidad de elementos siempre que haya el mismo
numero de los dos tipos de elementos.

P10: Es incorrecto, porque en ambas cajas la cantidad de fichas
negras y blancas en proporcional, en el sentido de que en cada caja hay 50%
de fichas blancas y 50% de fichas negras.

En la Tarea 3, la mayor parte identifica el sesgo de equiprobabi-
lidad (Miguel), 1a confusion con la division (Maria) y los factores geométricos
(Ignacio), pero muchos menos dan explicaciones correctas de los errores.

Entre las explicaciones incorrectas, encontramos la insistencia en el
enfoque en el resultado, como P12, aplicado a las cuatro posibles respuestas
ficticias. Este sesgo supone que no se puede prever la probabilidad de un resul-
tado aleatorio (Konold, 1989). Otras respuestas incorrectas son las de algunos
participantes, que aceptan como correcta la solucién de Maria, confundiendo
el problema con uno de divisién (P23), o que su respuesta es influida por la
disposicion geométrica del dispositivo de canales (P10).
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P12: no tiene por qué suceder, dependera del azar.

P23: Correcto, puesto que al dividir 100 entre tres se obtiene 33,3 y
como no se puede dividir una bola, por lo que sobra una.

P10: no porque por el canal 2 pasan la mitad de las bolas de los
canales 1y 3.

En resumen, los profesores en formacién participantes en el estudio
muestran una buena competencia para diferenciar las respuestas correctas
e incorrectas de los estudiantes ficticios en las tareas, pero todavia tienen
dificultad para explicar los posibles errores. Los resultados son similares a los
de Gomez-Torres (2014) en lo que se refiere a la identificacion de los errores
y peores en las explicaciones de los mismos.

5.4.CONOCIMIENTO DIDACTICO EN LAS FACETAS MEDIACIONAL
E INTERACCIONAL

Para evaluar los conocimientos didacticos en las facetas mediacional e inte-
raccional de los participantes en el estudio, en el apartado d) de cada tarea, se
les pide que sugieran algunas acciones que podrian ayudar a sus estudiantes
a superar los errores en la resolucion de las tareas.

Los resultados obtenidos se muestran en la Figura 3, en la que se
observa un ndmero pequeio de sugerencias, siendo lo mas frecuente una o
dos sugerencias en las Tareas 1y 2 y ninguna en la Tarea 3.

Figura 3
Porcentaje de sugerencias aportadas para ayudar a los estudiantes
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Nota: Elaboracioén propia.

Ademas, un porcentaje considerable de futuros profesores en cada
una de las tareas no indica ninguna posible accion (Tarea 1: 23,7%; Tarea
2: 22,4%; Tarea 3: 33,3%), lo que indica la necesidad de mejorar el conoci-
miento didactico de los futuros profesores en relacion con la probabilidad.

Entre las sugerencias aportadas, se destaca el uso de material
manipulativo, como en la respuesta de P18. Dicho material es abundante
para el estudio de la probabilidad, incluye monedas, extracciéon de fichas
en urnas y aparatos de Galton o similares con bifurcaciéon por canales, que
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son los contextos de las tareas planteadas, y es muy recomendable para la
educacion primaria (Alsina & Bosch, 2023). Con dicho material es posible la
realizacion efectiva del experimento, para lo cual se podria organizar la clase
en parejas o pequeilos grupos, realizar el experimento y recoger los resul-
tados. Finalmente, se podrian reunir los resultados de todos los grupos para
obtener una mejor estimacion de la fiabilidad. Con este proceso, no solo se
analizaria la variabilidad de las pequefias muestras, sino que se conectaria la
estadistica y la probabilidad, asf como los significados clasico y frecuencial de
la probabilidad.

P18: Intentaria crear un material manipulable, para que puedan ver
las probabilidades que le salen. De todos modos, es impredecible.

Generalmente, el uso de recursos manipulativos se apoya en la
experimentacion, es decir, la idea de complementar el calculo de probabili-
dades mediante la aproximacion clasica con la frecuencial, como ocurre con
P15. Estas dos primeras sugerencias se refieren a la faceta mediacional, pues
indican recursos a utilizar en la ensefianza. Otra sugerencia, esta vez referida
a la faceta interaccional, es decir, la forma de organizar el discurso en la clase,
es la de volver a explicar el tema o reforzar su explicacién, simplificando los
problemas, como sefiala P28. Esta sugerencia indica una tendencia a una
enseflanza basada en teoria antes que practica, contraria a los principios
constructivistas.

P15: Realizaria el problema con él, es decir, tirando la moneda para
que con los resultados comprenda el por qué de la solucion.

P28: Explicar de nuevo la probabilidad, con elementos y datos mas
sencillos.

En la Tabla 5, se presenta la frecuencia de diferentes sugerencias en
las tres tareas, mostrando que el recurso que los participantes consideran
mas conveniente es la explicacion del profesor, especialmente en las Tareas
2 y 3. En segundo lugar, se encuentra la experimentacidn, en particular en la
Tarea 1, seguido por el uso de material manipulable, sobre todo en las dos
primeras tareas.

Tabla 5

Frecuencia (F) y Porcentaje (%) con que se apoyan diferentes acciones

diddcticas
Sugerencias Tarea 1 Tarea 2 Tarea 3

N =156 N=156 N =156
F % F % F %

Uso de material manipulativo 46 41,0 48 30,8 33 21,2
Experimentacion 81 51,9 52 33,3 39 25,0
Explicacién del profesor 61 39,1 89 57,1 77 49,4
Graficos o esquemas 15 9,6 20 12,8 23 14,7
Otras 13 8,3 12 7,7 16 10,3

Nota: Elaboracién propia.
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6. CONCLUSIONES

El objetivo del trabajo fue evaluar el conocimiento didactico-matematico
de profesores espafioles de educaciéon primaria en formacién para ensefiar
probabilidad. Dicho conocimiento es fundamental tanto para el disefio de la
instruccién como la implementacion de los saberes en torno a la probabilidad
que proponen las actuales directrices curriculares espafiolas (Real Decreto
157/2022, de 1 de marzo) en el aula.

En este estudio, se aplicd un cuestionario, construido a partir de
tareas utilizadas y validadas en investigaciones previas, a 156 profesores
de educacion primaria en formacién. Las respuestas de los participantes se
analizaron desde la perspectiva del CDM (Godino, 2009; 2024; Pino-Fan &
Godino, 2015).

Los resultados de este estudio arrojan un conocimiento matematico
comun razonable en los profesores en formacién que constituyen la muestra,
que se refleja por un considerable porcentaje de respuestas correctas de las
tareas planteadas. Aunque la mayor parte razona adecuadamente para justi-
ficar sus soluciones, el nimero de razonamientos incorrectos, sin embargo,
crece en la Tarea 3, en que se presenta un problema elemental, utilizado
previamente con estudiantes de primaria por Cafizares (1997) y Green
(1982) en el contexto de bifurcaciones por canales. Se concluye la necesidad
de reforzar el razonamiento probabilistico de los profesores en formacién,
dado que no basta saber resolver los problemas elementales de probabilidad,
sino también ser capaces de argumentar por qué una solucién es correcta.

El conocimiento didactico en la faceta epistémica fue limitado en la
muestra bajo estudio, pues el profesorado en formacién identific6 muy pocos
objetos involucrados en la resolucion de las tareas propuestas, mas alla de la
probabilidad, fracciéon o porcentaje. Fueron muy pocos los participantes que
identificaron otras ideas fundamentales implicitas en la resolucién, como el
espacio muestral, las reglas de la suma o el producto, la independencia o la
probabilidad condicional. En consecuencia, serd necesario reforzar la compe-
tencia de andlisis de tareas en los futuros profesores.

Al analizar el conocimiento didactico de los profesores en forma-
cion del estudio en la faceta cognitiva, se observé una buena discriminacion
general de las respuestas correctas e incorrectas de los estudiantes ficticios a
las tareas planteadas. Sin embargo, encontramos una alta proporcion de fallo
en la deteccién de la recencia positiva y negativa y del enfoque en el resul-
tado, sesgos que son frecuentes en los estudiantes y que los profesores en
formacidn han de ser capaces de detectar. Los futuros profesores presentaron
mayores dificultades para analizar la razén de los errores o sesgos de razona-
miento de los estudiantes.

Finalmente, el conocimiento didactico mostrado en las facetas
mediacional e interaccional fue limitado, dado que los futuros profesores
propusieron escasas sugerencias para ayudar a los estudiantes a superar sus
dificultades, siendo la mas frecuente simplemente la explicacién del profesor.

Estos resultados muestran puntos de atencion para los formadores
de profesores, si se quiere asegurar el éxito de la ensefianza de la probabilidad
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en la educacién primaria, lo que requiere la adecuada preparacion del
profesorado.

Para finalizar, reconocemoslanecesidad de continuarla investigacion
con nuevas muestras de estudiantes y tareas, para superar las limitaciones en
la posibilidad de generalizar los resultados. Es necesario, también, disefiar y
evaluar experiencias formativas para ayudar a los profesores de educaciéon
primaria en formacién a mejorar su conocimiento didactico-matematico.
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ANEXO 1: CUESTIONARIO

Tarea 1. Un nifio lanza 8 veces la misma moneda, obteniendo, en orden, los
siguientes resultados: cara, cruz, cruz, cruz, cruz, cruz, cara, cruz. Si lanza la
moneda por novena vez, ;qué resultado seria mas probable?

1a. Resuelve la tarea
1b. ;Qué conocimientos (conceptos, propiedades y procedimientos) se nece-
sitan para resolver la tarea?
1c. Indica si es correcta y por qué cada una de las siguientes respuestas:

Jesus: Es mas probable que salga cara, puesto que han salido muchas
cruces.

José: Es igual de probable cara que cruz porque tenemos dos casos
posibles.

Rosa: Es mas probable que salga cruz, ya que han salido muchas
cruces.

Inés: Necesitaria tener mas datos pues 8 lanzamientos son pocos.
1d. ;Cémo ayudarias a los nifios que no han sabido resolver el problema?

Tarea 2. En la caja A hay 2 fichas negras y 2 fichas blancas. En la caja B hay
3 fichas negras y 3 fichas blancas. Observa el dibujo.

°
¢ %4 % 0
A B

Se agitan las cajas y se saca una ficha con los ojos cerrados. ;En cual es mas
probable sacar una ficha negra? Sefiala la respuesta correcta:

() Hay mas probabilidad de sacar una ficha negra de la caja A.

() Hay mas probabilidad de sacar una ficha negra de la caja B.

() En ambas cajas hay igual probabilidad de sacar una ficha negra.

() Nolo sé.

Explica por qué das esta respuesta:

2a. Resuelve la tarea

2b. ;Qué conocimientos (conceptos, propiedades y procedimientos) se nece-

sitan para resolver la tarea?

2c. Indica si es correcta y por qué cada una de las siguientes respuestas:
Blanca: Hay mas probabilidad en la caja A porque hay menos negras
Luis: Hay mas probabilidad en la caja B porque hay mas negras
Andrés: La probabilidad es la misma porque por cada bola negra

hay una blanca en las dos cajas.
Martina: No se puede saber, puede salir negra en cualquiera de las

cajas.

2d. ;Cémo ayudarias a los nifios que no han sabido resolver el problema?
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Luis: Hay mas probabilidad en la caja B porque hay mas negras

Andrés: La probabilidad es la misma porque por cada bola negra
hay una blanca en las dos cajas.

Martina: No se puede saber, puede salir negra en cualquiera de las
cajas.
2d. ;Cémo ayudarias a los nifios que no han sabido resolver el problema?

Tarea 3. Supén que lanzas 100 bolas por el orificio superior de estos canales.
Indica cuantas bolas aproximadamente llegaran a cada uno de los puntos 1,

2y 3.
!

7N N

1 2 3

3a. Resuelve la tarea
3b. ;Qué conocimientos (conceptos, propiedades y procedimientos) se nece-
sitan para resolver la tarea?
3c. Indica si es correcta y por qué cada una de las siguientes respuestas:
Miguel: Por cada canal pasara aproximadamente el mismo nimero
de bolas.
Lucia: Al canal 2 llegaran 50 bolas, 25 al 1y 25 al 3.
Maria: 33 a cada uno de los canales y sobra una bola.
Ignacio: La mayoria llegard a 1 o a 3 porque es mas directo y unas
pocas a 2.

3d. ;Cémo ayudarias a los nifios que no han sabido resolver el problema?
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Conhecimento didatico-matematico de professores do ensino
basico em formacgao para ensinar probabilidade

RESUMO

A formacao de professores do 1.° e 2.° ciclos do ensino basico em probabi-
lidade é fundamental para desenvolver nos seus alunos uma compreensao
precoce dos conceitos probabilisticos. O objetivo deste trabalho foi avaliar
o conhecimento didatico-matematico para o ensino de probabilidade dos
futuros professores espanhdis do ensino primario. Para tal, foi pedido a 156
futuros professores que preenchessem um questionario com trés tarefas,
cada uma com quatro seccoes. A primeira consiste na resolucao e justificacao
da tarefa e avalia o conhecimento comum da probabilidade; na segunda,
pede-se para identificar os objetos matematicos necessarios na resolugao e
avalia a faceta epistémica do conhecimento didatico; a terceira requer discri-
minar as respostas corretas e incorretas de alunos ficticios a tarefa, anali-
sando, assim, a faceta cognitiva; e a quarta consiste em sugerir acoes para
ultrapassar os erros dos alunos, avaliando, assim, as facetas mediacional e
interacional. Os participantes demonstram um bom conhecimento comum
do conteudo e identificam corretamente as respostas corretas e incorretas
dos alunos ficticios. O desempenho na identificagdo dos objetos matema-
ticos, na explicacao dos erros dos alunos e na sugestao de acOes didaticas é
inferior. Esses resultados sugerem aspetos que precisam de ser refor¢cados na
formacao de professores do 1.° e 2.° ciclos do ensino basico para o ensino de
probabilidade.

Palavras-chave: Probabilidade; Conhecimento didatico-
matematico; Professores em formagdo; Ensino basico;
Avaliacao.
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Didactic-mathematical knowledge of prospective primary school
teachers to teach probability

ABSTRACT

The training of primary school teachers in probability is essential to develop
an early understanding of probabilistic concepts in their students. The aim of
this paper is to assess the didactic-mathematical knowledge to teach prob-
ability of Spanish prospective primary school teachers. To achieve this, 156
prospective teachers were asked to complete a questionnaire with three tasks,
each with four sections. The first one involves solving and justifying the task
and assesses common knowledge of probability; the second section requires
identifying the mathematical objects involved in the solution and assesses the
epistemic facet of didactic knowledge; the third requires discriminating the
correct and incorrect answers to the task by fictitious students, thus analysing
the cognitive facet; and the fourth consists of suggesting actions to over-
come the students’ errors, thus assessing the mediational and interactional
facets. Participants demonstrated good common content knowledge and
correctly identified the correct and incorrect answers of the fictitious students.
Performance in identifying mathematical objects, explaining students' errors,
and suggesting didactic actions was lower. These results suggest areas that
need to be strengthened in the training of primary school teachers to teach
probability.

Keywords: Probability; Didactic-mathematical knowledge;
Prospective teachers; Primary education; Assessment.
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